- Uber Supplemente in endlichen Gruppen

Von LUDWIG PROHASKA in Rostock (DDR)

1. G sei eine endliche Gruppe, e ihr Einselement. N < G bedeutet, daB ¥ Normal-
teiler von G ist: Die Untergruppe U von G heiBit ein Supplement von N, wenn
G =UN. Es gibt immer das triviale Supplement U =G, im allgemeinen interessieren
Supplemente mit méglichst kleinem Durchschnitt U N N. Ist insbesondere U N N ={e)
so heifit U ein Komplement von N. In diesem Fall ist G eine zerfallende Erweiterung
von N mit U.

Sei

v=1

eine Zerlegung von G in Nebenklassen nach U mit einem festen Reprisentanten-
system R={r,, v=1, ..., n}. Transformiert man r,, ..., r, mit Elementen aus U,

so erhdlt man _
: ' ulru=c,,r, v=12,--,n; ucl),

wo ¢, ,€U ist und die ry,, ..., r,, eine von u abhingige Permutation der ry, ..., 1,
bilden. Die von den ¢,, (v=1,2, ..., n; u€U) erzeugte Untergruppe CS U heiBt
die zum Représéntantensystem R gehorige Koeffizientengruppe.

- Esist CqQU. Denn sind w, v€U, so gilt

-1

1

v ruttru = v le, o v ir, v = 070 U Coy o Pons

Andererseits ist
-1 —
(lll)) r, (uu) - Cv,uv rvuv’
also
-1 _ -1~
U "Cy U = Cy up* Couyv € C.

Ist insbesondere C={(e), so heiBlt R ein ausgezeichnetes Repriisentantensystem
fir U in’ G [2]. Ein bekannter Satz von BURNSIDE iiber Komplemente [1], p. 327,
148t sich mittels dieses Begriffs folgendermaBen aL}ssprechen [2]:
(A) Sei G=3 Pr,, R habe die Koeffizientengruppe C=/{e), und sei P abelsche
rv€R

Sylowgruppe von G. Dann enthdlt G einen Normalteiler N mit G = PN und P\ N ={e).
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Die Voraussetzung iiber P wurde in Satzen von KOCHENDGRFFER [2] und ZAPPA
[6] abgeschwicht.

In [3] beweist KOCHEND(SRFFER fiir eine Untergruppe H von G:
(B) Sei G= D Hrv, R habe die Koeﬁ?z:entengruppe C, sei ((G:H), [H:C]))=1,

rvER
und sei H|C nilpotent. Dann enthdlt G einen Normalteiler N mit G =HN und HN NEC
Wenn C={e) ist, kann man ,,H/C ist nilpotent” ersetzen durch , H/C ist
Sylowturmgruppe”, d.h. es gibt eine Untergruppenkette H=H,DH,D
..DH,_,DH, =C, deren Glieder H, simtlich Normalteiler von H sind und deren
- Indizes [H;_,:H] (i=1, 2, ..., r), paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen sind [5].

2. In [3] und [4] findet sich die Vermutung, daB in (B) auch fiir C(e) die
Voraussetzung ,,H/C ist mlpotent” noch abgeschwicht werden kann. Wir zelgen
daB sie nicht durch ,,H/C ist Sylowturmgruppe” ersetzbar 1st

Beispiel. G =385 =volle Permutationsgruppe des Grades 5. Die permutierten
Elemente seien die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5. H= S, = Untergruppe derjenigen Permutatio-
nen, welche die 5 festlassen. Als Reprédsentanten fiir die Nebenklassen von H in
G wihlen wir: .

e (die identische Permutation), (12) (34) (15), (25), (35), (45). In S, ist bekannt-
lich V={(12) (34), (13) (24)) Normalteiler. Er liegt in der alternierenden Gruppe

- der S, und es ist S,/V Sylowturmgruppe isomorph der S;.

Bei Transformation mit Elementen aus H werden die Permutationen (15),
(25), (35), (45) untereinander vertauscht. Da (12) (34)€ V<1 H, geht dies Element
bei Transformation mit Elementen aus H in Elemente aus V iiber. Das angegebene
Reprisentantensystem fiir H in G besitzt also eine Koeffizientengruppe S V.
V ist genau die Koeffizientengruppe, denn

(123) (25) (132) = (12} (34)-(12) (34) (15). (123) (12) (34) (15) (132) = (13) (24)-(35).
Wiire der vermutete Satz richtig, so miiBte G einen Normalteiler N enthalten mit
G=HN und HNNZV. Aus G/N> H/HNN ergibt sich |N| = E—‘—‘%{P—N—‘ 5k
(k=1,2,4). Bekannthch enthilt die S5 aber keinen Normalteiler von einer dieser
Ordnungen.

3. Es sollen nun einige Bedmgungen angegeben werden, unter denen der ver-
‘mutete Satz fiir Sylowturmgruppen giiltig ist.

Bezeichnet n eine Menge von Primzahlen, so sei u,(G) das Erzeugnis aller
Elemente aus G, deren Ordnung nicht durch eine Primzahl aus n teilbar ist.

Satz. Sei

(@) GO HD C, C umfasse dze Koeffizientengruppe eines Reprdsentantensystems
R von H in G,
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(b) (G:H),[H:Ch)=1, H|C Sylowturmgruppe. Ferner gelte eine der
Bedingungen . '

(c) (H:Cl, [CLeD =1,

(Cz) Hq G’

(c;) [C«e)] enthalte nur Primteiler von [H:C), H sei subnormal in G, d.h.
es gibt eine Untergruppenkette G=K,DK,_ D> ...DK,DKy=H.
Bezeichnet © die Menge der Primteiler von [H :C]), so ist '

G=Hu (G) und HNOu (G)< C.
Anmerkung: Unter der Bedingung (c,) ist HNu(G)=C.

Beweis. (c,): Nach einem Satz von SCHUR (7], p. 162, besitzt C in H ein
Komplement H, d.h. H=HC und H N C={(e). Da H/C=H, ist H Sylowturmgruppe.
‘Der Komplex CR ist ein Reprisentantensystem fiir H in G. Weil fiir alle h¢ H
gilt A~'CRh=CR, ist CR ein ausgezeichnetes Reprisentantensystem fiir H in G.
Es ist [G:H]=[G:H][Ce)l, [He)]=[H:C], also ([G:H], [H(e)])=1. Nach [5]
ist dann G = Hu,(G) und H N u,(G) ={(e), woraus folgt G = Hu,(G) und HN1,(G)=C.

(cy): C ist Normalteiler im Normalisator Ng(H) von H in G, denn ist x~! =
=hr,€ Ng(H) (h€ H,r,€R), so giltfiir c€ Cx~'ex =hr,ery 'h=" =hee, .07 ' h~ 1 €H.
D.i. gleichbedeutend mit r..=r, und wegen C< H folgt x~'cx¢C. Die Voraus-
setzung (c,) ergibt dann C<G. Es ist

GIC = é(H/C)(Crv)

und fiir alle heH, r,€R gilt mit geeigneten r, € R
(Ch)™(Cr)(Ch) =(Cr,).

Da ferner ([G/C:H|[C], |H/C|)=1 und H|C Sylowturmgruppe, glbt es nach [5]
einen Normalteiler N/C von G/C mit

.G/C=H/C-N/C ﬁnd H/CﬂN/C=<e),

also G=HN und HNN=C. Es ist N2u(G) und G=Hu,(G) mit HNu (G)<S C.

(c53): Da HQ K, ist H das Erzeugnis aller Elemente von K, deren Ordnung
nur durch Primzahlen aus n teilbar ist. Daher ist H charakteristische Untergruppe
von K, und also Normalteiler von K,. Wie eben erhilt man, daB H dann sogar
charakteristische Untergruppe von K, und also Normalteiler von K ist usw.
Schliefilich: H <1 K,=G, d.h. Bedingung (c,) ist erfiillt. '
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