
Über die kovariante Ableitung der Vektoren 
in verallgemeinerten Linienelementräumen 

Von ARTHUR MOÖR in Sopron (Ungarn) 

§ 1. Einleitung 

In [3] begründeten wir eine Übertragungstheorie der Vektoren und der ver-
allgemeinerten Vektoren in einem 9Jt„-Raum, d. h. in einem Raum, in dem die 
Grundelemente (x', v') dem Transformationsgesetz: 

ix' = x'(x\ x2, ..., x"), 

(1.1) 

d x J 

VL = v'(vl, V2, ..., VN), VJ = "ß-JRV" 

genügen. Die Funktionen v'iv) sollen in den v1 immer homogen von erster Ordnung 
sein. In [4] bestimmten wir verschiedene mögliche Type der kovarianten Ableitungen 
der verallgemeinerten Vektoren, d. h. die bezüglich (1. 1) dem Transformations-
gesetzt 

(1.2a) P = XR bzw. (1.2b) = 

genügen. 
Im folgenden wollen wir die möglichen Formen der kovarianten Ableitungen 

der gewöhnlichen Vektoren im 9Jl„-Raum bestimmen, d. h. die kovarianten Ab-
leitungen der Vektoren, die bezüglich (1. 1) dem Transformationsgesetz 

üx1 - r)x' 
(1.3a) P = bzw. (1.3b) Yi = j £ f Y ' 

genügen. Bezüglich des Begriffs der kovarianten Ableitung verweisen wir auf die 
fundamentale Arbeit [1] der Theorie der geometrischen Objekte (vgl. insb. Kapitel 
IV. 1). Wir bemerken, daß die Theorie der allgemeinen zweiten kovarianten Ab-
leitung nicht so vollständig ist, wie die der ersten kovarianten Ableitung; 
die fundamentalen Funktionalgleichungen aber, von denen die zweiten kovarianten 
Ableitungen bestimmt werden können, werden wir in § 4 angeben. 

9 A 
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§ 2. Fundamentalgrößen des 90?„-Raumes 

Wir werden die folgenden Bezeichnungen benützen: 

d e f d v ' • ; d e f dv' d e f dxl _ dv' . def dxj _ dvj 

diese stimmen mit den in [4] benützten Bezeichnungen überein. 
Die Grundgrößen eines Söi„-Raumes, in dem eine Übertragungstheorie der 

Vektoren definiert ist (vgl. [3] §3—§6) sind die folgenden: 
I. Der Pseudotensor a)(x, v) mit dem Transformationsgesetz1): 

dv> d x s 

(2. 2) ä'j(x, v) = v) = №rq)a's(x, v), 

da nach (2. 1) offenbar 
- v dv' dv' dv'_M 

( 2 - 2 a ) W S W W = P T * 
besteht. 

Es soll immer 

(2. 2b) Det (aj) ^ Ö 

gelten, woraus folgt, daß a) einen eindeutig bestimmten inversen Pseudotensor b'r 

definiert, d. h. die Relationen , 

(2. 3) bia'j = ö'j bzw. b]ai = ö{ 

bezüglich. eindeutig lösbar sind, und es gilt: 

(2 .4) S i
J(x,v) = - W j 7 b ^ x , v ) = g^ J q ' r b r

1 ( x ,v ) 

da nach (2. 1) offenbar 

,„ . „ dv' dv' dvs . „ 
(2 ' 4 a ) W s W W s 

besteht. 

B e m e r k u n g . Die Relationen (2 .2a) .und (2. 4a) werden wir im folgenden 
öfters ohne einen direkten Hinweis auf diese Gleichungen anwenden. Die beiden 
Relationen von (2. 3) sind nach einem wohlbekannten Satz der Tensoralgebra 
gleichwertig. 

') Bezüglich des Begriffs der verallgemeinerten Tensoren und Pseudotensoren. vgl. [3] §2. 
Die verallgemeinerten Tensoren könnten bezüglich der Grundelementtransformation (1. 1) auch 
àls gewöhnliche Tensoren betrachtet werden, doch wollen wir die Terminologie von unserer Arbeit 
[3] behalten. 
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II. Die in i, k symmetrischen Übertragungsparameter MJk mit dem Trans-
formationsgesetz: 

( 2 . 5 ) M->k = Mh
h
cp\q?piqr

bplqcs-ßi<plp\, 

w o 
d e f d 2 V J . 

P u dv s dv i 

bedeutet (vgl. z. B. [4], Formel (1. 6)). 
III. Die Übertragungsparameter L f k mit dem Transformationsgesetz: 

( 2 . 6 ) Lj'k = K \ p W p [ c j l q c
k + p [ c p ) c f t q i L V r + p [ c q c

r p ^ 

wo der Index „o" die Überschiebung mit vJ, und 

, d e f d2 x' 
qsk~7 dx*dxk 

bedeuten (vgl. [4], Formel (1. 6)). 
Die Größen M/k und L f k sind für die Festlegung der kovarianten Ableitung 

der verallgemeinerten Vektoren nötig (vgl. [4]), während die Pseudotensoren a) 
bzw. b) bei der Definition der kovarianten Ableitungen der gewöhnlichen Vektoren 
im 9)i„ -Raum benützt werden. 

§ 3. Die allgemeine erste kovariante Ableitung 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Definition der allgemeinen ersten 
kovarianten Ableitung n )V f e über. Diese allgemeine erste kovariante Ableitung soll 

-X-

so definiert werden, daß sie eine Verallgemeinerung der in [3] durch vk bezeichneten 
Ableitung sei. Aus § 5 und aus den Gleichungen (4. 12) und (4. 14) von [3] kann 
leicht berechnet werden, daß für einen gewöhnlichen Vektor: . 

r\ fj 

= (ciX') + M/kaiX', (b\Yt) — MiJ
kb'jY,. 

D e f i n i t i o n 1. Die allgemeine erste kovariante Ableitung ( L )vk eines kontra-
bzw. kovarianten Vektors Z vom Transformationsgesetz (1. 3) ist ein verallgemeinerter 
Tensor zweiter Stufe, der von Z, dviZ, a)', d^a) und vom Hilfsobjekt M/k abhängig 
ist, und dessen kovariante Stufenzahl um eins größer, als die von Z ist (vgl. [3] § 2). 

Die einzelnen Funktionen der verschiedenen kovarianten Ableitungen sollen 
jetzt und im folgenden immer in allen ihren Veränderlichen stetig sein..Wir be-
weisen für die Form der ersten kovarianten Ableitung eines kontravarianten Vektors 
den folgenden - . 

9* 
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S a t z 1. Die allgemeine erste kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors 
X' im Wn-Raum ist eine Funktion von a%Xb, aa

bdvJXb und bjVca", wo 

(3.1) ^ a ' M ^ + M h a ) . 

Vor dem Beweis des Satzes 1 wollen wir zeigen, daß die durch (3. 1) bestimmte 
Größe selbst ein Pseudotensor ist. Auf Grund von (2. 1) ist nämlich 

da^ _ d2v' dv' dxs 

ZW ~ dif ~W 3xJ dv' + dvr du' W ~d¥ ' 

woraus in Hinsicht auf (2. 5) und (2. 1), ferner wegen der Relation 

d2v' dv' _ dv' d2v' dvs 

dvrdv' dvk dv' dvsdvk dif 

dv' dv' 
— die offenbar besteht, da = ^ ist — leicht folgt: 

. . . . * . . dv' dvs dx' * 
(3.2) 

und das beweist unsere Behauptung bezüglich des pseudotensoriellen Charakters 
von (3. 1). 

Es ist bemerkenswert, daß in (3. 1) nur ein MJK enthaltendes Glied nötig ist, 
obwohl a) zwei Indizes hat. Das folgt daraus, daß in der Transformationsformel 

. dv' 
(2. 2) von a) nur bezüglich des. Indexen „ / " ein -Faktor vorkommt, während 

dx3 d 
ß ^ j bezüglich der Ableitung ^ eine Konstante ist. 

B e w e i s d e s S a t z e s 1. Auf Grund der Definition 1 ist: 

(3-3) . = . 

Da (ll'<7sXr nach der Definition 1 ein verallgemeinerter Tensor sein muß, gilt nach 
einer Transformation (1. 1) die Transformationsformel 

(3 .4) = M 1 q s
b p b

k ( i F s X r
r 

wo die Größen p'q, q", ql und pb
k durch (2. 1) festgelegt sind. In Hinsicht auf (3. 3), 
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(2. 2), (2. 5) und (2. 6) bekommt man für die erste kovariante Ableitung F'r das 
folgende Funktionalsgleichungssystem 

1 • 

d X b 

(3. 5) Fl \qa
bX», q%qfp'j , p'aq!p\q\ps

cqjMjj -

da1 

. - phrsPa pl, PI ql qs
b a"s, p? q'r qi q"'p'c 

(ßya da°} 

X",j^,Mj>c,a°b,j£ J . 

Da die Relationen (3. 5) für die p", qb, pb
s eine Identität bilden, bekommt 

man für 
p) = q)=p) = q} = t ) , pl = Ma»c

2) 
die Relation: 

d x
 n * 1 n i v

 d x , , d ö ! 

wo wir wegen leichterer Übersicht die Indizes bei den Argumenten von Fl weg-
ließen. Unsere letzte Formel zeigt nun, daß die erste kovariante Ableitung von 
X' von Mb

c nicht explizit abhängig ist, d. h. daß sie die Form: 

(dXa ) 

X",j^,cfb,vcal j 
hat. . 

Die Transformationsformel (3. 4) gibt somit nach (3. 3) für &'k das Funktional-
gleichungssystem: 

(3.7) 4>L 
dXb 

q"bXb, q"bq?p) j^,pa
tq,

rqta's,p'¡q'rqs
bqrplcVmar

s 

(dXa 1 

Wählen wir jetzt qb — ab, pa
b = ba

b, so werden wegen pl
rp) = 8), q\q} = ö} 

die Relationen p) = a), q] = bj bestehen und aus (3. 7) bekommt man für die 
Funktionen 4>k die Funktionalgleichung: 

' ! > üb ' ^C <*b I 5 

und diese Formel beweist wegen (3. 6) eben den Satz 1. 

*¿ | aa
bXh, b"h, K vca? | = n\X" 

2) Diese Substitution ist wegen der Symmetrie von Ma
b
c in a, c möglich. Offenbar folgt auch 

aus Pj — c/j = dj die Relation p'j = ci)~d'j. 
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Die allgemeine erste kovariante Ableitung eines köntravarianten Vektors hat 
also die Form: 

№ b 
(3. 8) ( 1 ) V t = cpi \a°bX\ vca°s 

Wir wollen nun zeigen, daß die durch v t bezeichnete kovariante Ableitung 
der gewöhnlichen Vektoren mit dem Transformationsgesetz (1.3a), in unserem 
Aufsatz [3] auch die Form von (3. 8) hat. Die kovariante Ableitung und invariantes 
Differential eines gewöhnlichen Vektors bildet man nach § 5 der Arbeit [3] in der 
Weise, daß man dem gewöhnlichen Vektor X' durch a'rXr einen verallgemeinerten 
Vektor von dem Transformationsgesetz (1.2a) zuordnet und dann die kovariante 
Ableitung bzw. das invariante Differential dieses verallgemeinerten Vektors bildet. 
Es ist somit in Hinsicht auf (3. 1): 

A V • 
= j^ia'rXl + M/.aiX' = (br

sVka'r)as
mXm + ai 

und das zeigt, daß \ X ' tatsächlich die Form (3. 8) hat, wie behauptet wurde. 
Bezüglich der allgemeinen ersten kovarianten Ableitung eines kovarianten 

Vektors 7; gilt der 

S a t z 2. Die allgemeine erste kovariante Ableitung eines kovarianten Vektors 
dY '•. * 

Y; im sJJin-Raum ist eine Funktion von b'aYt, b'a ' , aJ
mvdb%, wo 

ÖVj 

(3 .9) ^ - A f / A - . 

Ebenso wie bei der Formel (3. 1) kann leicht gezeigt werden, daß die durch 
(3 .9) bestimmte Größe ein Pseudotensor ist. Nach (2.4) und (2, 5 ) ' kann leicht 
verifiziert werden, daß die folgende Transformationsformel besteht: 

dvr dxc dvm 

f)¥ &x' dvd 

B e w e i s d e s S a t z e s 2. Auf Grund der Definition 1 ist 

(3.11) (1 >vkYt = F№ 

(3.10) = 

dY„ .,„ .. dba
b V " M b h" 

" dv"' "'-dv 

wo wir statt der ag die inversen Größen bb gesetzt haben. Bilden wir nun — wie 
im köntravarianten Fall — das Transformationsgesetz von d ) V t y | , das nach der 
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Definition ein verallgemeinerter rein kovarianter Tensor ist, so erhält m a n für 
Fik in Hinsicht auf (2, 2), (2. 4), (2. 5) und (2. 6) das Funktionalgleichungssystem: 

(3. 12) Fik 

dY 
Q'a YR, QLQTP\ J^PWP^L\P\Q{MJJ -

db' 
-ßnPaPi, qtPitfbu fflfiir^+A?;?,^; | = 

C\ y C\ tg 

= QRMPI;Q!P\FRS | YA, -^F, MB
C,BL,-^ 

wo 

Päd' 
def d 2 v s 

dv° dv" 
bedeutet. 

D a nach (2.-1) pb
rpr

a = öb
a besteht, bekommt man durch partielle Ableitung 

nach vd 

(3. 13) 

Setzen wir jetzt in (3. 12) 

PrtPaPd = -PrPad-

b . 
1 a c» • , Pb=Pb = qü = q% = «5?, pl = - M j 

so zeigt sich nach (3. 13), daß FIK von den MB
C nicht explizit, sondern nur durch 

v A m abhängt . Die allgemeine kovariante Ableitung von YT wird somit die F o r m 

( 3 . 1 4 ) • (L)VKYI = <PIK r., ßvb> ba
c-, ̂ dbc| = Fik 

Y ^ dv"' ' " dv" 

haben. Statt (3. 12) erhält m a n für die Funkt ionen <PIK das Funktionalgleichungs-
system: . 

(3. 15) 0ik q'aqtplq'sPlftK, qlplqc
tqTps

d Vmb'rj = 

= q^qfpWrs [Y^ K, V A C ) . 

Wählen wir jetzt q% = aa
b, pb = b%, so gilt f ü r die inversen Größen qb = b%, 

p% = a%, da nach (2. 3) aa
b und bb zu einander inverse Größen sind. Aus (3. 15) 

wird dann 

0 , K, vdb<j = <Pik \b'aYr, K ö<a, < v ^ ) , 

und das drückt nach (3. 14) eben die Behauptung des Satzes 2 aus. 
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Zum Schluß dieses Paragraphen zeigen wir noch, daß die in unserem Aufsatz 
[3] durch vk bezeichnete kovariante Ableitung des kovarianten Vektors von 
den im Satz 2 angegebenen Größen abhängig ist. Es ist nämlich in Hinsicht auf 
(3. 9) 

* d * i)Y 

und das beweist unsere Behauptung. 
Wir wollen noch bemerken, daß die in den Sätzen 1 und 2 angegebenen Größen 

verallgemeinerte Vektoren bzw. Tensoren sind, wie das aus den entsprechenden 
Transformationsformeln leicht verfiziert werden kann. . 

§ 4. Die allgemeine zweite kovariante Ableitung 

Die allgemeine zweite kovariante Ableitung (2)vfc der gewöhnlichen Vektoren 
mit dem Transformationsgesetz (1. 3), soll die in unserer Arbeit [3] durch v^ be-
zeichnete kovariante Ableitung verallgemeinern. Aus § 5 und ferner aus den Gleichun-
gen (4. 11) und (4. 13) von [3] folgt, daß 

^X*
 =

 I
 (ALX'Y" (A'TX,)} L°°K +LVKA'R' 

^KYI = W(B'YT)
 ~
 № ̂ J L*'K ~

 LRKB'S Y' 
ist. % bezeichnet die kovariante Ableitung für gewöhnliche Vektoren. 

D e f i n i t i o n 2. Die allgemeine zweite kovariante Ableitung ( 2 ) v t eines kontra-
bzw. kovarianten Vektors Z vom Transformationsgesetz (1. 3) ist ein Pseudotensor 
zwei ter S tu fe , d e r v o n Z , dxiZ, dviZ, a), dxka'j, d^a) u n d v o m H i l f s o b j e k t LjJ

k 

abhängig ist. Die Transformationsformeln seien die folgenden: 

dv' dxr 

( 4 - 1 ) = 

dif dxr 

( 4 - 2 ) 

Wir beginnen mit der Untersuchung des kontravarianten Falles. Nach Defini-
tion 2 ist 

(4 3) VX' - f' ixa ^ ^ a- ^ ^ L*>) 
(4. 5) ( 2 )VT A —Jk\X , D X B , D V B , ab, D X C , D V C , K C I, 

wo die Form der Funktionen f l bestimmt werden soll. Für f l werden wir das charak-
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teristische Funktionalgleichungssystem bestimmen, die explizite Lösung ist aber noch 
ein ungelöstes Problem. 

Für die Bestimmung dieses Funktionalgleichungssystem müssen wir die trans-
дХ" дХ" да" da" 

formierten Komponenten der Größen -тгт > т т > , berechnen. Beachten дх" du" ax° ovc 

3 3 

wir nun, daß für eine von u') abhängige Größe die O p e r a t o r e n ^ , ^ - d i e F o r m 

д s д• д д r s d 

haben, ferner die Identitäten 

b d2x" dxs _ ,a s_ 

'<) , a , t _ <)4:° < ) i m
= _ . a ,~m 

d ß k P r q ' s - d v m d t ) S d ß k - p m , p k g s • 

bestehen, so wird: 
д у г a v r 

(4-4) ^ = + + 

(4.5) ' % = (4'6) |F = P"&4t Ч'с + (Й)J +Pt(#,q'cqi + 4%4L)<, 

da" ' t)(f 
(4.7) = К Я я М ^ + М М Ы . 

Aus (4. 1) bekommen wir somit fü r die Funktionen f l — die die zweite ko-
variante Ableitung der gewöhnlichen kontravarianten Vektoren bestimmen — das 
charakteristische Funktionalgleichungssystem: 

- ffffa-Ax* ^ ^ о - ^ 

дХ" д%" 

wo selbstverständlich X a = q"rXr, ferner für , ... die entsprechenden Werte 

aus (4.4)—(4. 7), (2. 2) und aus (2.6) gesetzt werden sollen. 
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Im kovarianten Fall m u ß die allgemeine zweite kovariante Ableitung eines 
kovarianten Vektors Y( die F o r m : 

/ 4 9 ) V Y — f [Y ^ ^ b" dbt db"b l A 

haben 3 ) . Wir verfahren auch jetzt ähnlich dem vorigen Falle. Auf Grund von 

(4.10) Ya -- q'aYr 

und (2. 4) wird: 

<4- 11) • ~ + + 

(4 12) § = 

dB" (dbs dbs ^ 
( 4 ' 1 3 ) JF = q l m i ( ä ^ q ' + d V q r ^ h \ + 1e^<lc)bS

t, 

(4.14) ^ ^ c j l p U K t i p i ^ + q i p U W . 

Auf Grund von (4. 2) und (4. 9) bekommt man das Funktionalgleichungs-
system: 

,(4 15) V*- 1J> Jik I 1 Qßc . °b, föc ' dßc > ha , 

a ^ a r f I З Ж м М М L*b 
4lPl4kJ„ I а' дхь . dvb . Ob. = < ,C I -^A С I I 

b t . 
wo r a , , ... aus den Formeln (4. 10)—(4. 14), (2 .4 ) und (2.6) substituiert 

werden sollen. (4. 8) bzw. (4. 15) muß somit in den pa
b, qb, pa

b, qb, pbc, qbc, pbi, qbc 

eine Identi tät sein; diese Größen sind aber voneinander nicht unabhängig; Wenn 
ßl, 4ь, Pbc u n ( l 4ьс angegeben sind, so sind die übrigen schon eindeutig bestimmt, 
wie wir das in § 3 gezeigt haben. .*' • 

Die Bestimmung der Lösung der Funktionalgleichungssysteme (4. 8) und (4. 15) 
ist noch ein ungelöstes Problem.- M a n kann nicht L*b

c eliminieren, wie in den 
gewöhnlichen Linienelementräumen (vgl. [2]) da in den 9Ji„-Räumen L*b

c in а, с 
nicht symmetrisch ist. Mit der in [2] verwandten Methode wäre nur der symmetrische 

3) Die bl sind nach (2. 2b) und (2. 3) eindeutige Funktionen der 
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Teil -L*aC) eliminierbar,' der zurückbleibende schiefsymmetrische Teil 
aber in den allgemeinen 9Ji„-Räumen keinen tensoriellen Charakter (vgl 
formationsformel (2. 6) von L*b

c und der Satz 2 des Aufsatzes [3]). 

§ 5. Vergleichung der kovärianten Ableitungen mit denen in Linienelementräumen 

Wir untersuchten den Fall der gewöhnlichen Linienelementräumen 2„ in unserem 
Aufsatz [2]. Dieser Fall ist unter den Grund transformationen (1. 1) dadurch ge-

B 
kennzeichnet, daß in (1. 1) v' = v' gesetzt werden soll. Daraus folgt, daß ^ in 

den 2n-Räumen eine tensorielle Operation ist; somit wird das Hilfsobjekt MJk 

(BXA\ D 
-ß-j-J gesetzt werden. ^ ist die einfachste 

erste fundamentale kovariante Ableitung des £„-Raumes. 
Bei der (2)V fc-Ableitung ist im £„ -Raum (¡1 = 01 = 01, Vka) = %b'j = 0, und 

aus der Formel.(4. 10) wäre noch auch die explizite Abhängigkeit vonX" eliminier-
bar (vgl. [2] Satz 3.). Unsere Formel (4. 16) geht im wesentlichen — abgesehen von 
der Abhängigkeit von v' — in (3. 21) von [2] über; in den 9Ji„-Räumen haben wir 
aber eine explizite Abhängigkeit von den v' nicht vorausgesetzt, da jetzt v' wegen 

. ,){•> 
v ' = n - ~ v s kein gewöhnlicher Vektor ist. 

r)vs 
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