Uber die kovariante Ableitung der Vektoren -
in verallgemeinerten Linienelementriumen

Von ARTHUR MOOR in Sopron (Ungarn)

§ 1. Einleitung

In [3] begriindeten wir eine Ubertragungstheorie der Vektoren und der ver- _
allgemeinerten Vektoren in einem 9Mi,-Raum, d. h. in emem Raum, in dem d1e
" Grundelemente (x, v') dem Transformationsgesétz:

(x = R (xL, x%, ..., x"),

0%/

l*i'_ Al =1 =2 i) Y G |
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~ geniigen. Die Funktionen () sollen in den & immer homogen von erster Ordnung
" sein. In [4] bestimmten wir verschiedene mogliche Type der kovarianten Ableitun_gen
der verallgemeinerten Vektoren, d. h. die beziiglich (1.1) dem- Transfofmations—
‘gesetzt

(1.2a) Xi=

geniigen. :
Im folgenden wollen wir dlC moglichen Formen der kovarianten Ableltungen
der gewohnlxchen Vektoren im M,-Raum bestimmen, d. h. die kovarianten Ab-
leitungen der Vektoren, die beziiglich (1. 1) dem Transformationsgesetz
el . . - t

= g;, X’ bzw.  (L.3b) 7, :_-‘3—%1@ |

geniigén. Beziiglich des Begriffs der kovarianten Ableitu'ng' verweisen wir auf di¢
fundamentale Arbeit [1] der Theorie der geometrischen Objekte-(vgl. insb. Kapitel
IV. 1). Wir bemerken, daBl die Theorie der allgemeinen zweiten kovarianten Ab-
leitung (,)V, nicht so vollstindig ist, wie die der ersten 'kovar'iant_en "Ableitung;
die fundamentalen Funktionalgleichungen aber, von denen die zweiten kovarianten
Ableitungen bestimmt werden kdnnen, werden wir in §4 angeben.

oo T . } ot
X bzw. (1. 2b) 7, = r

(1.32) " Xi=

9 A
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§2. Fundamenté]gfiiﬂen des i, -Raumes

Wir werden die folgenden Bezelchnungen benutzen

i, def o ©j def v A def oxt 30 j def oxi _ ov!

@ I) Y o5 Ps= 95’ qr== Ix" qi= ax_s = TE;’

diese stimmen mit den in [4] beniitzten Bezeichnungen iiberein.

Die Grundgrofien eines 9M,-Raumes, in dem eine Uberiragungstheorie der
Vektoren definiert ist (vgl. [3] § 3— §6) sind die folgenden: '

1. Der Pseudotensor a(x, v),mit dem Transformationsgesetz!):

2.2 a0 = 2 I% ) = g o,
da nach (2. 1) offenbar ‘
(2. 2a) o g—”—%%%=ﬁ:ii
besteht.
Es soll immer
(2. 2b) | Det (a) = 0

gelten, woraus folgt, daB 4! einen eindeutig bestimmten inversen Pseudotensor b}
definiert, d. h. die Relationen

2.3) bia; = &, ‘bzw. bai = ol
beziiglich. b} _eindeuﬁg 16sbar sind, und'es gilt:
ot OF

@y Bi(%,8) = 5= 52 bilx, 0) = qipjdibi(x, v)
da nach (2. 1) offenbar

’ o - Ot OP° .
(2..4a) ‘ . 9 S 9 0w = g pj

besteht.

Bemerkung. Die Relationen (2.24) .und (2.4a) werden wir im folgenden
ofters ohne einen direkten Hinweis auf diese Gleichungen anwenden. Die beiden
Relationen von (2. 3) sind nach einem wohlbekannten Satz der Tensoralgebra
glexchwertlg : '

1) Beziiglich des Begriffs der verallgemeinerten Tensoren und Pseudotensoren.ygl.‘[3] §2.
Dle verallgcmemerten Tensoren konnten beziiglich der Grundelementtransformation (1. 1) auch
als gewdhnliche Tensoren betrachtet werden, doch wollen wir dle Termmologle von unserer Arbeit
[3] behalten. .
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, II. Die in i, Kk symmetrischen Ubertraguﬁgsparameter M7, mit dem Trans-
formationsgesetz: . :

@25 “ M, = M\b, pialpids pias — Bhpipt,
wo ’ '

L def 027

Pa™= g5 0

bedeutet (vgl. z. B. [4], Formel (1. 6)).

. III. Die Ubertragungsparameter L}, mit.'demb Transformationsgesetz:
(2.6) L, = L. pat B dia +pbcp,qzq’L*' ﬁch‘fpi’qzkﬁ’ﬁié: qapss
wo der Index ,,0” die Uberschlebung mit v/, und

; der 02X
e T
bedeuten (vgl. [4), Formel (1 6)). : : :
Die GroBen M, und L}, sind fir die Festlegung der kovarianten Ableltung
der verallgememerten Vektoren ndtig (vgl. [4]), wihrend die Pseudotensoren a;
bzw. b} bei der Definition der kovarianten Ab]eltungen der gewohnhchen Vektoren
im M, -Raum benutzt werden.

§ 3. Die allgeméine erste kovariante Ableitung

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Definition der allgemeinen ersten
kovarianten Ableitung (,,V, iiber. Diese aligemeine erste kovariante Ableitung soll
so definiert werden, daf sie eine Verallgemeinerung der in [3] durch ¥, bezeichneten
Ableitung sei. Aus § 5 und ‘aus den Gleichungen (4. 12) und (4. 14) von [3] kann
leicht berechnet werden, daB fiir einen gewdhnlichen Vektor:.

e ¢ 9 j .
X'd—f—( LX)+ M ka’X’ Vde—f—(th) - M/ bY,

Definition 1. Die allgemeine erste kovanante Ableitung ,,V, eines kontra-
bzw. kovarianten Vektors Z vom Transformationsgesetz (1. 3) ist ein verallgemeinerter
Tensor zweiter Stufe, der von Z, 9,:Z, a’, dxa’ und vom Hilfsobjekt M, abhingig
ist, und dessen kovariante Stufenzahl um eins groBer, als die von Z ist (vgl. [3]§ 2).

Die einzelnen Funktionen der verschiedenen kovarianten Ableitungen sollen
jetzt und im folgenden immier in allen ihren Verdnderlichen stetig sein.. Wir be- .
weisen fiir die Form der ersten kovarlanten Ab]eltung eines kontravananten Vektors
den folgenden -

9*
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~Satz 1. Die allgememe erste kovarmnre Ableitung eines kontrauarlamen Vektors
X' im 9, -Raum ist eine Funktion von ajX®, ajd,; X" und bsv as, wo

* fan

(3. 1) » . ‘ Vk a k-{-M,kaJ
Vor dem Beweis dés_ Satzes 1 wollen wir zeigen, daB3 die durch (3. 1) bestimmte
GroBe selbst ein’ Pseudotensor ist. Auf Grund von (2. 1) ist nidmlich

2d, 05 B ox* D 9 o ox

—_ r

' 30 31’)" 0% o 30 v 9% 9l

woraus in Hinsicht auf Q2. ‘5) und (2. 1), ferner wegen der ,Relation'

0 ot - 0B 0 O

WAt Ik~ Ot 9P dF O

o ‘ vt ot S .
— die offenbar besteht, da G 9 = 0y ist — leicht folgt:
G. 2) o %kd;'. iaia_”f’i.%sa:,

ov" ov* IxJ

und das beweist unsere Behauptung beziiglich des pseudotensorlellen Charakters
von (3. 1). :

Es ist bemerkenswert, daBl in (3. 1) nur ein M, enthaltendes Glied nétig ist,
obwohl & zwei Indizes hat. Das folgt daraus, daB in der Transformationsformel

i

. 0 ' :
ein % -Faktor yorkommt, wihrend

((Efs—. beziiglich der Ableitung 3_(?;7‘ eine Konstante ist.

kad

(2. 2) von & nur beziiglich des. Indexen i

0%

Beweis des Satzes 1. Auf Grund der Definition 1 ist:_

3X" o da
G.3 » (VX" = F! X"a s M, &, e ;]

Da |, X" nach der Deﬁmtlon 1 ein Verallgememerter Tensor sein muB gllt nach
einer Transformatlon (1. 1) die Transformationsformel

3.4 . » (1)VkX.=Pa(1r%Pk(1)VsX7

wo die Grofen 15:,, 4, gs und p? durch (2. 1) festgelegt sind. In Hinsicht auf (3. 3),
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2.2), (2. 5) und (2.6) bekommt man fiir dle erste kovariante Ableitung F‘ das
folgende Funktionalsgleichungssystem :

. ,0X° b s
(3 5) [ Xb qbqlp, 3 S ,Pa%P?thc‘Is’Melj—

. o . ) 0@, .0 s ’
. —prspapc,p:'qiqb az,p?q,qb q,'”piW+pm.pc gras ] =

) oxs dat
- P;nq:nqt;pkl: [Xaa F’ Mabcsvag: "52)% .

Da die Relationen (3 5) fiir die 2, G&, pbs eine Identitit bilden, bekommt
man fir . . :
i = qj =7} ='Qj = 4, ﬁZL M/ ?)
die Relation: S o

; (?X * i (?X (')a
Fk [X’-a-U—" 0> a, va]‘ - Fk[X,—a_u>M’ a_"%_]5
wo wir wegen leichterer Ubersicht die Indizes bei den Argumenten von Fi weg-
lieBen. Unsere letzte Formel zeigt nun, daB die erste kovariante Ableitung von
X‘ von M., nicht explizit abhingig ist, d. h. daB sie die Form: :
. . ‘3X“ L%

(3.6 , (l)ka' = ¢} [X",—(%;,ag, v_ca;;]
hat.

Die Transformatlonsformel (3. 4) gibt somit nach (3. 3) fur <Dk das Funktional-

gleichungssystem

Ad 4t A2 At oS

» N P >0 B
37 % [qZX” dzarpj PN m,p.q,qbas,p, T A ]—

.  pxe
p:q:q;pk o [X-. s %caz] :

- Wihlen wir jetzt §§ = af, pi = bf, so werden wegen pip}=08i, Gig] = S
die Relationen pj = aj, g} = b} bestehen und aus (3.7) bekommt man fiir die
Funktionen &} die Funktionalgleichung: '

- dX® (. OX° .
¢;c [agXb - v’ 5b’ bs vc ] = ¢It: [Xa, 0—0'!': as, %.c.ag]’
und diese Formel beweist wegen (3. 6v).eben den Satz 1.

2) Diese Substitution ist wégen der Symmetrie von M,®, in a, ¢ méglich. Offenbar folgt auch
aus pj=3g;=4; die Relation pj=g}j=4j. h
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Die allgemeine erste kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors hat
also die Form:

*
aj; —avj ,bpv.at .

(3.8 (1)kai = o |as X",
er wollen nun zelgen dalB die durch A bezelchnete kovarlante Ableltung
der gewdhnlichen Vektoren mit dem Transformationsgesetz (1. 3a) in unserem -
Aufsatz [3] auch die Form von (3. 8) hat. Die kovariante Ableitung und invariantes
Differential eines gewdhnlichen Vektors bildet man nach § 5 der Arbeit [3] in der
Weise, dal man dem gewohnlichen Vektor X¢ durch 4l X" einen verallgemeinerten
“Vektor von dem Transformationsgesetz (1. 2a) zuordnet und dann die kovariante
Ableitung bzw. das invariante Differential dieses Verallgememerten Vektors bildet.
Es ist somit in Hinsicht auf (3. 1): .

.0 . . oxX™
G Xt = 55 @X)+ Ml Xr = (b dt )a,,,X”'+a, NTL
und das zeigt, daB G X ta'tsﬁc':hlich. die Form (3.8) hat, wie behauptet wurde.
Beziiglich der aligemeinen ersten kovarianten Ableitung eines kovarlanten
Vektors Y; gilt der

Satz 2. Die allgemeine erste kovariante Ab[eztung eines. kovarlanten Vektors

Y,
Y; im M, -Raum ist eine Funknon von b.Y,, b 3 £, a’ de{,", wo

def 317 4

Fr Madb"‘

(3.9 A
Ebenso wie bei der Forfnel (3. 1) kann leicht gezeigt werden, daB} die durch
(3.9) bestimmte GroBe ein Pseudotensor ist. Nach (2.4) und (2. 5) kann leicht
verifiziert werden, daB die folgende Transformationsformel besteht:
. * e . 31/" 3€° 81/'" *

p ’ c YV O OU % 4,
G.10) o Vaba = G g g Vmbe

Beweis des Satzes 2. Auf Grund der Definition 1 ist

o | oY, Lot
(3-11) (l)vky;: E‘k[Yas—(ﬁﬁMabu b’,avlc,

wo wir statt der af die inversen GroBen bj gesetzt haben. Bilden wir nun — wie
im Kontravarianten Fall — das Transformationsgesetz von (;,V,Y;, das nach der
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‘Deﬁnition ein verallgemeinerter rein vkovarianter Tensor ist, so- erhilt ‘man fiir
F,, in Hinsicht auf (2.2), (2.4), (2. 5).und (2. 6) das Funktionalgleichungssystem:

t masb ar

Y, |
(3 12) Flk an qaqlpb a s’paqt prq!pc Mmlj_ : : (

. ) aw
— b v pEs qspaq‘b‘ qspiqfqh pa % T Piads Gt b‘] ="

' ' Y, AR
= gmPR g PiE [ > a 5 “,bﬁ, F) d],
wo - ‘
: Pas = 550 g
‘bedeutet.

- Da néch 2.-1) ﬁ',’pf, = 6’: besteht, bekorrimt mén durch partielle ‘Ableitung
nach 7 o ' ’
(3.13) . .. , : Popipy = —pipia.
‘Setzen wir jetzt in (3. 12)
- PE=p=q5 = qp = 5‘;, PZc = -—"Mabc.'a

so zeigt sich nach (3. 13), dall F; von 'de_n' M}, nicht explizit, soﬁderh nur durch
%,,b;” abhingt. Die allgemeine kovariante Ableitung von Y, wird somit die Form

| - oY, oy, . ok)
(3 14) ‘(l)vklfing:[a’ab;ba deg]E [Yarab!Obg’ab]

haben. Statt (3 12) erhilt man fiic die Funktionen &, das Funktlonalglelchungs-
system:

| oy . .
(3 ]5) . d)ik [q;Y qadels 5 a s qspaqt b:', qepaqr qsmpj %mb:] =
| a a c c
- quk %P;‘prs 1,a’ b b vdba .
ov
Wihlen wir jetzt §¢ = af, p¢ = b¢, so gxlt fur die inversen GroBen gf = bg,

pi = ai, da nach (2.3) a? und 5% zu einander mverse GroBen sind. Aus (3. 15)
wird dann . '

(Dik[Ya’ EE = 055 des»J =, [bz Y, b, EE b’, 55, a def;],

und das driickt nach (3. 14) eben die Behauptung des Satzes 2 aus
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Zum SchluB dieses Paragraphen zeigén wir noch, -da$8 die in unserem Aufsatz

[3] durch ¥, bezeichnete kovariante'Ableitung_des kovarianten Vektors Y; von
den im Satz 2 angegebenen GrofBen abhingig ist. Es ist nimlich in Hinsicht auf
(3.9) _ A ‘
WY, = kwn MEBY, = (@ b)Y, ¥

und .das beweist unsere Behauptung

Wir wollen noch bemerken, daB die in den Satzen 1und 2 angegebenen Gréflen
verallgememerte Vektoren bzw. Tensoren sind, wie das aus den entsprechenden
Transformationsformeln leicht verfiziert werden  kann. . :

§ 4. Die allgememe zweite kovariante Ableltung

Die allgemeine zwelte kovarlante Ableitung (,,v, der gewohnlichen Vektorenf
" mit dem Transformationsgesetz (1. 3), soll die in unserer Arbeit [3] durch v, be-
zeichnete kovariante Ableltung verallgemeinern. Aus § 5 und ferner aus den Glelchun-
gen (4 11) und (4. 13) von 3] folgt, dafl '

6]‘Xi = W(G:Xt)—{a l'/Yt)} L*sk‘i‘L:lkan',.

. 9 K | N
%K%g@@@”bgwm}ﬁ—ﬁwm
ist. bezeichnet die kovariante Ableitung fiir gewéhnliche Vektoren.

Definition 2. Die allgemeine zweite kovariante. Ableitung (,,V, eines kontra-
bzw. kovarianten Vektors Z vom Transformationsgesetz (1. 3) ist ein Pseudotensor
zweiter Stufe, der von Z, 0uZ, 3,:Z, a}, 04}, d.a; und vom Hilfsobjekt L3,
abhingig ist. Die Transformationsformeln seien die folgenden.:

) ) A ot ox
(4 l) ' . V (Z)VkX', a S W(Z)vasi
~ . 0" Ox
4.2) %Y= o7 0% @V ¥,

Wir beginnen mit der Untersuchung des kontravarlanten Falles. Nach Deﬁm-'
tion 2 ist

4.3) ‘ (Z)VkX =fi X“

(9X « 9X° . dai O L
aa baavba b,axcsavc, a c|>

wo die Form der Funktionenf,‘l bestlmmt werden soll. Fiir f{ werden wir das charak-
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teristische Funktionalgleichungssystem bestimmen, die explizite Losung ist aber noch
ein ungeldstes Problem.

Fur die Bestimmung dieses Funktlonalglelchungssystem miissen wir dxe trans-
dXe 0X° daf daf
OxP P 9xe IF
. 0

wir nun, daB fur eine von: (x v) abhéngige GroBe die Operatoren 3 v 38 dieForm
R L S S}
gex = Mg TG gk T 1Py

berechnen Beachten

formierten Komponenten -der Grofien

haben, ferner die Identititen

o s oy

57 0 =5z e ax 9 = Ghas = — 4200
D e o
3*k Prqs = 30 90 31]" ])m:Pk‘is
bestehen, so wird:
) GO ) ¢
@.4) % = ng;_a;; Grqe? (U) 3 S +qrsqb
: ' oxe X"
(4' 5) . ) . N W = qrqub_av's 5
> oa . (9« .. o ..
4. 6) af'i = pedias (5}* qé+ 95 Gme v"‘(v)]+pe(qnchb drasas,
4 B t
948

' oa;
@7 a5 = Dedradaipi g S | LS s
, Aus (4 1) bekommen wir somit fiir die Funktionen H— d:e die zweite ko-
variante Ableitung der gewdhnlichen kontravarlanten Vektoren bestimmen — das
charakteristische Funktionalgleichungssystem: :

fk[ X 0Kk A 04 *b]

a
(48) X:aﬁb:absabaa»«c,aﬁc"ac

ity oX® 9X°  dai Oal .
. —Ptq;qkr[X,a b:abaq‘;,W: 3v9’ :bc )

X 9xe

R
aus (4. 4)—(4.17), (2.2) und aus (2. 6) gesetzt werden sollen.

wo selbstverstandlich Xa=g2Xxr, ferner fiir - die entsprechenden Werte
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Im kovarianten Fall muB die allgemeine zweite - kovariante Ableitung eines

kovarianten Vektors Y; die Form

- oy, oY, . ong ong
(49) (Z)Vk fk(a’ab,ab’bg:(«)C,ac!L:bc

haben 3). Wir verfahren auch-jetzt dhnlich dem Vorigen- Falle. Auf Gruﬁd von -

@w 7, =4y,
und (2. 4) wird:

@i e i g Mgy,
@n %wmgf

“13 gi" = é’épf‘ifﬁ [ gi‘ qc +‘ gbs qind "‘]+pb(qecqs + 4@l b,
.14 E 3: = qepsdiasp! zb, +aepiedibi..

Auf Grund von (4.2) und (4. 9) bekommt man das Funktlonalglelchungs-
system:

, oY, oY, . 0b: 3130 .
‘(4. 15) _f;k[ a, 3“b > avc 3 z, axc H avc 5" Labc] =

' oY, oY, ,, ok om .,
-qtptqkf;r(avabaab’ b?acaacsl‘abc]a

s %%, ... aus den Formeln (4.10)—(4. 14), (2.4) und (2.6) substituiert

werden sollen: (4. 8) bzw. (4. 15) muB somit in den 53, 43, p§, 45, Phe» dbe» Dhss be
eine Identitit sein; diese GroBen sind aber voneinander nicht unabhingig. Wenn.
" P, 43, Pi. und g3, angegeben sind, so sind die ubrlgen schon elndeuug bestlmmt
wie wir das in § 3 gezeigt haben.

Die Bestimmung der Losung der Funktlonalglelchungssysteme 4. 8) und (4 15)
ist noch ein ungeldstes Problem. Man kann nicht L}®. eliminieren, wie in den
gewohnlichen Linienelementrdumen (vgl. [2]) da in den M,-Riumen L)%, in a,c
nicht symmetrisch ist. Mit der in [2] verwandten Methode wiire nur der symmetrische

“wo Y

3) Die b¢ sind nach (2. 2b) und (2. 3) eindeutige Funktionen der ag.
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" Teil L, eliminierbar,- der zuriickbleibende schiefsyrﬁmetrische Teil L%, hat
aber in den allgemeinen 9, -Riumen keinen tensoriellen Charakter (vgl. die Trans-
* formationsformel (2. 6) von L3?, und der Satz 2 des Aufsatzes [3]).

‘ § 5. Vergleichung‘ de_rv Kovarianten Ableitungen mit denen in Lfnienelementréiumen

Wir untersuchten den Fall der gew6hnlichen Linienelementrdumen £, in unserem
Aufsatz [2]. Dieser Fall ist unter den Grundtransformationen (1.1) dadurch ge-

9 in
o

den £,-Riumen eine tensorielle Operation ist; somit wird das Hilfsobjekt M/,

kennzeichnet, daB3 in (1. Ij B =g gesetzt werden soll. Daraus folgt, daf¥

ijberﬂ'ussxg und es kann ,V, X —fk( ) gesetzt werden 30" ist die einfachste

erste fundamentale kovariante Ableitung des £,-Raumes.

Bei der (Z)Vk-Ableltung ist im ,-Raum a} =b; =0}, Viai=b} —0 und
aus der Formel (4. 10) wire noch auch die exphzite Abhéngigkeit von X*? eliminier-
bar (vgl. [2] Satz 3.). Unsere Formel (4. 16) geht im wesentlichen — abgesehen von
der Abhingigkeit von v — in (3. 21) von [2] iiber; in den M,-Riumen haben wir -
aber eine explizite Abhédngigkeit von .den v’ nicht vorausgesetzt, da jetzt v’ wegen |

i

. 0D . TR .
U‘E(?E v* kein gewdohnlicher Vektor :ist.
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