Uber eine neué Klasse von Mittelwerten

Von LASZLO LOSONCZI in Debrecen

§ 1. Einleitung

Die bekannte Minkowskische Ungleichung behauptet, dal3

n tip n 1/p n o Y1p
_Z; (xi+y)” _Zlv xf ——21 4
m — = . + _— fur x;, y;€[0,00); p=1.
Eine Verallgemeinerung von (1) ist die Ungleichung
(2) ’ M(p(k (xb yi))j‘ = k(Mn// (xi)ga Mx(."i)h))

wobei @, x streng monotone stetige Funktionen, f; g, h positive Funktionen auf
einem Intervall [ sind, k:IXI—1I und '

3o (x)
A M (s Xy = M)y = ot [T

—_2"1 SCx)

In [I1] haben wir (unter geeigneten Bedingungen) notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir (2) gegeben. Ebenda haben wir spezielle Ungleichungen vom Typ
(2) untersucht (s. noch [4], [5], [8]. ' '

In dieser Arbeit werden die allgemeineren Mittelwerte

3 o)
(4) . M(p('\.l! "'7xn)[j‘1, ..... 21— M(p(xi)fi = (P_l B

iémm

studiert, wobei £}, f5, ... positive Funktionen und ¢ eine streng monotone stetige
Funktion sind. In § 2 geben wir (unter gewissen Voraussetzungen) notwendige und
- hinreichende Bedingungen fiir die Ungleichung

M(p(k_(xi’ ) = /((Mll/(xi)gﬂ Mz(yi)lx;)'
In § 3 losen wir das Gleichheitsproblem der Mittelwerte (4), wihrend wir in §4 alle
quasihomogenen Mittelwerte vom Typ (4) bestimmen.
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§ 2. Eine allgemeine Ungleichung

Es sei I ein beliebiges Intervall, R bzw. R, die Mengen der reellen bzw. posi-
tiven reellen Zahlen. Der Kiirze halber fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein
() ={f1f-I~R.},

D)= {p|p:I—~R, ¢ differenzierbar auf I, ¢’(x) 0 fiir x¢I}

D(I?)={klk:I1XI—~1I, k total differenzierbar auf IXI}
Liegt ¢ in D(I) so ist ¢ streng monoton.

Satz 1. Es seien (p,xp xED(I) fj,gj,hjéQ(l) (j=1,2,..), keD{?. Wir
. setzen ferner voraus, daff

(A) die Reihen 2 g;(x), 2 hj(x) fir xel dwergent sind,
(B) die ( endlzchen) Grenzfunktlonen

Zf(k(t S)) Zf,(k(t 5))
lim = = G(1,5), lim T = H(t, s)
" ,-gl g;i(t) T

2 hy(s)
i=1
fiir t, se I existieren. Die Ungleichung

&) M, (k(x;, y))y, = k(My (x5, M, (¥,)

(xi, y:€I; n=2,3,...) gilt dann und nur dann, wenn die Ungleichungen

o (k(u, v)) — @ (k(t, 5)) . 45
(6) (P’(k(f, S)) fl(k(u’ U)) -

V) —v ) 1 () —x(s)
) T(t)“g'(")‘;(’ ki(1,9) 4 OB )k 5)

fiir alle u,v, t,s€l (i=1,2,..)) erfiillt sind.

Beweis. Notwendigkeit. Substituieren wir in (5) n=i; x;=u, x;

=Xip ==X =L Y =0, Yy =
Funktion, so erhalten wir

™

. =2 =xi—1 =
=Y =Y ==y, =35. Ist ¢ eine wachsende

ik, 0)) [0 (ks ) — @ (k(T,, S]] =

= 3 () [0 (k(T,, S) 0 (k (1 )],
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WO

2,0y (u) + 2 o110
®) S T =y .
| .+ 2 g(1)

m@1@+ 37 hy()2(s)

Sp=1"" ,,
@)+ 27 hi(s)
i=1
und Z" a; = an a;—a;. Da ¢(x) und k(t, s) differenzierbare Funktionen sind, gilt:
j=1 i1
(9) (P(k(Tn’ Sn)) —(p(k(t, S)) =

=[e'(k(t, ) + o, ][k, (1, 5) + ) (T, — ) + (/"s(f, )+ w3)(S, — )},

wo w;~0 (i=1,2,3) fir (T,, S,)—~(t,s). Wegen der Bedingung (A) hat man
Ji»rg T,=1t, lim S,=s, die Funktionen w; geniigen also der Relation }}{E ;=0

(i=1,2,3). «
Es sei erstens u 1, dann ist T, = und

(10 lim (T, 1) 2 £k, s))_

n--co

g,(u) f(k(t S)) V() =y(1) l[/(u) v()
(T ) O

—t

= lim

g+ Z g;(t)

G(t,5)8:i(w).

Fir u=1t ist diese leesrelatlon'oﬁ"enbar richtig. Genauso erhalten wir, dall

(1) }lﬂ(S —s) Z’ f,(k(t 5)) = X(U)/ZJS(S)

gllt Auf Grund von (9), (10), (1 1) folgt (6) aus (7) mit 1 . Im Falle einer abnehmen—
den Funktion ¢ verlduft der Beweis ebenso.
Hinléinglichkeit. Setzen wir in (6) nacheinander

H (t, s) h,~(v)

U=Xy V=Y, t=M'Il(xi)gia s:Mx(yi).hi‘ \(‘.:1’---5’1) ‘

und addieren die gewonnenen Ungleichungen, so erhalten wir

o (Mo (ke y)) = 0 (k(,9) _
@' (k(1, 5)) 7

. (12)

woraus (5) folgt.
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Bemerkungen. 1. Steht in (5), (6) = oder = statt =, so ist der Satz | auch
giltig. )

2. Es bezeichne E; die Menge derjenigen (u, v, ¢, s), fiir welche in (6) das Gleich-
heitszeichen besteht. Aus dem Beweis der Hinldnglichkeit kann man einsehen, daB
-die Gleichheit in (5) genau dann besteht, wenn (x;, y;, 1, $)€E, fir i=1,2,...,n
gilt, wobei 1 =M, (x}), , s=M,(y), -

3. Mit k(x, y)=x erhalten wir aus dem Satz 1 notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Ungleichung

7(13) Mq,(x,')f', = Mw(xi),“ (XIEI; 17:2, 3, ),
Im Spezialfall f;=f, g,=g (i=1,2,...) wurde diese Ungleichung in [6], [7], [10]
‘untersucht.

In Satz 1 kann die Gestalt der Funktionen G(t,s), H(t,s) sehr kompliziert
:sein. Hier geben wir einen Spezialfall an, bei welchem diese Funktionen einfach
ausgerechnet werden kénnen.

Satz 2. Es seien ¢, Y, y€ D), f;,8;, h;€QU) (j=1,2,..), ke D(I?). Wir
Setzen ferner voraus, dafi die (endlichen) Limesfunktionen :

lim f,(x) = /(x), lim g,(x) =g(x), lim () = h(x)

m-»~oo n—-oo i —oco

-existieren, und in Q([I) liegen. Die Ungleichung
M, (k(xi ) J’i))f,- = k(Mw (xi)_tl, > Mx(yi)h,.)
'(;\*,., v,€l; n=2,3,..) gilt genau dann, wenn die Ungleichungen
o (k@ )~ p(k(t, 9) fi(k(wv) _
@' (k(1, 5)) Sk, 5)) —

_Y@—y() g x(v) —x(s) h;(v)
=T g0 MO ey e 0
{u,v,t,s€l; i=1,2,...) erfiillt sind. ‘

Zum Beweis nehmen wir in Betracht, dal nach dem Satz von O. StoLz (siehe
z. B. [9]) die Relationen

2D k) k)

G(t,s) = lim

mee ﬁ’ g meco Gm(l) g(®) ’
H(, s) = lim M — i Ik 5)) _ (kG 5)

Moo m meoo  Hn(S) Ch(s)
h.
2 iy(5)

gelten. Da die anderen Bedingungen des Satzes 1 erfiillt sind, folgt Satz 2 aus Satz 1.
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§ 3. Das Gleichheitsproblem

Wir werden hier das Funktionalgleichungssystem
(14) M, (x)), =My (x),,
losen, wo @, y€D(), f;,g;€QU) (j=1,2,..), x,¢I (n=2,3,...). Wir setzen

ferner voraus, daB
4 (Al) die Reihe Z.a' g;(x) fiir x € I divergent ist,
=1 :
(B,) die (endliche) Grenzfunktion
2 f;(0)

. i=—1
lim <

T 2 )
j=1

=G@) (<)

existiert. Dann gllt der

Satz 3. Die Glezchhelt
(14) M(p(xi)f‘ = Ml[l(xi)g;

besteht bei beliebigen x,€{ (n=2,3,...) dann und nur dann, wenn

. ' _ap(x)+b
_ () V) = ot +d
und )
(16) &) = ki) (co(x)+d) (=12, ..),
wo a, b, ¢, d, k Konstanten sind mit den Einschrinkungen
7 . k(A +d¥H(ad—bc) =0 und
. d a .
(13) ——do), &Y, falls ¢#0.

Hier ist q)([) (bzw. ¥ (1)) der Wertbereich von ¢ (bzw. ¥) auf I.

Bemerkung. Im Spezialfall f;(x) =f(x), g;(x) =g(x) (=1, 2, ...) wurde dieser
Satz in [3] (unter Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) und in [2] bewiesen. '

Beweis. Aus Satz 1 folgt, da (14) dann und nur dann gilt, wenn die Glei-

chungen .
‘ e —e() Y () -y (1)
(19) fi(ll)—W = gi(u)—l//(tT-'

erfiillt sind. Setzen wir in (19) t = t,€1, so erhalten wir

@ £ B () =g () ¥ (@) G (ty)

G(t)  (utel i=1,2,..)
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mit
' _ o —0(1) Y () — ¥ (to)
@b o = SETHE, v = VO,
Auf Grund von (20) wird
: Zfl(t)d’(’) Zg,(t)Y’(’)G(fo)
(22) GY®(t) = lim & —— = [im = - = Y ()G(to)

" Z g;(1) " 2 &)
i=t R ji=1 "
(G (1) #0, da sonst wegen (19) (1) = ¢ (1,) was unméglich ist.) Mit Hilfe von (20),
(22) ergibt sich aus (19)

P(u)—d(1) _
BrION (VW) =

Aus (23) folgt fiir u, t#t,

) —d(t) d)(t) Y w)— () Y ()
() oW Y@ ¥Y@)

Y-

0 YOPW) (4 tcl).

(23)

Setzen wir hier t=1,€1, t; #1,, so wird wegen (21)

- aqo(u)+b
@4 b =

wo die Konstanten a, b, ¢, d durch ¢(t), ¢ (r ), np(t) l,// ) (1_0 1) ausgedriickt
werden kénnen. Hier muf3

25 A+d* >0, ad—bc # 0

(u# ),

gelten, da sonst y(u) (eventuell auBer u=1,) nirgends endlich bzw. konstant wiire,
was unmdglich ist. Auf Grund der Stetigkeit gilt (24) auch fir u=t,. Damit ist
die Richtigkeit der Formel (15) bewiesen. Im Falle ¢=0 zeigt die Umschreibung

a ad—bc
V- T T de

von (15), daB} die Bedingung (18) gelten muB.
Setzen wir (15) in (19) zuriick, so erhalten wir

g 1 1

26 : = fir w#t.

(26) @ w@rd - Coem+d) !

Nehmen wir £=1y, t; in (26), so ergibt sich
'g"—(ul—;zkonstantzk¢0 (uel,; i#l,z,...),

Sfiw) co(u)+d
d.h. (16) und (wégen (25)) (17) sind erfiillt.
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Gelten (15), (16), (17) (18), so sieht man leicht, daB die Glelchungen (19) auch ‘

gelten.
" Damit haben wir den Satz 3 bewiesen.

“§ 4. Quasihomogene Mittelwerte

Es sei E eine beliebige Menge und
D(I) = {Q_]Q: EXI —I}.

Der Mittelwert M, (x,);, heiBt quasihomogen beziiglich der Funktionenfolge
Q,€D:(I) (i=0,1,2,...), falls '

_ 3@t %) (0, x) | 3o
QN . ot | — =0t t |2 —
PACXCED) - 2he

fir alle 1€E, x,€1; i=1,2,...,n; n=2,3, ... erfillt ist.
Im folgenden Satz werden wir voraussetzen, daB fiir alle festen 1€ E,
Qo(t, -)e D), ‘ '
(A,) die Reihe i fi(x) (xEI) divergent ist,
(B ) dle (endllche) Grenzfunktlon

2 f,(S? (t, x))
lim =¥ = F(t, x)
" 35
fiir 1€ E, x € I existiert.

Satz 4. Der Mittelwert M. o(x,)y, ist dann und nur dann quasihomogen beziiglich
der Funktionenfolge Q;€ Dg(I) (1—0 1,2, ...), wenn die Funktionen ¢, f; dem Funk-
tionalgleichungssystem .

' ()@ (x)+b(1)
Q t — T <
#(@:9) = (o +day

%) f(Q (1, x)) = k(t)f,(x) (c(t)(p(x)+d(t)) (i=1,2,...) .

[k(t)(c(t)2+d(t)2) (a(l)d(t)—b(t)c(t)) #0,

dr), a(t),

B0 AREI0)

Gdo(I) falls c(t)#O]

geniigen.
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Beweis. Fithren wir bei fixem ¢ E die Bezeichnungen

(29) Y@ =0(Q¥), g=f(Qx) (=1,2..)
ein, so erhalten wir aus (27)
Go) S My(x), =M, (%),

Laut Satz 3 besteht (30) genau dann, wenn-

ap(x)+b
' co(x)+d

8:(x) = kfi(x) (co (x) +d) (i=1,2,..)

Y(x) =
(3D

k(c?+d?) (ad—bc) = 0, —%w(z), %qw) falls ¢50

gilt, wo die ,,Konstanten™ a, b, ¢, d und k noch von dem bisher fix gehaltenen t ab-
hingen. Mit (29) geht so (31) in (28) iiber, w.z. b. w.

Es seien jetzt Qp=1x, Q,=t"x (r;7#0) (i:l,2; w3 1, x€(0, oo)=I) und wir
setzen voraus, dafy die Funktionen f;€ Q(I) stetig sind und ferner die Bedingungen
(A,), (By) (mit den obigen Q, (i=0, 1,2, ...)) erfiillen. Dann gilt der folgende Satz
(vgl. [2] Satz 3, wo die Homogenititsgleichung M, (tx,),=tM,(x,), gelost wurde).

Satz 5. Der Mittelwert M,(x,), ist genau dann quasihomogen beziiglich der
Funktionen tx, t"ix (rj #0;i=1,2,...;t, x€(0, =) =I) wenn Mq,(x,.)fi von der Gestalt

D=

T koxPtinx; |

,(32) M(p(xi)f.- = exp |-

n

2 ki xpn
i=1

oder von der Gestalt
’ ’ 1/a

’ ,Zkixfkrfx?
(33) My (x),, = |=——
ke xplr
=1

i
ist, wo a#0, p, k;,>0 (i=1,2,...) Konstanten sind.

Beweis. Nach dem Satz 4 geniigen die Funktionen dem Gleichungssystém

_a(e@+b@)
cOe@+d)’

35) fi(t"ix) = k@) i(x) (c(®) o (x)+d(1)) (i=12,..)

EON o)
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und den Nebenbedingungen
' k(z)(c(t)2+d(t)2) (a(2)d(t)—b(1)c(1)) # O,
_d() a(t)
c(1) c(t)

1. Betrachten wir erstens den Fall ¢(z)=0. Dann erhalten wir aus (34), (36)»
die Gleichung

(37 ¢(IX)=A(1)¢(X)+B'(t5 [x,t6(0,°°), A(t) =

(36)

—do(), —Sde() falls c(t)=0.

a(r) b(1)
d(r) a@))
Eine einfache Rechnung zeigt, daB die Funktion @(x) = ¢(x) — ¢ (1) der Funktional--
gleichung

(38) D(tx) = m(z)‘qﬁ(:é) + @ (1) + D (x)

#0, B(t)=

genligt. Wegen der Differenzierbarkeit von ¢ sind die Losungen der. Glenchung (38
die Funktionen :

P(x)=alnt (x=0), ‘P(A) a—a—l— (2 0)

(siche [1], Seiten 59—61). Daraus folgt, daB
(39) e(x)=alnx+b oder ¢@(x)= —x"-{-b

Mit den Bezeichnungen ¢ = s, k(s'")d(s'/") = D;(s) folgt aus (35)
Ji(sx) = Dy(s)fi(x)

und wegen der Stetigkeit von f; wird f;(x)=k,x" k,;>0. Weil f,(t"'x)/f,(x) von i
nicht abhéngt, so muf b,r;=p (konstant) sein und damit ist

(40) | ﬁ(x) = kixp/ri (l: Ia 2, )

Mit.den Funktibnen (39), (40) erhalten wir die Mittelwerte (32) Qnd (33).
II. Zweitens untersuchen wir den Fall c(¢)z0. Mit Hilfe der Bezeichungem

o= ‘s, k(stryc(s'my = Ci(s), k(s'r)d(s'm) = bi(s)
erhalten wir aus (35)
(A1) filsx) = GEVie X+ Di9)fi(x)  (5,x€(0, 0); i=1,2,...).

fi(s)

Das Einsetzen x=1 zeigt, daBl D;(s) = f(l)

—CGi(s)e (1)
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gilt. Setzen wir diese Formel in (41) zuriick, dann wird

Fi(sx) = Ci(s) Fi(x) (9 () = @ (1)) + Fi(s) Fi(x) [F.-(X) = ?%]
Wegen der Gleichheit F,(sx) = F,(xs) ergibt sich .

: - GOE®(ex)—0) = CGEE () (e(s)—0(1)),
«d.h. mit x=2 .

@2) ' Ci(s) = 4, F,(s)(p(s)— p(1)).

Hier sind die Konstanten A, von Null verschieden, da sonst Ci(é)—iO und ¢(r)=0
‘wire. Mit Hilfe der Formel (42) erhalten wir die Gleichung

(43) F,(sx) = Fy(s) F,(x) + 4,G,(5)G, (),

'wo G, (x) F,(x)((x)— go(l)) ist. :
Die stetigen Ldsungen von (43) kdénnen mit wohlbekannten Methoden (siehe
1}, S. 196—201) bestimmt werden. Diese Losungen sind

(@4) R = xm+ B) G = (rix S)
(45) Fi(x) = (a;Inx+ ) x%, Gi(x) = (y:Inx+8)x%;
(46) ' F;(x) = (o; sing;In x 4+ f; cos a, In x) x,

G(x) = (y;sina; In x + 8, cos a; In x) x";

'wo die Konstanten a;, b;, o;, f;, 7;, 6; noch gewisse Relationen erfiillen. Eine ein-

i Vi

fache Rechnung zeigt, daB die Funktionén (45), (46) der Bedingungen
47 ~F,.(1)=1,. G,(1)=0, F(x)=>0, G,(x)#0 fir x€(0,<), ~ i=1,2,..

und der Gleichung (43) gleichzeitig nicht geniigen. Aus (44) folgen nach (43), (47)
die Relationen B, = 1 —¢;, §, = —v;, 1=a,>0, y,#0, o? —a,+4;7> = 0. Wegen
@(x)—@(1) = G,(x)/F,(x) hidngt G,(x)/F,(x) nicht von i ab. Dies ist nur dann
moglich, wenn g, =a#0, | =¢,=«>0,y,=a#0 (i=1, 2, ...) gilt. Wir erhalten also

(v+a<p(1))x"+(1—a)<p(1) v
ax®+1—o

Sfi(x) =f,-(1.)x""(ozx"-{-1-—a) i=1,2,..).

Da laut Satz 3 die Mittelwérte M, (x,); gegeniiber einer Transformation der Gestalt
(15), (16) invariant sind, erzeugen

(49) )= S =kxn  (k=£() i=1,2,...)

{(48) o (x) =
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denselben Mittelwert, wie die Funktionen (48). Auf Grund von (35) hingt f, (" x)/f,.'(x)
nicht von i ab, also muBl b,r,=p (konstant) bzw. b, = p/r, sein. Mit den Funk-
" tionen (49) bekommen wir w1eder den Mittelwert (33). Damit haben wir den Satz 5
vollstindig bewiesen.
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