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, Начиная с известных работ М. С. Л и в ш и ц а [1, 2], понятие характеристи-
ческой функции стало играть фундаментальную роль при исследовании спект-
ральных свойств операторов. Это понятие претерпело большую эволюцию, 
которая еще, возможно, не закончилась. По-видимому, в определенном смысле 
можно считать окончательным определение характеристической функции 
(^-функции) оператора, «близкого» к самосопряженному, введенное М. С. 
Б р о д с к и м [3, 4]. 

В настоящей статье дается подробное обоснование результатов [5], кото-
рые, по мнению авторов, должны способствовать стабилизации нового опре-
деления характеристической функции (©-функции) обратимого оператора 
«близкого» к унитарному. Это определение удовлетворяет следующим естест-
венным требованиям: 1. ©-функция удовлетворяет фундаментальным тож-
дествам и неравенствам (см. § 2). 2. ©-функция выдерживает дробно-линей-
ные преобразования. При этом обнаруживается ее прямая связь с ^-функ-
цией (см. § 3). 3. По ©-функции с необходимой точностью восстанавливается 
оператор (и более того — соответствующий узел) (§ 6). 4. ©-функция допус-
кает полную внутреннюю аналитическую характеристику (§§ 4, 5, 6). 5. Для 
©-функции имеет место теорема умножения [6, 7]. 6. При весьма общих усло-
виях относительно основного оператора ©-функция допускает мультипли-
кативное представление (см. § 7 и [8]). 

Существенно также, что выработанные ранее определения характеристи-
ческой функции (см. [1, 2, 9—14]) укладываются в общую схему определения 
©-функции (§ 1). Наконец, добавим, что ©-функция уже нашла важные при-
ложения в работах Л. А. С а х н о в и ч а [15, 16]'), а совсем недавно обнаружи-
лось, что она играет существенную роль также в теории резольвентных матриц 
эрмитовых операторов [17]. 

' ) В этих работах, по существу, используется определение характеристической функции 
обратимого оператора, несущественно отличающееся от нашего определения 0-функции. 
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§ 1. Определение характеристической функции 

Как известно [18, 4], "/{'-узлом для основного оператора А £ [§>, §>]2) назы-
вается совокупность гильбертовых пространств 9), © и операторов А £[§,§], 

[©, §], •/€ [©, ©], таких что 

(1.1) Im ,4 = 575* Im А = А ^ |, J2 — 1, J* — J. 

У/̂ -узлу сопоставляется характеристическая функция (РУ-функция), определ-
енная равенством3) 
(1.2) Ж(А) = / + 2/75* ( / 4 * - А / ) - ' 5 (Ае<т(Л)). 

Эта функция была введена М. С. Бродским [3,4] в обобщение определения 
^-характеристической функции, предложенного М. С. Лившицем [19]. Опре-
деление Ж-функции допускает естественное расширение на случай неограни-
ченного оператора с ограниченной мнимой компонентной [20, 21]. 

Более сложным является понятие характеристической функции оператора 
«близкого» к унитарному (0-функции), которое сравнительно недавно появи-
лось в различных исследованиях. 

Пусть Т — некоторый оператор из [§, §]. Всегда найдется гильбертово 
пространство © и операторы [©, §] и ./£ [©, ©] такие, что 
(1.3) 1-Т*Т=ЮИ*, Р = 1, У* = У. 

В самом деле, этого можно достигнуть, положив, например, 

(1.4) © = Ът(=(1-Т*Т)Ь), / = s i g n ( / - r * r ) | £ > r , R = |7— Т* Ъг. 

Если оператор Т обратим ( Т - 1 С [§, §]), то совокупность пространств 
© и операторов T,R,J связанных между собою соотношениями (1.3), 

назовем узлом и обозначим символом 
(1.5) <У = ( § , © ; T,R, J). 

При этом оператор Т назовем основным оператором "^-узла. Очевидно, что 
существует множество различных узлов с основным оператором Т. Следует 
подчеркнуть, что даже при фиксированном ©, если оно бесконечномерно, 
и фиксированном J, если оно индефинитно, возможно включение оператора Т 
в различные ^-узлы, в которых операторы R будут отличаться друг от друга 
на неограниченные правые «/-унитарные» множители. 

2) Если § 2 — гильбертовы пространства, то символом [§ , , § 2 ] обозначается 
множество всех линейных ограниченных операторов, действующих из в § 2 . Для А € [§, §] 
через а(А) обозначается спектр оператора А. 

3) Некоторые авторы, в частности, М. С. Б р о д с к и й записывают (^-функцию в ином 
виде: 

ЩЛ) = I-2iS*(A-XI)-,SJ (Лёст(/1)). 
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Лемма 1.1. Для любого узла (1. 5) найдется обратимый оператор/ 
[©, ©] такой, что 

(1.6) / - Л * Л = К*Л<. 

Если обратимый оператор К а [ (Б, 0 3 ] удовлетворяет условию ( 1 . 6 ) , то он,-
представим в виде 

(1.7) К = и 0 Н 0 , 

где и0, Н0 £ [©, ©] — операторы, обладающие следующими свойствами 

(1.8) £/0*Л/0 = U0JUS = / , 

(1.9) <7(/ /0)с(0,~) , ( / Я 0 ) * = Л / 0 . 

Доказательство. Спектр оператора ЮЯ* = 1 — Т*Т лежит на откры-
том интервале ( — 1). Следовательно4), на этом же интервале расположен 
спектр оператора Л1*Я. Таким образом, оператор С = 1—Л1*Я обладает 
положительным спектром и обратим. Кроме того, О является /-самосопря-
женным оператором. В силу теоремы В. ГГ. Потапова и Ю. П. Гинзбурга 
[23, 24] (см. также [25]) всякий обратимый /-самосопряженный оператор С 
с положительным спектром является квадратом некоторого обратимого 
/-самосопряженного оператора Н0 = С* с положительным спектром. Следо-
вательно, 

J - R * R = JG = (/С* С*)* = (С*)* (/С1)* = (С±)*/С± 

и можно положить Х = С*.5) 
Пусть обратимый оператор К а [©, ©] удовлетворяет условию (1.6).. 

Отсюда и из теоремы Потапова—Гинзбурга [23, 24] (см. также теоремы 
4. 3, 5. 2 статьи [25]) вытекают формулы (1.8) и (1.9). Лемма доказана. 

Характеристической функцией (0-функцией) узла (1. 5) называется функ-
ция 0а/(0, определенная равенством 

( 1 . Ю ) 0&(о = (ао[(т*у% 

где К — произвольный обратимый оператор из [©, ©], являющийся решением 
уравнения (1.6). Таким образом, 0^фучкция определяется с точностью до-
левого / -унитарного множителя и 6 [©, ©]. 

4) Это утверждение вытекает из известного предложения [22] о том, что если опера-
тор BA—XI (Ат^О) обратим, то обратим оператор AB — II , причем 

1 1 1 
(АВ-11)-* = — I АВ+— {BA-XIY'BAB. 

X Я2 Хг 

В дальнейшем мы неоднократно будем пользоваться соотношением А(ВА — XI)'1 — 
(АВ — Х1)~1А, которое вытекает из очевидного равенства А(ВА —).!) = (АВ—Х1)А. 

5) Доказательством этого предложения авторы обязаны Ю. Л. Ш м у л ь я н у . 
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Мы не будем различать ©-функции, отвечающие одному и тому же узлу. 
Заметим, что в9(0) = J(K*)~ i (J-R*R) = J(K*y lK*JK = К, и поэтому 

•(1.11) 0 * ( O ) / 0 W ( O = J-R^I-CT*)-1*. 

Подчеркнем, что и обратно, всякая оператор-функция 0(C), для которой 
•выполняется равенство 0*(O)J0(O = J — R*(I — С Т*)~  lR и оператор 
0(0) £ [©, ©] обратим (в~ ' (0) £ [©, ©]), является некоторой характеристи-
ческой функцией узла Y = (§, ©; Т, R, J). 

0-функции "З'-узлов, в которых оператор Т является основным, будем 
называть в-функциями оператора Т. 

Отметим, что в частном случае, когда ©, R и J выбраны в соответствии 
•с равенствами (1. 4), оператор К следует положить равным сужению иТ\ЪТ, 
где U. — какой-либо линейный ограниченный оператор, действующий из 
пространства Ът* = (/ —ГГ*)§ в пространство Х)т так, что 

U*JUJT*, UJT*U* = J (JT* = s ign( / -7T*) [D r . ) . 

Тогда 0-функция примет вид 

<1.12) 0„(О = С / ( / г , ( Г * ) - 1 7 - У г » ( Г * ) - 1 | / - Г * Г ^ ( / т С Г * ) - 1 | / - Г > к Г ^ ) | 1 ) г . 

Если отбросить множитель U и произвести некоторые простые преобра-
зования, то придем к оператор-функции 

(1.13) в т ( 0 = 

'Значения этой функции принадлежат [Dr , Х>т*]. Функция (1. 13) имеет смысл 
.для любых операторов TF [§, §]. 

Поясним, как из (1. 12) получить (1. 13). Ввиду равенств 

(т*у 1\1-т*т\± = \1-тт*\*(т*у 1  

и 

имеем по отбрасывании множителя °U 

<1.14) вт(О = (JT*(T*y 1 У-/Г»(Г*)- 11/- Т* Т\ -
- ит*\1-тт*\*(!-ст*)- 1\1-т*-т\*)\ът. 

Так как (Т*)~ 1 / = УТ*(Г*)-11 Т>Т, то 

JT*(T*y l\r-T*T\\VT = 1т*{Т*уЧ(1-Т*Т)\Ът = (JT4T*y lJ-T)\VT. 
Подставляя найденное значение оператора JT*{T*)~  l\I — Т* Т\\Ът в фор-
мулу (1. 14), придем к (1. 13). 

Впервые характеристическая функция в виде (1. 13) была определена 
Ю. JI. Шмульяном [10], который показал, что это определение эквивалентно 
.данному М. С. Лившицем и В. П. Потаповым [9]. Последние, правда, 
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рассматривали лишь случай Ьг = Ь7-*<°°, где bT = dim(/ — Т* Т)§>. Одно-
временно Ю. Л. Шмульян показал, что определение этих двух авторов рас-
пространяется на общий случай любых Ьт, Ът*. 

В случае сжатия, т. е. при J =./ функция (1. 13) принимает вид 

(1.15) в9(0 = (Т-Щ-ТТ*)* х(1-Т*Т)*)\Ът. 

Именно этим равенством определяли характеристическую функцию Б. С.-Надь 
и Ч. Фояш, которые пришли к ней независимым и весьма оригинальным 
путем [13, 14]. 

Для обратимого оператора Т и Ь х <°о равенством (1. 11) в матричной 
форме определял характеристическую функцию А. В. Кужель [11]. 

§ 2. Основные тождества и неравенства 

Тождества, получаемые в этом параграфе, обобщают равенство (1. 11); 
они играют важную роль в дальнейшем. 

Теорема 2. 1. (Основные тождества) Пусть Qa/(Q — характеристи-
ческая функция узла (1. 5). Тогда для любых ' ] справедливы соот-
ношения : 

(2. 1) e%(ri)J0y( С) = J - d - W R ^ r - f j T y ^ I - t T * ) - ^ , 

(2.2) e a j (OJeUn) = J - ( i - C n ) S * ( i - C T * r i ( T - f j T r 1 s , 

где S = TROy1 (0)/. 

Доказательство. Согласно (1. 10) 

&%(N)JE9(Q = ( J - F ( N ) ) ( K * J K ) - L ( J - F * ( 0 ) , 

где F(C) = / ? * ( / - C r ) - ^ и, стало быть, 

Q%(R])JQM{О = J(K*JK)~LJ— F(TJ) (K*JK)~LJ— 

- J (К* J К)'1F* (С) + F(T]) (К* Ж ) ' 1 F* (С). 

Преобразуем каждое из слагаемых правой части последнего равенства. 
Так как 

(2 . 3) R(K*JK)-'J = /?(/— R*R)~ 1J = (I-RJR*)~LR = (T*T)~ 1 R, 

то 
F(TJ) (K*JK)~1J = R* Г" 1 (/ — R\T)~ 1 (T*)~1R 

и 
J ^ J K ) - ^ * ^ ) = / r r - ^ z - c r * ) - ' ^ * ) - 1 ^ 

10 A 
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Формула К(К*ЗК)~1В* = Т~1{1-ТТ*){Т*У\ вытекающая из. (2. 3), не-
посредственно влечет за собой равенство 

£(|0(А:*/К)- ,/" | ,(С) = К*Т~,(1-Г]ТУ1(1-ТТ*)(1-СТ*)-1{Т*)-1Я. 
Таким образом, 

( 2 : 4 ) В*(N)J0V(D = J(K*JKУÍJ-R*T-1G(N,O(T*УIЯ 

где 

(2. 5) <?(»/, 0 = ( / - / /Г) - 1 + У*)-1 - ( / - ¡¡ТУ1 ( / - 7Т*) ( / - (Т*У \ 
Учитывая, что 

( / - ¡¡ту1 тт*(1-ст*у1 = ( ( / - ¡¡ту1 - / ) ( ( / - ст*у1 - / ) , 

h 0 - ( i - -¿г] ((/-пту1 + ( / - с г * ) - 1 - ( 1 - п т у 1 (/-ст*)-1 - / ) + / , 

получим 

С (Л, 

или 

0 ( 4 , 0 = / - ( i - - ^ - ) ( с - П Т У 1 - / ) ( ( / - f r * ) - - ' - / ) . 

Отсюда следует 

(2.6) Gfo, о = / + ( 1 - m m - ц т у 1 ( / - сг*>-1 г*. 

Подставляя выражение для G(T], ( ) из (2. 6) в (2. 4), получим 

e£00/ew(0 = J(K*JKyiJ—R*T~l(T*ylR — 

- (1 - СП)R*(/-цТУ-1 (/- С П 1 R . 

На конец, 

Р*(Т*ТУ^ = R*(l-RJR*ylR = J(J-R*RylR*R = 

' = J(K*JK)-X R*R = J(K*Jky>J-J. 

Из последних двух равенств вытекает тождество (2. 1). 
Перейдем к доказательству тождества (2. 2). Для этого рассмотрим про-

изведение 

K*JQv{QJQ%(r\)JK = {1-Я*{!-ЦГ*у*К)1{1-В*{!-ЦТ)-1Щ. 

Легко видеть, что 

К* JQ9(QJQ%(R\)JK = J—R*GL(RI,QR, 
где 

(7, (,/, О = ( / - ¡\ТУ1 -f ( / - Í7-*-)-1 - ( / - ' ( / " Т*Т) (1-ПТУ1 • 

Аналогично тому, как было показано, что функция (2. 5) представима в виде 
(2. 6), доказывается равенство 

C t (/?, 0 = / + ( 1 - Сп) Т* ( / - ст*у1 ( / - ¡¡ту1 г , 
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и поэтому 
К*Э9 (О /0% fa) JК = / - R* R - ( 1 - Ci?) R* т* ( / - £Г*)•-1 ( / - ЦТ) "1TR. 

Умножая обе части последнего равенства слева и справа соответственно на 
(K*J)~1 и ( J K ) ~ \ прийдем к тождеству (2. 2). Теорема доказана. 

Следствие 2. 1. Пусть 09(С) — характеристическая функция узла (1. 5). 
Тогда 

(2. 7) /— 0* ( 1 | /©»(С) = 0, У - 0 , ( 0 . 7 0 * = 0 (С, С"1 [(Г*)"]) 

и 
£ 0 (ICH1) 

(2.8) / - 0 3 , ( 0 / 0 1 , ( 0 , / - 0 | , ( С ) / 0 ^ ( С ) = 0 (|С| = 1). (U<T[(T*)-1]). 
• S 0 (|С|>1) 

Таким образом, 09(С) является двусторонним /-сжатием6), если |£ |<1 
(Cëfftir*)"1]) и /-растяжением, если |С|>1 (С€^[ (^ ) - 1 ] ) -

Следствие 2. 2. £сли точка t]=e~i(p (Оё(/><27г) регулярна для оператора 
Т, то при соответствующем выборе оператора К 
(2.9) в9(0 = /-(l-(e^)JR*(/-e^T)-'(/-CT*)-'R. 

В самом деле, из равенства (2. 8) вытекает, что оператор &*(е~"р) является 
/-унитарным. Следовательно, полагая в формуле (2. 1) ц=е~"!' и учитывая, 
что 0 — функция 0®(С) определяется с точностью до левого /-унитарного 
н ожителя, придем к равенству (2. 9). 

§ 3. Характеристические функции дробно-линейных 
преобразований оператора 

В этом параграфе исследуется связь между 0-функциями оператора Т 
и 0-функциями его дробно линейных преобразований. Приводимые две тео-
ремы отвечают случаям отображения круга в круг и круга в полуплоскость. 

Теорема 3. 1. Пусть <У = (§, ©; Т, Я, / ) — некоторый узел. Если точка 
а (\a\yi\) такова, что а£о(Т) и 1 /а£о(Т), то совокупность а, состоящая 
из пространств © и операторов Та = (Т—а1){1 — аТ)~х, 
Яа = (1 -\а\2)*(1-аТ*)~1Я, J образует узел и 

' С + я (3. 1) 0 , 
U +«С 0 ^ ( 0 -

6) Оператор / ( £ [ § , § ] называется /-сжатием (/-растяжением), если 
J-A*JA^0 ( У з ; 0) 

и двусторонним /-сжатием (/-растяжением), если, кроме того, 
J-AJA* ИЁ О (J-AJA* ^0). 

10* 
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Доказательство . Обратимость оператора Та очевидна. Имеем 

1-Т*Та = 1-([-аТ*)-х(Т*-аГ)(Т-а/)(1-аТУ1 = 

= ([-аТ*)~1 [(Г-аТ*) С(-аТ)-(Т* - Ш) (Т-а/)](1- аТ)~\ 

Легко проверить, что выражение, стоящее в квадратных скобках, представимо 
в виде (1 — \а\2)(1 — Т*Т) = (1 -\а\2)ЮЯ*, и, поэтому, 

1-Т:т„ = (1 -\а\2)(Г-аТ*)-1ЛГЯ*{1-аТ)~1 = ЯаЗЛ*а, 

так что совокупность е3/а действительно образует узел. 
На основании (2. 1) 

(3.2) в%(а)Ю9(а) = 3 — {\ — \а\2)В.*{I — аТ)~* (I — аТ*)~1 7?, 

(3.3) в%(а)3в9{ С) = 

Полагая Ка = 09(а), получим из (3.2) Ка*ЗКа = 3 — Я*Яа, и, следовательно, 

(3. 4) 0 ^ ( 0 = / ( 0 * (а))"1 ( / - ^ ( / - С С ) - ^ ) . 

Непосредственные вычисления показывают, что при = (С +я)(1 + я£)~1 

(3.5) (1 — а С) (7 — ( Т * ) - 1 = {\-\а\2){1-т-1{1-аТ*Г1. 

Из (3. 3) вытекает уже равенство 

откуда с помощью (3. 5) и (3. 4) имеем: 

в9Ю = ф*{а)У1 ( / - (1 - Ю R* ( 7 - ату1 ( / - £Т?У1 (/ - аТ*)~17?) = 

= 3(в%(а)У1(3-Я*а(1-ЦТ*У1Яа) = е9.(0-
Теорема доказана. 

Для случая сжатия и характеристической функции, определенной равен-
ством (I. 15), эту теорему получили Б. С.-Надь и Ч. Фояш [14]. 

Произвольное дробно-линейное преобразование, отображающее круг на 
круг, может быть записано в виде 

(3.6) г = («С + /?)(« + Ю-' (1«|2Ч/?!2) 
или С = £(С +О)(1 4- '> гДе а = Ра~1, а е = а/а. Последнее отличается от 
преобразования, о котором идет речь в теореме 3. 1, лишь множителем е. 
Отсюда уже легко заключить, что теорема 3. 1 распространяется на случай 
общего преобразования (3. 6), т. е. имеет место равенство 

ОаА С')= ©»'(О, 

где — узел, состоящий из пространств © и операторов 

Г = ( а Т - Р 1 ) ( а 1 - р Т ) - * , 7Г = (|а|2— |/?|2)±(а7—/?Г*)~ 1 И, 3. 



О характеристических функциях 
153; 

Естественно, что при этом приходится требовать, чтобы точки a/fi и /?/а 
не принадлежали спектру оператора Т. Заметим, что переходы от оператора Т 
к Т' и от переменной £ к совершаются с помощью взаимно обратных пре-
образований. 

Теорема 3. 2. Пусть <У — (§, ©; 71, Я, J) — некоторый узел. Если точка 
rj=e~"p регулярна для оператора Т, то совокупность, состоящая из прост-
ранств §>, © и операторов 

(3.7) А = ¡ ( / + е ' Т ) ( / — e ' T ) _ I , S = ( / - е - ' Т * ) - 1 R, J 

образует iV-узел и 

(3-8) ^ ( / g j i j ) = 0 , ( 0 . 

Доказательство. Легко показать, что 

А—А* = i(l-e-i'pT*)-í[(I-e-i'>'T*)(I+ei'l>T) + 

+ ( / + е - ' Т * ) ( / - е 'Т) ] ( / - е ' Т ) " 1 

и 
{1-е-'*Т*) (7+е'>Г) + ( / + е - ' > Г * ) ( / - е ' ' Т ) = 2 ( Г - Т * Т ) . 

Следовательно, 

lm А = (I-e-^T*)-í(I-T*T)(I-ei,l'T)-1 = SJS*. 

Отсюда вытекает, что совокупность пространств © и операторов A, S, J 
действительно образует if-узел. 

Пусть С = г(Се''" + 1)(1 -е'"0~1. Так как 

А* — I — —/(/—е~"Т*)~1 (I+ei'pT*) — i(Cei'p + 1) (1 — = 

= —/(1 — _ 1 (-̂  — е ~ *)_ 1 [(1 —Се"")(1+е~''рТ*) + (Се''1'+ 1)(7—е~'Т*)] • 

и 

то 1 — Í е'«' 
(3.9) (A*-t,'l)~l = ±—(7-С2,*)-1(/-е-'»Г*)-1. 

Как известно 
ЩО = l+2iJS*(A*~Ciy1S. 

Ввиду (3. 7) и (3. 9) 

W(C) = / — (1 — Се'") УЛ* (/ — ег<р) - 1 (/ — С?"*) ~1 Л, 
что в сочетании со следствием 2. 2 дает утверждение теоремы. 

К этой теореме можно сделать замечание, аналогичное тому, которое 
было сделано к предыдущей теореме. Преобразование (' = /'(Се"' + /)(1 — 
можно заменить любым дробно-линейным преобразованием, отображающим 
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круг на верхнюю полуплоскость, лишь бы оператор Т допускал обратное 
преобразование. Это утверждение вытекает из доказанной теоремы 3. 2 и 
следующего предложения. 

Теорема 3.3. Пусть Иг= (§, (5; A, S, J) — некоторый узел, а 
С = (а( + /?)(у£ + (5)_1 (а, [i, у, 0 — вещественные числа и ад — yfi >0) — какое-
либо преобразование, отображающее верхнюю полуплоскость на себя. Если 
оператор Т допускает обратное преобразование 

• А' = (fit-8А) (уА -а/)- 1 (а/уе<г(А)), 
то 
(з. 10) SW (Г) = и-" (О, 

где IV'(С) — характеристическая функция у зла i f , состоящего из пространств 
9), (5 и операторов 

A' S' = {a8-pyf{yA-aI)~lS, J, 

a U — J-унитарный оператор, вычисляемый по формуле U = (7*^—j J. 

Доказательство: аналогично доказательству теоремы 3.2. При этом 
вместо формулы (2. 1) используется следующая (см. [4]) 

1У*(п)Ж(0 = J +2i(fj - QS* (A-fjl)~1 (А* - 1S. 

§ 4. Унитарно-эквивалентные и простые узлы 
Узлы 

(4.1) = ( § ! , © ; T^ R^J), <3J2 = {b2,<$>\T2,R2,J) 

назовем унитарно-эквивалентными7), если существует изометрический опера-

тор t/€ [§i , $ 2 ] такой, что 

(4.2) иТ, = Т 2 и, и Л 1 = Л 2 . 

Если узлы (4. 1) унитарно эквивалентны, то, как легко видеть, 0 9 i ( O = 
= (С)- Обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Действительно, 
если узел <WZ является несущественным расширением узла аУ х, т. е. 

§2 = $ 1 © § о . TJ=T2f ( / € § , ) , R1g = R2g fee©) 

и сужение Т2 на пространство § 0 есть унитарный оператор, то 0 ^ , ( 0 = 0^ 2 (0 , 
хотя равенство (4. 2) и не выполняется. 

7) Можно было бы ввести понятие унитарной эквивалентности без предположения, 
что узлы содержат одни и те же пространства ©, однако для дальнейшего это не существенно. 
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Таким образом, обратное утверждение может иметь место лишь при 
некотором дополнительном условии. Для того, чтобы его сформулировать, 
положим для узла <& = (§, ©; Т, Я , / ) : 

V Г"/?©. 8) 
П = — с о 

Очевидно, Так как то = ( . / - Г*Г)$>, и, 
стало быть (/ — = 0 (5® = §©§») • С другой стороны, из равенств 

Т*Т"Я(5 = -(1-Т*Т)Тп-1Я(£> + Т"-1Я(5 = Я® + Т"-1Я<$> 

следует, что Поэтому оператор Т индуцирует в унитарный 
оператор. 

Узел назовем простым, если = §». 
В силу инвариантности пространства относительно операторов Т 

и Т* пространство 

= V (Т*)пЯ® ' 

п= — оо 

содержится Пользуясь формулами 

7"п/?© = - ( г * ) - 1 ( / - г * г ) г п - 1 я © + ( г * ) - 1 г " - 1 у г © = 
= - (Г*)•-1 МЛ*Г"-1 Л© + (Г*)-1 Г"-1 Я®, 

Т~пМ> = (1-Т*Т)Т-"П(5 + Т*Т-"+1Я© = ШЯ*Т-"К<& + Т*Т-п+1Я(5, 

легко доказать, что Следовательно = §.?/*. С помощью этого 
равенства, используя хорошо известные приемы (см. [19, 12] и [4]), доказыва-
ется требуемое «обратное» утверждение. 

Теорема 4. I.9) Если узлы (4. 1) простые, и в некоторой окрестности 
точки £ = 0 имеет место тождество 

(4.3) 0 ^ ( 0 = 0 ^ ( 0 . 

то узлы & I и 2 унитарно эквивалентны. 

Доказательство. В самом деле, из указанного тождества и (2. 1) сле-
дует, что 

яиг~пТ,Г\1-1:ТГ)-1К1.= Я\{1-г\Т1)-'(1-ЩГ1Я2, 
откуда 
(4. 4) Л?Тп

1(Т^)пЯ1 = Я*2Т$(Т%)пЯ2 (п = 0,1,2,...). 

8) Символом V ©„, где ®„ — подмножества из обозначается, как в [14], линейная 
л 6 ¿V 

замкнутая оболочка объединения всех ©„(« € /V). 
9) Родственная теорема, но при других условиях относительно оператора Т имеется 

в работе [26]. 
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В силу отношений (2. 7) тождество (4. 3) имеет место и при достаточно 
больших т.е. в окрестности точки £ = 0 также 

Следовательно, 

ЯШ-Т^-ЧИ-ТТ)-*^ = зд/-^)-'^-^*)-1^ 

и, значит, соотношения (4.4) имеют место также при п= —1, —2, .... 
Таким образом, оператор С/, определенный равенством 

(4. 6) Щ Т ; ? ^ = (7'2*)"Л2 (и = 0, ± 1, ± 2 , . . . ) 

изометричен. Он действует из в И2, где 

и , = V (Г *)"*,• © (7=1,2) . 
п = — се 

В силу простоты узлов б.У̂  множества 11, плотны в и, поэтому, оператор и 
может быть расширен до изометрического оператора, действующего из 
в § 2 . Обозначим это расширение тем же символом С/. • 

На основании (4.6) и Я 1 = Я 2 и 

ит* (т*уя1 = т* (т2)"я2 = п и(т1уя1. 

Отсюда вытекает, что 1/Т* — Т21/ и, стало быть, иТ1 = Т217. 

§ 5. Основная лемма 

При восстановлении <^-узла по его характеристической функции, фунда-
ментальную роль играет следующее предложение: 

Лемма 5. 1. Пусть § и © — некоторые гильбертовы пространства, 
./(£[©, ©]) — сигнатурный оператор (У2 =/, 3* = 3) и а>(£) — оператор-функ-
ция, определенная равенством 

(5.1) со( О = 5*(«М-О) (СЛ-С/)"'Я, 

где и — унитарный оператор, действующий в а 51 — оператор из множества 
[©, Ы 

Если операторы 1—38*8, 1+35*8 обратимы, то в достаточно малой 
окрестности 11 точки £ = 0 оператор-функция I+Зсо(С) обратима, а опера-
тор-функция 
(5.2) Э(0 = ( / - Л » ( 0 ) ( / + Л » ( 0 ) - 1 (С € И) 
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допускает представление 

(5.3). 3 ( 0 = J(9*(0))r ](J-R*(I- (Т*)-1 R), 
где 
(5.4) R = 2(I+SJS*)~1S, Т = Uil+SJS^-^I-SJS*). 

Доказательство . Из обратимости оператора I+Jto(0) = I+JS*S-' 
вытекает обратимость операторов 

/ + 7 ш ( 0 = I+JS*(U+ С/) (£/ - (I)'1S (С € U), 

I+SJS*(U+tf)(U-i;i)-1 (С€Н), I+SJS*. 

Кроме того, справедливы равенства 

(5.5> (i+sjs*(u+ti)(u-ti)-i)-1 s = s(i+Jco( о ) - 1 ссего 
и 
(5. 6) (I+JS*S)~lJS* = JS* (I + SJS*)-1. 

Так как 

9 ( 0 = 2(1 + Jco(C))~1 —I, 9(0) = 2 (I+JS*S)-1-I, 

то разность 9 ( 0 — 9(0) можно представить в виде 

9 ( 0 - 9 ( 0 ) = 2(l+Jw(¡:))'1-2(I+JS*S)-1 = . 
= 2(I+JS*S)-1J(S*S-co(0)(r+Jco(íj)-t.. 

Учитывая, что 

S*S-o)(0 = -2!:S*(U-U)~1S, 

и пользуясь (5. 5) и (5. 6), получим 

9 ( 0 - 3 ( 0 ) = -4¡;js*(i+sjs*)-1(u~t;i)-1(i+sjs*(u+U)(u-íi)-1)-1s. 
С помощью несложных преобразований легко ус+ановить соотношение 

(U-U)-1(I+SJS*(U + y)(U-y)-1)-1S = U*(I-tT*)~lR, 

где операторы Т и R определены формулами (5. 4) и, стало быть, 

9 ( 0 = 9(0) + А (О, где 

А(0 = -2!;jS*(I+SJS*y1<%*(I-ÍT*)-1R 

Из обратимости I—JS*S вытекает обратимость 9(0) и поэтому 

(5.7) 9(0 = J (9* (0)) - 1 (9* (0) У9 (0) + 9* (0) JA* (О). 
Рассмотрим в отдельности каждое из слагаемых, стоящих в квадратных, 
скобках. 

Исходя из равенства 

9*(0)У9(0) = (r+S*SJ)-1(I-S*SJ)J(I-JS*S)(l + JS*S)~\ 
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получим 
№"(0)79(0)-7 = 

Таким образом, 
•(5.8) 9*(0)Щ0) = 

Так как 9*(0)5* = 5* ( /+575*) - ' (Л-575*) , то 

•(5.9) 9*(0)/Л(0 = . 

= - 2 С 5 * ( / + 5 / 5 * ) - 1 ( / - 5 / 5 * ) ( / + 5 / 5 * ) - 1 £ / * ( / - С Г * ) - 1 Д = 
= -ел*т*(г-ст*у*я = л * л - л * ( / - с : г * ) - 1 л . 

Из (5. 7)—(5. 9) следует, что 

,9(0 = 7(3* (О))'1 (У-Л* ( / - ¿ Х Т 1 Л). 
Лемма доказана. 

§ 6. Восстановление узла по его характеристической функции 

1. Пусть (5 — некоторое гильбертово пространство, а / ( £ [©, ©]) — сиг-
натурный оператор, т. е. 72 = /, 7* =7. Обозначим через 91(7) множество 
всех оператор-функций 0(0 со значениями из [©, ©], удовлетворяющих усло-
виям: 

I. функция 0(0 определена и голоморфна в некоторой окрестности точки 
•С = 0; 

II. оператор 0(0) является обратимым двусторонним /-сжатием 
(0*(О)/0(О) ш / , 0(0) /0*(О) = / ) ; 

III. оператор-функция 

(6.1) а (О = / ( / - и о •10 (О) (/ •+ и о10 (О)-1 . 

где оператор 1/0 взят из /-полярного представления оператора 0(О)10), 

(6. 2) 0(0) = и0Н0 (и*0Ш0 = и0Шо = / , (Ш0У = / Я 0 , <т(#0)с(0, 

допускает аналитическое продолжение на весь круг |С|<1 и это продолжение 
удовлетворяет неравенству 

(6.3) Я(С)+Я*(С)»0- (1СН1). 

10) По теореме П о т а п о в а — Г и н з б у р г а [23, 24] (см. также [25]) каждое обратимое 
двустороннее /-сжатие допускает единственное /-полярное представление вида (6.2). Так 
как оператор 1+1!а ' <9(0) (=/-!- Н0) обратим, то оператор /-(- (/о 1 @(0 обратим в неко-
торой окрестности точки С = 0. В этой окрестности задана функция (6.1). 
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Теорема 6. 1. Пусть голоморфная в некоторой окрестности II точки 
£=0 оператор-функция 0(0 принимает значения из [©, ©]. 

Для того, чтобы существовал узел •?/ = ( § , © ; Т, Я, / ) такой, что 
0(0 = необходимо и достаточно чтобы в ( ( ) в ). 

При выполнении этого условия узел аУ может быть выбран простым, 
и тогда он будет определен с точностью до унитарной эквивалентности. 

Доказательство. Пусть существует узел <& = (§, ©; Т, Я, / ) , такой, 
что 0 ( 0 = 0у(О и 0®(О) = И0Н0 — /-полярное представление оператора 
0®(О) вида (6. 2). Очевидно, что функция 0&(О удовлетворяет условиям I, II, 
сформулированным при определении класса 31(/). Покажем, что выполняется 
также и условие III. 

Пользуясь равенством 0|,(О)/ 0 & (0) = / — Я* Я и леммой 1.1, получим 

Рассмотрим обычное полярное представление Т= УН оператора Т и положим 

(6.4) Я0 = (/- /Л*/?)*. 

(6.5) 
Легко видеть, что 
(6. 6) 

5 = (1+Н)~1Я. 

и, кроме того, 
Н = (Т* Г)- = ( / - я/я*)1 

/Я*( /+( / -Л/Л*)±) - 1 = ( / + ( / - / я * / ? ) * ) - 1 / я * , 

(1+(1-ЯЗЯ*У)~1Я = Я(1 + (/-ЗЯ* Я)*)-1. 
Следовательно, 

ЗЯ*(1+Н)-' = (1+Н0)-1ЗЯ*, (¡+Н)-1Я = Я(1+Н0у 

или, ввиду (6. 5) 
(6. 7) 
Отсюда имеем 

/5* = (Г+Н0)~ЧЯ*, 5 = Л ( / + Я 0 ) - 1 . 

и поэтому 
/ 5 * 5 = ( /+Яо)- 1 /Л*7?( /+Я 0 ) - 1 , 

/ + /5* 5 = ( /+ Я 0 Г 1 [(/+ Н0)г + /Л* Л] ( / + # „ ) -

На основании (6.4) 

(1+Н0)2+ЗЯ*Я = / + 2 Я 0 + Я0
2 + /Л*Л = 

- 21 + 2Н0 + — (I—ЗЯ* Я) = 2(1 +Н0) 
и, значит, 
(6.8) / + / 5 * 5 = 2 ( / + Я 0 ) - ' . 

Аналогичным образом доказывается равенство 

(6.9) / - / 5 * 5 ' = 2Н0(1+Н0)-1. 
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В силу (6. 8) И (6. 9) 

(6.10) Н0 = ( 1 - ^ * 8 ) ( 1 + Ж * З у 1 . 

Пользуясь опять равенством (6. 5), получим 

= (1 + НУ1ЮЯ*(1+НУ1, 
откуда вытекает 

(6.11) 7 + 5 / 5 * = ( 7 + Я ) - 1 ( ( / + Я) 2 + 7?/7Г)(7+Я)- 1 

и 
(6.12) 7 - 5 / 5 * = (1+Ну1((1+Н)2-ЮЯ*)(1+Ну1. 
Так как ч 

(1+Н)2 + ШЯ* = 7+ 277 + Я 2 + 1—Т*Т = 2(1+Н), 

(7+Я) 2 -7? /Л* = 1+2Н+Н2 — 1—Т*Т = 2 Н(1+Н), 

то подставляя найденные здесь значения в формулы (6. 11) и (6. 12), получим 

7 + 5 / 5 * = 2(1+Ну1, 7 - 5 / 5 * = 2 Я ( 7 + Я ) - ! . 

Отсюда далее следует 
(6.13) Я = ( / - 5 / 5 * ) ( 7 + 5 / 5 * ) - 1 

и 
(6.14) ( 7 + Я ) 5 = 2 ( 7 + 5 / 5 * ) - ' 5 . 

Пользуясь полярным представлением Т— IIН оператора Т и (6. 13), получаем 

(6.15) Т = и (7—5/5*) (7+5/5*)" 

Из (6. 14) и (6. 15) следует 

(6.16) Я = 2(1+ 5 / 5 * ) - ' 5 . 
Оператор 0 , ( 0 ) = И0Н0 обратим. Равенства (6.8) и (6.9) показывают, 

что обратимы операторы I + J S * S , I—JS*S и таким образом применима 
лемма 5. 1. Из нее и равенств (6. 15), (6. 16) вытекает, что дробно-линейное 
преобразование функции 

(6.17) (о(0 = 5*(С/+ (/)(£/ — £/) - 1 5, 

определенное в некоторой окрестности II точки С = 0 равенством 

(6.18) 9 ( 0 = ( 7 - / ш ( 0 ) ( 7 + /со(0)- 1 , 

допускает представление 
(6.19) 9 ( 0 = /(9* (0))-1 ( / - Л* ( 7 - £Г*)"17?). 

В силу (6.17), (6.18) 9(0) = ( / — / 5 * 5 ) ( 7 + / 5 * 5 ) - ] , а это, ввиду 
(6.10), означает, что 9(0) = Я 0 = С/о'0^(О), и поэтому 

(6.20) (9*(0))-! = (0|(О) ((/*)"')"1 = и$(в%{ О))-1 = . ;и»Ч(в%(0)У'. 



О характеристических функциях 157; 

Из (6. 19) и (6. 20) вытекает равенство 
í/0 9 (О = У(0*(О))- ' (У-Л*(/-СГ*)- 1 Л) = 03,(0, 

откуда с помощью (6. 18) находим 

Uö1 0 ^ ( 0 = {i-Ju>(0) [I+J<Ü{Q)~ 1 K 6 U ) -
Следовательно, 

ш ( 0 = / ( / - г / о
- 1 0 , ( О ) ( / + ^ о ~ 1 0 « ( О ) ~ 1 CC€U). 

Эта формула показывает, что функция ш(0 является расширением на. весь 
круг [С[ < 1 оператор-функции ß ( 0 , определенной равенством (6. 1). Неравен-
ство (6. 3) легко проверяется с помощью непосредственных вычислений. Таким 
образом, условие III выполняется и 0g,(0€9t(J). 

Покажем теперь достаточность условий теоремы. Пусть 0 ( 0 €91(7). 
Рассмотрим оператор-функцию Q(Q, определенную равенством (6. 1). За-
метим, что 
( 6 . 2 1 ) Q(0) = J ( I - H 0 ) ( r + H 0 y \ 
и, поэтому, 

а*( о) = ( / - Щ) (i+Щу1J = J(i—JHQ j ) сr+JH*j) = fl(o). 

Отсюда и из условия III (см. также [4], стр. 36) вытекает существование не-
убывающей неотрицательной оператор-функции F(t) ( O s i s 2 л ) такой, что 

2л 
Г е" + С Q ( 0 = J ^ d F ( t ) 

о 
В силу обобщенной теоремы Наймарка [4], найдется пространство 
разложение единицы E(t), действующее в §>, и оператор [©, §>], такие, что 
F(t) = S*£(t)S (0sts2n). Следовательно, 

2к 

(6.22) Q ( Q = S * f ^ ( U + C O i U - U y ' S , 
о 

2л 

где U = f е" dE(t). 
о _ 

Будем предполагать, что пространство § минимально, т. е. S&=§>. 
На основании (6. 22) £2(0) =S*S. Пользуясь (6. 21), находим, что 

/ +JS*S = 2(1 + Н0)~1. Отсюда следует обратимость оператора I+JS*S 
и равенство ( / - J S * S ) ( I +JS*S)~1 = Н0. 

Так как оператор Н0 обратим, то обратимым является также оператор 
I —JS*S и, значит, выполняются все требования леммы 5. 1. Применяя равен-
ство (6. 1), нетрудно доказать соотношение 

S ö x 0 ( O = ( / - Л 2 ( 0 ) ( 7 + Л2(О)~\ 
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которое в сочетании с леммой 5. 1 дает 

(6.23) 1/0"1 0 ( 0 = / ((и о-1 0(О))*)_ 1 ( / - * * ( / - СТ*)~1 В), 

где К = 2(1+5^*Г15, Т.= U(I+SJS*)-i(I-SJS*). 

Рассмотрим произведение 

Т*т = (I+SJS*)-1(J-SJS*)2(I+SJS*)-l. 
Так как 

1-Т*Т = + SJS *)2] (/+ 5У5 *)~1, 

и ( 1 + 5 М * ) 2 - ( 1 - 8 М * ) 2 = 45.75*, то 

1—Т*Т = 4 (/+SJS*)-,SJS*(/+SJS*)-, = МЛ* 

и, следовательно, совокупность, состоящая из пространств (5 и операторов 
Т, Я,,/, образует ^-узел. Этот узел простой, т. к. Я © = § . Поскольку 

((С/о"1 ©(О))*)"1 = С/о (0*(О))~1 = ЛУ0~Ч(в*(0))- ', 

то равенство (6. 23) можно преобразовать к виду 

0 ( 0 - J ( в * ( 0 ) ) - i ( J - R * ( I - t T * ) - l R ) , 

который показывает, что 0 ( 0 = 0 , ( 0 - Теорема доказана. 
2. Обозначим через Н „,(§)) множество всех обратимых операторов 

[§, §], для которых / — Т* 7" 6 . и ) Легко проверяется, что вместе с Т 
также и 71* 61^(6). 

Для 0-функций операторов 11«,(5) может быть получена более простая 
аналитическая характеристика, нежели та, которая дается теоремой 5. 1. 

С этой целью введем в рассмотрение класс аналитических функций 
где 7 — сигнатурный оператор из [(6, ©]. Условимся писать, что функция 
0 ( 0 со значениями из [©, ©] принадлежит классу 3[„(У), если она обладает 
следующими свойствами: 

а) функция 0 ( 0 голоморфна внутри единичного круга, за исключением 
не более, чем счетного множества точек причем 0£ев , 

б) оператор 0(0) обратим, а оператор./ —0*(О)./0(0) вполне непрерывен; 
в) для любой своей точки ( голоморфности 0 ( 0 является двусторонним 

У-нерастягивающим оператором. 
Этот класс функций (даже при несколько более общих предположениях) 

детально изучался Ю. П. Гинзбургом [27]. В частности, этот автор показал, 
что каждая функция 0 (О € (*0 допускает представление 

(6.24) 0 ( 0 = С/0 0О (О, 

") Символом 5 „ обозначают симметрично нормированный (с.-н.) идеал, состоящий 
из всех вполне непрерывных операторов (см. [28]). 
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где и 0 — постоянный /-унитарный оператор, взятый из /-полярного пред-
ставления оператора 0(0) вида (6. 2), а 0О(£) — / — вполне непрерывный опе-
ратор во всех точках голоморфности 0 ( 0 - Кроме того, Ю. П. Гинзбургом 
было показано, что множество вв состоит лишь из изолированных точек. 

Легко видеть, что 0-функция любого оператора Г£11„(§) принадлежит 
классу (У). Оказывается, верно и обратное утверждение: 

Теорема 6.2. Если О(0£(У), то существует простой узел 
у = Т, К, У) с основным оператором Т£ (§) и такой, что 0 ( 0 = 0а,(Т) 
(1С1<1). . 

Доказательство . После того, как установлена теорема 5. 1, основная 
тяжесть доказательства снимается результатами Ю. П. Гинзбурга, указан-
ными выше. 

В самом деле, согласно представлению (6. 24) функция ср(0 = 1 + '©(О 
имеет вид <¡¡>(0 = 2/ + К(0, где функция К(О принимает вполне непрерывные 
значения во всех точках голоморфности функции 0 ( 0 . Так как <р(0) — обра-
тимый оператор, то по теореме И. Ц. Гохберга (см. [28], стр. 39) функция 
0 ( 0 голоморфна и обратима во всех точках единичного круга, за исключе-
нием, быть может, счетного множества точек с предельными точками на еди-
ничной окружности или на ев. 

С другой стороны, в силу условия в) функция 0 ( 0 , определенная равен-
ством (6. 1), удовлетворяет соотношению (6. 3) всюду, за исключением, быть 
может, особых точек. Учитывая, что условие (6.3) исключает существование 
у функции 0 ( 0 изолированных особых точек, приходим к выводу, что функ-
ция й ( 0 голоморфна всюду внутри единичного круга. 

Таким образом, функция 0 (ОбЩУ) и, значит, существует узел 
<&=(§>, О; Т, Я , / ) , такой, что 0 ( 0 = 0®(О- Остается теперь заметить,, 
что в силу условия б) имеем 

= = У-0*(О)./0(О)е<5~ 

и, следовательно, 1 — Т*Т = ¡иЯ* £<5^. Теорема доказана. 

Теорема 6.2. может быть распространена на случай обратимых опе-
раторов Т, удовлетворяющих условию I — Т* Т£ <3, где <3 — какой-либо с.-н. 
идеал (см. [28]).; 

Если узел <& = (§, (5; Т, Я, У) таков, что Т — сжатие (У = / ) и ©, Я, У 
принимают значения, указанные в равенствах (1.4), то правило восстанов-
ления узла по его характеристической функции, полученное в процессе дока-
зательства теоремы 6. 1, переходит в правило, указанное в статье [29]. 

Для произвольного сжатия (без предположения, что оно обратимо) внут-
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реннюю аналитическую характеристику функции вида (I. 15), а также теорему 
о том, что вполне неунитарный оператор восстанавливается с точностью до 
унитарной эквивалентности по своей характеристической функции получили 
ранее Б. С,-Надь и Ч. Фояш [30, 14]. Последний результат был получен 
этими авторами с помощью найденной ими теоретико-функциональной модели, 
представляющей самостоятельный интерес. 

Для операторов, не являющихся обязательно сжатиями, но подчиненных 
другим дополнительным условиям теоремы о единственности оператора 
(с точностью до унитарной эквивалентности), имеющего данную характеристи-
ческую функцию, и конструкциями его восстановления по характеристической 
функции занимались, начиная с работ М. С. Лившица [1, 2], многие авторы 
[12, 26, 31, 32]. 

§ 7. Мультипликативное представление оператор-функций 

Теорема 6. 2 вместе с теоремами об умножении 0-функций [6, 7] и об 
их мультипликативном представлении [8] позволяют установить предложения 
о мультипликативном представлении для нового класса оператор-функций из 

Имеется в виду множество 91ш(./), состоящее из всех 0 ( 0 
удовлетворяющих условию: 

(7.1) / - 0 * (0)70 (0)6 е ш . 12) 

Предварительно отметим некоторые свойства функций 0 ( 0 6 
Пусть У = (§, (б; Т, Л, , / ) — простой узел, отвечающий на основании тео-
ремы 6. 2 функции 0 ( 0 -

1°. Для того, чтобы точка а (|я| ^ 1) была регулярной для функции 0 ( 0 , 
необходимо и достаточно, чтобы 1/а£о(Т). 

Достаточность условия очевидна. Необходимость доказывается от про-
тивного с использованием известной формулы Ф. Рисса для проектора на 
корневое подпространство нормального собственного числа оператора. Дока-
зательство опускается ввиду того, что оно сходно с доказательством соответ-
ствующего предложения о (^функциях (см. [4], стр. 75). 

12) Через (Зш обозначается с.-н. идеал В. И. М а ц а е в а , определяемый как совокуп-
ность всех вполне непрерывных операторов А Ч [©, ©], таких, что 

( М Н „ = ) 
7=1 ?/-1 

где {5/Л)}7=1 — последовательность всех собственных чисел оператора (А взятых 
с учетом кратности в порядке убывания (см. [28]). 
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2°. Для того, чтобы функция 0 ( 0 в своей регулярной точке а принимала 
обратимые значения, необходимо и достаточно, чтобы а£о(Т). 

Это предложение непосредственно следует из предыдущего, если учесть 
соотношение 0^ ' (О = 

Теорема 7. 1. Пусть 0 ( 0 — голоморфная внутри единичного круга 
оператор-функция, значения которой суть обратимые операторы из [©, ©]. 

Если 0(06?1Ш(./), то она допускает мультипликативное представление 

где U — J-унитарный оператор из [©, ©], F(t) (Os/sl) — J-самосопряжен-
ная, J-неубывающая, непрерывная оператор-функция со значениями из [©, ©], 
сp(t) (Os<р(0 —2я) — неубывающая, непрерывная слева скалярная функция. 
Интеграл сходится по норме 6Ш. 

Доказательство . Согласно теореме 6.2 найдется простой узел 
<& = (§, ©; T,R,J) с основным оператором из 11ш(§) такой, что харак-
теристическая функция 0 9 ( О = 0 ( 0 (|С|<1). 

В силу предложений Io и 2° спектр оператора Т лежит на единичной окруж-
ности. Кроме того, найдется максимальная цепочка ^ = {Р(0}> разделяющая 

Известным образом (см., например, [33,34,35]) можно построить несущест-
венное расширение ^ = ( § ! , © ; Т{, Я, , / ) узла <& и расширить цепочку 
до непрерывной цепочки ^ = {/'(О} (Оё*ё1) , значения которой действуют 
в так, чтобы цепочка ^ разделяла спектр оператора Т,. Как указано в 
§4, 0 ^ , ( 0 = 0®(0( = 0 ( 0 ) . Формула (7. 1) вытекает теперь из результатов 
статьи [8].14) 

Заметим, наконец, что если функция 0 ( 0 удовлетворяет всем условиям 
теоремы 7. 1, за исключением требования голоморфности и обратимости 

13) Цепочка ф разделяет спектр оператора Т, если РТР = ТР(Ре ф) и для любой точки 
'0шts2л найдется такой ортопроектор Р, € что спектр оператора Р,ТРС\РС9) лежит на 
дуге а спектр оператора ( / - Р , ) Т ( / - Р , ) 1 ( / - Р , ) ё на дуге п). Для 
того, чтобы существовала цепочка, разделяющая спектр оператора Т, достаточно, чтобы 
1 - Т * Т ь < 5 ш (см. [8]). 

м ) В работе [8] интеграл понимается в специальном смысле. Ввиду того, что в насто-
ящей теореме цепочка ф , непрерывна, это ограничение становится излишним. Отсюда же 
вытекает непрерывность функции 

(7.2) 
о 

спектр оператора Г.13) 

.11 /А 
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во всех точках £(0 < |£| < 1), то с помощью теоремы умножения [6, 7] ее можно 
представить в виде 

1 
ru s 

(7.3) 0 ( 0 = u j П [ b + T Ï f c T - * ] 
О j J 

где {Çj}\ (IÇjl^l) — последовательность изолированных особых точек 0 ( 0 , 
Pj — одномерные J-проекторы и Qj — I — Pj • Всякая точка Ç • входит в после-
довательность {£,}! столько раз, какова ее кратность. Бесконечное произве-
дение сходится по норме 

Для случая, когда условие (7.1) заменяется более узким: 

(7.4) V - 0 * ( O ) / 0 ( O ) € ® i 

где — с.-н. идеал всех ядерных операторов, формулы (7.2) и (7:3) были 
получены ранее Ю. ГГ. Гинзбургом [36—39] в обобщение результата В. П. 
Потапова [24]. Кроме того, Ю. П. Гинзбург установил для сжимающих 
функций (|| 0(С)|| < 1), удовлетворяющих условию (7.4), трудную теорему 
о единственности представления (7. 2), явившуюся новой, даже в конечномер-
ном случае [36, 37]. В настоящее время она может быть получена также и для 
сжимающих функций, удовлетворяющих условию (7. I)15). 

Заканчивая настоящую статью, укажем еще на то, что приведенные в ней 
результаты могут быть распространены на случай операторов Т, удовлетворя-
ющих вместо условия обратимости более общему условию, а именно: сущест-
вует по крайней мере одна точка а ( |а|<1), такая, что а£а(Т) и 1 /й£а(Т). 
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