Uber das Maximum der Summen orthogonaler Funktionen

Von KAROLY TANDORI in Szeged

1. Im folgenden betrachten wir orthonormierte Syéteme {9,(x)}7 im Grund-

intervall (0, 1). Fiir eine reelle Zahlenfolge {a,}7 setzen wir

! 3

Haa}; o=l = sup{f( sup [a;@;(x)+ - +ajco,-(x)l)2dx}-
0 1=i=sj

und ‘

! 3
{a); Kl = sup {/ (122p, laiC) - +a<o,(x>|)2dx},

lea=K 1§ \1=i=j

wobei das Supremum {iber alle orthonormierten Systeme {go,,(x)}‘f, bzw. iiber alle
orthonormierten Systeme mit

) | o, D|=K  (O=x=1;n=1,2,..)

zu bilden ist (K=1). Offensichtlich ist | {a,}; K| =|| {a} oo| (K>1) Es ist eine
Frage, ob auch eine Ungleichung

H{an}; ==l = C(K)“{an};K“ (K=1)

gilt, mit einer nur von K abhingigen Konstanten C(K). (Im folgenden bezeichnen
C,(K), C,(K), ... gewisse nur von K abhingige positive Konstanten, C,, C,, ...
sind aber positive absolute Konstanten.) Dieses Problem ist noch ungeldst; nur
sind gewisse Teilresultate bekannt. Der Wert [|{a,}; K|, bzw, [{a,}; | hingt
nihmlich von der Anordnung der Folge {a,} ab, und fiir gewisse Anordnungen
_ist eine solche Ungleichung giiltig. In einer vorigen Arbeit [2] haben wir bewie-

sen, daB3
sup {a.}; ==l = C,(K) sup I{a.}; Kl (K=1),

wobei sup das Supremum fir jede Anordnung der Folge {a,} bedeutet. In dieser-
P .

Note werden wir Folgendes beweisen:

7 A
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Satz. Fir jede Folge {a,}7 gilt
il;f I{@n}; ll=C,(K) h;f][{a,,}; Kl &=1),
wobei inf bedeutet, daf das Infimum fiir jede Anordnung der Folge {a,} gebildet wird.

2. Unsere Behauptung folgt aus dem folgenden Hilfssatz.

Hllfssatz I. Fiir jede Folge {a,}7 von 0 verschiedenen Zahlen und fur Jedes
N gilt -

¥ 2 ai+ - +av(N) V(N) 2
) 2, ay logh ———7—% = G Ra iV KIP - (K=>1),
wobei {a,}\™ die Folge {a,, ..., a,m,0, ...} bezeichnet, v(N) = 1432+ +32V
ist, weiterhin die Funktion log, x folgenderweise definiert wird:

-Iogx, xz2,

l- X =
08+ ¥ {1 sonst.

(Man bezeichnet mit log den Logarithmus mit der Basis 2.)
Wegen der offensichtlich giiltigen Ungleichung

[5 "3]%5 Ia}; K1

konnen wir ohne.Beschréinkung der Allgemeinheit {a,}€/? annehmen. Da der Wert
I{a,}; =ll, bzw. |[{a,}; K|: nur von den Koeffizienten a,>0 abhangt, konnen wir
a,#0 (n=1,2,..)) voraussetzen. Dann folgt aus (2) offensichtlich

bl A+ Fait - .
2, ay logh ———— = GE)HalT: Kl (K=1),

n

und hieraus:

®  Zatog GG S ougintia)ii Kl k=1,
n P ’
(Eine dhnliche Abschéitzuﬁghaben wir fiir ||{a,}; <=/l schon in der Arbeit [3] bewiesen.)

Es sei {a,} eine Anordnung von {a,}, fiir die |a, |=--=la, = besteht.
Dann ist '

oo

2 2 2
ai+-+ai+t a4 ad
2 2 1 m 2 1 1
2, a2 logk = Za,,k log? s
n=1 an ank

I

@ -
= Cl'[a,?1 +2 az log? k].
. k=2
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Weiterhin, in der Arbeit [4] haben wir bewiesen, dal3

3
: Wy o=l = C, [v + _vvn log? n]
fiir jede Folge {y,} besteht. So ist

(o] *
(%) infl{a,}; ll = {an}; =l = C; [af,+ = aj, log? k] :
P

Aus (3), (4) und (5) erhalten wir die Behauptung unseres Satzes.

3. Es soll nun der Hilfssatz I bewiesen werden, Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit konnen wir @,>0 (n=1,2, ..., v(N)) annehmen. {a, } (k=1, ..., v(N))
bezeichne eine Anordnung der Folge {a, }“l(N) fir die @, =-=a, _ besteht. Es sei
Z, (k=1, ..., N) die Menge der Indizes n, mit v(k— l)<l_v(k) und Z,={n,}.
Die Elemente von Z, bezeichnen wir in natiirlicher Anordnung mit m, (k), ..., M35 (k)
(m (k)< --- <msu(k)). Wir setzen

b, ~-mma,,, (neZ,; k=0,...,N).

meZ

Dann ist {b,}3™ eine Folge von positiven Zahlen mit b,=a, (n=1, ..., v(N)).
Es sei weiterhin

Bo=,min a, (1€Z; k=1, .., N), B, =a,.

Dann ist a,=8, (n=1, ..., v(N)).
Nach dem Hilfssatz 1 der Arbeit [3] gilt also

wWN) R

(6) ST a2log? ﬁ_am =, 2 Blo B+—/;+M
n=1 n -
Da
> BE=32 3 B} (k=1,..,N)
nezy, .nezk_l

ist, erhalten wir durch eine einfache Rechnung

w(N)

Zﬁ310g+ﬁl_i~m_ 2 Zﬁ"]0g+wﬂl§
n =0nez, ﬂ"
N—-1
, bi +32 2 > bf) No1 b2, 432 zo ( zbz]
(1) = b, logl 0 ez 1325 | D b2logk o0 e ] =
. bz, k=1 \rnéz, b2
w(N) 2
=C, Z b2 log i’_i’__bz"'b_‘(m

Aus (6) und (7) folgt

v(N) v(N)

(8) Z az lO 2 a, + - +av(N) = C Zv bz b + - +bv(N)
. D

2
n=1 a,, b

7*
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Nach dem Hilfssatz IT der Arbeit {5] gi}t
I{ca}; Kl = ColKNAd}:; Kl (leal =ldu]; n=1,2,...; K=1),

und so ist ,
® ' o1 K =Co(K) a1 K (K=1).
Wir werden nun die Abschitzung
v(N) 24 ... 2 ’
1) 3 p2ogt LEER® < eyl KT (K= 1)
X n=1 n .

beweisen. Aus (8), (9) und (10) erhalten wir die Behauptung des Hilfssatzes 1.
4. Zum Beweis von (10) konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

- v(N)
(11) S>Sp2=1
. . n=1
annchmen.
Wir werden erstens den folgenden bekannten, in wesentlichen von MENCHOFF
[1] stammenden Hilfssatz (siehe [5], Hilfssatz VI) anwenden.

Hilfssatz II. Essei K=1, p(=2) eine natiirliche Zahl und 1 = c = p[4. Dann gibt
es ein in (0, 1) orthonormiertes System von T reppenfunktionen hc, p; x) (I=1, ..., p?)
mit folgenden Eigenschaften: es gilt |h(c,p; x)| =K 0=x=1;[=1, ..., p%); es gibt
ein Intervall E(S(0, 1)) mit mes (E)=Cq(K)c™" derart, daf fiir xcE ein Index
m(x)(<p*) mit h(c,p;x)=0 (I=1, ..., m(x)) und

T om(x)

2 e p;x) = C(K)Ve plogp

existiert.

. 1 . A
Es sei I,=(—1, 0), 1,;(7‘?,—217) (k=1, ..., N) und J=(%, 2). Wir werden
- einin (— 1, 2) orthonormiertes System von Treppenfunktionen v, (x) (n =1, ..., v(N))

mit folgenden Eigenschaften definieren:

a) es gilt [, =K (o§x;1; nelg z,],

k
b) im Falle x€ 1, (0=l =K) ist Y,(x)=0 (ne U z,\z,o)
1=0

c) weiterhin besteht ¥, (x)=1 (x€(—1,0)), und fiir jedes /(1 =/=k) gibt es
eine mefBbare Menge E,( S/)) mit

1
mes (E))=C¢(K) 2T
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derart, daB fiir x¢€ E; mit geeignetem Indizes v(x) (1=v(x)=32")
/

v(x) — 321
.Zl BonstyWmiy(x) = V2 Ci(K)ll/zl_Zl by

besteht (k=1, ..., N).
Wir setzen
(x€(=1,0),
sonst.

1
wn, (x) = {O

Es sei ko (0=ky< N) eine ganze Zahl. Wir nehmen an, daB die Tleppenfunktlonen
Wa(x) (nE UZ,) derart definiert sind, daB sie in (—1,2) ein orthonormiertes

System bilden, und a), b), c) fiir k =k, erfiillt sind.

Wir wenden den Hilfssatz I1im Falle c =1, p=4**+1! an. Die so erhaltenen Funk-
tionen, bzw. die so erhaltene Menge bezeichnen wir mit y,,(x) (m=1, ..., 16*+1),
bzw. mit E. Es sei f(x) eine in (0, 1) definierte Furiktion und H eine Untermenge
von (0, 1). Ist I=(a, b) ein endliches Intervall, dann setzen wir

f[’,{-{-j] (a<x=<b),

SU;x) =

0 sonst,

weiterhin bezeichne H(I) diejenige Menge, die aus H durch die Transformation
y = (b—a)x + a entsteht. :
Wir setzen

‘pn(x)=Xi(1ko+ 13 X) (m=m_ gy (ko + 1), s=1, ., 2ot =1, L, 165+,
Nach dem obigen gelten offensichtlich

L
(12 JHeod= g ez,

(13) - f B S gz (umEZigr)
(14) f Fa T () dx = 0 (1,mEZy sy, n—m| > 2ot 1),

-1
Der folgende Hilfssatz ist bekannt. (S. MENCHOFF [1].)

Hilfssatz III. Es seien d und g positive ganze Zahlen, 0<d<gq. Zu jedem
Indexpaar (i,j) mit \ =i=q, V=j=q und {i—j| = d soll eine von Null verschiedene
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Zahl o; ; zugeordnet werden; wir bezeichnen mit B, das Maximum der absoluten
Betrige der Zahlen o; ;. In jedem Intervall (u,v) mit
v—u > 2B,

konnen dann Treppenfunktionen @,(x) (/=1, ..., ¢) mit folgenden Eigenschaften defi-
niert werden:
2:(0)|=1 (@<x<v; I=1,..,q),

Jo.05mdx=~a;  Gi-jl=d 1=i=q1=j=09)

Auf Grund von (12), (13) und (14), durch Anwendung dieses Hilfssatzes kdnnen
wir Treppenfunktionen ¥, o+ 1)(*) (=1, ..., 32%0+1y mit folgenden Eigenschaften
angeben:

; €(1,2 ,
(15) llpm,(ko+ 1)(\)1 { (x ot )) (i=1, ..., 32%*1),
(16) f'fn(x)%.(x) dx = —o, (n#m; n,meZy, ).

1 v

Da die Funktionen i, (x) in (-1, 2) Treppenfunktionen sind, kdnnen wir eine
Einteilung des Intervalls J auf paarweise disjunkte Intervalle J, (r=1, ..., o) derart
angeben, daB jede Funktion ¥,(x) in jedem Intervall J, (I =r=g) konstant ist;
die zwei Hilften von J, bezeichnen wir mit J/, bzw. mit J/ (r=1, ..., ¢). Dann
setzen wir

(17) | l//,,(X)= %[lpn(x)-i_;l 'z;n(']r,-s x)_gwn(']:/:x)] (nézko+l)7
wobeli

(18 | = [drdx+ f P2 (x) dx

. lk0+l

ist. '

Ya(x) €Z, +y) sind oﬁenswhthch Treppenfunktlonen Wegen (16), (17) und
(18) bilden die Funktionen y,(x) (nE U Z,) ein orthonormlertes Systemin (—1, 2).
Auf Grund von (12) und (15) gilt

(19) 1=D?=2,

und so besteht ,

(20) ()| =K fir —1=x=2; n€Z_,,.
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Auf Grund der Definition von y,(x) gilt auch

@y Un@)=0 fir n€Zyg,y;  x€(=11), x¢hgr-

" Auf Grund des Hilfssatzes I, weiterhin der Deﬁmtlon von b, und ¥,(x), aus (19)
folgt mit E, 4 =E(/ + )(E L, +1)
v(x)
(22) 7 bm,(ko+1)'pm,(ko+1)(‘7) = —C7(K) -min g, 4%*! log 4fot+ 1.2k *+1 =
V2 MmEZy 41

_ 32ko+1 - o
=12 C7(K)1/2"0+‘ 2 bro+ 1y (ko + 1), fiir x€E
i=1

mit geeigneten Indizes v(x) (1 =v(x)=32**"), und mit

1

2k +1 -

(23) mes (E,, ) = Co(K) =+

Aus (20), (21), (22) und (23) ergibt .sich, daB a), b) und c) im Falle k = ky+1
ko+ 1 :

fir dasin (— 1, 2) orthonormierte System {i/,,(x)} (n € 0U Z,) von Treppenfunktionen
I=0

. N
erfiillt werden. Das Funktionensystem {y,(x)} (nE U Z,) mit den erwidhnten Eigen-
! =0

. schaften erhalten wir also durch Induktion.
Aus b) und c) bekommen wir leicht

2

_f( max {bi(x) + - by () dx =

1=isjsvN)
24 .
: N N
= b2+ CHK)Co(K) Z ( bz) K= Cy(K) [b,fl > ( 2 bz]kz].
k=1 \nez, k=1 \n€z,
Aus (11) folgt
. .

(25) . 7= 32 (neZy).

Wir bezeichnen mit M die Menge derjenigen Indizes k (1 =k=N), fiir die

1
b: —

(’1 € Zk)

besteht, und M’ sei die Menge der ﬁbrigén Indizes k (1 =k =N). Dann setzen wir

»(N) 1 ' 1
(26) 2 bilog} bz Z logd bz + Z[Z b? log3 ,7]+ 2 [Z b? log? F].

reMm \ncz, keM \nez,
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1 | Lo
Da x log — fiir O<x<E eine monoton wachsende Funktion ist, auf Grund von
X .

(25), weiterhin aus der Definition von M und M’ erhalten wir

Z[szlog+ b2]+ > [Z’ b2 log2 b2] -

kEM \nc€Z, keEM \n€Z,
= Z[szlog 2]+2[ logziz]_é
kM \ucz, b keM’ \nez by
@7)
=C 2| > [ ] [ b,%] k? =
ke \nez, .
=Cs D k+202[2 ] =C [1+Z Zb)kZ]
Kem 32 ke \nez, K= nE[k
Ist b7 =%, dann gilt wegen (11)
b’%l 10g+ bZ = b’i §~ 4
ist aber b7, <%, dann gilt '
' b2 log} -5 = Cyby, < Cs.
Also ist "
1
(28) b,:,"l logi —bz— =GCs.
Weiterhin folgt aus (11) l
. N

29) B2+ > ( Z:bf] k*= 1.

k=1 \nez,
Aus (26), (27), (28) und (29) erhalten wir

¥(N)
(30) Z b2 log? —5 bz =Cyo [b,?l—l— 2 (Z b2) kl].
k= nEZk
Aus (24) und (30) ergibt sich
2 ' w(N) 1
3D f( max  |by,(x)+ - +bj¢j(x)|)2dx = Cy(K) [Z’ btlog? ?]
-1 1sisj=svN) n=1 n

Wegen K>1 gibt es eine Konstante C,(K) (0<C,o(K)<1), fiir die

ClO(K)+(1 "‘Clo(K))Kz
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- - erfullt ist. Wir setzen

llpn [ Cl (K) 1] (XE (0’ CIO(K)))>
o) = ]Krn((c,o(fo, 1);%)  (X€Co(K), 1),

0 sonst

(n=1, ..., v(N)), wobei r,(x)=signsin2"nx die n-te Rademachersche Funktion
bezeichnet. Die Funktionen ¢,(x) bilden in (0, 1) ein durch K beschrianktes ortho-
normiertes System. Weiterhin folgt aus (31)

v(N)
1
f( max [bigi(x)+ -+ +b;0;(0])? dx = €1y (K) > b} logl 5

2
1=/=j=wN) . bn

Daraus erhalten wir endlich wegen

B N®; K|)2 = sup max  |b;@;(x)+ - +b;0;(x)])? dx
J

lpnl= 1=isj=v(N)

die Behauptung des Hilfssatzes 1.

5. Bemerkung. Aus (3), auf Grund eines Satzes der Arbeit [5] folgt die fol-
gende Behauptung.

Es sei K=1. Ist

o 2 2 .
aj+ - +as+ -
E 2 2 “1 m _
a" 10g+ az - oo,
= . o

dann gibt es ein orthonormiertes System {¢,(x)} mit (1), fiir welches die Reihe

Za,,(x)
in (0, 1) fast iiberall divergiert.

Fiir nicht notwendigerweise beschrankte Systeme wurde dies in der Arbeit [3]
bewiesen.
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