" Schwach distributive Verbéinde. I

Von A. P. HUHN in Szeged

1. Einfiihruhg ’

Mehrere Arbeiten in der Verbandstheorie zeigen, daB es zwischen den Theorien:

a) der projektiven Geometrien, : »

b) der Untergruppenverbdnde der Gruppen,

¢) der Kongruenzklassengeometrien, und _

d) der primitiven Klassen (Varietiten) der Verbdnde
gewisse Verbindungen gibt. (Siehe z. B. die Arbeiten von BAKER [1], JONssON [3],
WILLE [7]). In der vorliegenden Arbeit wird ein solcher verbandstheoretische Begriff’
‘eingefiihrt und untersucht, der die erwdhnten Gebiete mit der Theorie der distribu-
tiven Verbdnde verbindet und dadurch zwischen diesen Gebieten weitere Zu--
- sammenhénge aufdeckt. ' '

1. 1. Definition. Ein Verband L wird n-distributiv genannt, wenn er modular-
ist und in ihm die Identitét

D xUﬂyl ﬂ xUﬂyi]
i=0

iz=j

“fiir beliebige x, yo, ..., ¥, € L gilt. Mit der dualen Identitdt D} von D, erhilt man die
Definition der dualen n-Distributivitdt. (Spiter wird man sehen, daf§ die primitive
" Klasse D, der n-distributiven Verbiinde mit der primitiven Klasse D} der dual n-distri--
butiven Verbinde identisch ist, ferner, daB D, echter Teil von D, ist) Wegen
dieser Relationen werden diejenigen Verbinde, die fiir irgendein » n-distributiv sind,.
schwach distributiv genannt. .

Als Beispiel fiir eine Anwendung der »- -distributiven Verbande schicken wir
einige grundlegende Ergebnisse aus den Gebieten a)—d) voraus.

ad a) Fiir einen beliebigen Schlefkorper D ist die (n—1)-dimensionale prO_]Ck-
tive Geometrie (d. h. der Unterraumverband des n-dimensionalen Vektorraumes)
PG,_,(D) iiber D ein n-distributiver, aber nicht (»—1)-distributiver Verband.

ad b) Fiir eine Abelsche Gruppe G ist der Untergruppenverband von G dann
und nur dann »-distributiv, wenn der endliche Rang von G Kkleiner oder gleich
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. dst (d. h., wenn jede endlich erzeugte Untergruppe von G auch durch n (nicht un-

bedingt verschiedene) Elemente erzeugbar ist). Fiir n=1 siche ORE [5]. '

ad ¢) Fiir Kongruenzkiassengeometrien kann man das folgende Analogon des
:Satzes von HEeLLY!) beweisen: Ist der Kongruenzverband ©(4) der universellen
Algebra A4 normal und n-distributiv, so gilt die folgende Behauptung: Wenn R=
=(Ki)  ein mindestens (n+ 1)-elementiges endliches System der Kongruenzklassen
von A ist, so daB jedes (z+ 1)-elementige Teilsystem von R ein gemeinsames Element
-enthilt, dann gilt NR=0. Fiir n=1 siche GRATZER [2].

ad d) Mit Hilfe der Ergebnisse liber die n-Distributivitit kann man solche
primitive Klassen konstruieren, die durch ihre endlichen Elemente nicht erzeugt
sind, ferner solche, die unendlich viele obere Nachbarn haben in dem Verband der
primitiven Klassen der Verbinde. Fiir die letzteren sind auch die primitiven
Klassen D, (n=2) Beispiele. (Die Frage der Existenz solcher primitiver Klassen
‘war ein Problem von JONssoN [4]. Friihere Ldsungen mit anderen Methoden
kann man in den Arbeiten von BAKER [1], und WILLE [6] finden.)

Im Teil I der Arbeit werden die wichtigsten verbandtheoretischen Eigenschaften
der n-distributiven Verbdnde angegeben, mit deren Hilfe wir die Zusammenhange mit
-den Gebieten a)—d) im Teil IT untersuchen werden

2. Kriterien der n-Distributivitit

In dlesem Punkt wird die Verallgememerung des D1str1but1v1tatskr1ter1ums von
Birkhoff bewiesen, auf Grund dessen die] weiteren Elgenschaften der n-distributiven
Verbédnde leicht zu ermitteln smd

2.1. Satz. Es sei L ein modularer Verband. Fiir eine beliebige natiirliche Zahl
n sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(A) L ist nicht n-distributiv. '

- (B) L enthiilt eine (n+ 1)-dimensionale Boolesche Algebra Bals T etlverband und
.ein Element w mit der Eigenschaft K(B, w): w ist relatives Komplement aller Atome
wvon B im Intervall [inf B, sup B].

(Em Verband heifit eine (n+l) dimensionale Boolesche Algebra wenn er zum Ver-
band 2+l 1s0morph 1st wobe1 2 d1e zwe1 elementlge Kette bedeutet)

Bemerkun g Fiir: n= I glbt der Satz das D1str1but1v1tatskr1ter1um von BIRK-
‘HOFF ~ : B T

‘) Der Satz von Helly Ist R ein mmdestens (n+1)-element1ges endhches System von kon-
-vexen Mengen im n-diménsionalen eukhdlschen Raum dessen Jedes (n+1)-element1ges Tellsystem
‘einen gemeinsamien Punkt enthilt, so.giit N R 0: o
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- Beweis. Zum Beweis der Behauptung (B)=(A) seien b; (i=0, 1, ..., n) die
Atome von B und es bezeichne b; ihre Komplemente in B. GemaB der Elgenschaft
K(B, w) gilt -

_,_

wuﬂb —wume_w<supB_ ﬂ (wub)) (n] [wu-("] b,f],
' =0 i#j
d.h. List nlcht n- dlstrlbutlv -
Umgekehrt, wenn D, in L nicht erfiillt 1st existieren Elementex Yo, s Va€L,

fur die Wo = XU ﬂ Vi & ﬂ [xu N y] = uy, d.h: wy <u, gilt. Offenbar gelten
x;é/
fir die Elemente a; = ﬂ y; die Relationen
: " : =07
i#j

n. ’ n R n » .
Na=(y und wyua = [xu N 'yj]uai = [xu[ N yjuai]] =xuaq;.
. j=0 i=0 . . 0 : i=0 :

ji=

Mit Berﬁc:_ksiéhtigung der Vo‘rigén Ungleichung erhilt man:

Q)+ B . ﬂ a; = wo < g =[] (Wouap).
. . i=0 =0
Wir fﬁhren' die .folgehden'Bézeichnungen'ein:
v= U (wor\a,) b,- = (iziuv)hud, u=U b;,' b = U 'bj,"_w': unwg.
' i=0 . i=0 - ' j=0
J#Ei

Weil v=w, gilt, gilt auch v<ugy; wegen der Modularitit kann man also die Elemente
b; auch in die' Form (a; nuo)uv schrelben So gllt v<b =u=uy. Da ) a;=w,
- i=0
gilt, folgen die Relanonen

n n
ﬂ a; = wgna;; ﬂ a; =
i=0 R Ci=0 . )

LDé

i

Ics

(Wona)) = v.

Es folgt also

LS S

Wir werden. beweisen, dall der durch die Elemente b; erzeugte Teilverband;é;iﬁé
(n+1)- dlmensmnale Boolesche Algebra ist, ihré "Atome die Elemente b; sind und
ihf kleinstes und ‘groBtes E]ement v 'bzw. u sind, ferner; daB w gemeinsames rela-
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tives Komplement der Elemente 4; im Intervall [v, 4] ist. Dazu werden wir fol-
gendes zeigen:

- L.Da buwy = [(a;nug) Vr]uwy = (a;0up) Uwy = (wegen der Modulari-
tit) = (q;Uwo) Ny = ug gilt, erhdlt man, daB b,uw = b, v (N wy) = (wegen
der Modularitit und der Relation b;=u) = un(b;uwy) = unuy, = u gilt.

2. biow=bnnwy) = bnwy = [(a‘,-ui))r\uo]r\w0 =

= (g;U)NuUyNwy = (@;UV)Nwe=(g; W)LV = 0.

3. binbl = bin U by = (@ nuuilu U (@ nug)ue] =
j=0 j=0

= |(a; muo)u U C2a) )] [U (a; muo)u Uo(wona)] =

= (mit der Anwendung der Ungleichung wona; = tignay) =

I

[(a Nitg) U U (Wo N )] U (@ nuo)u(wma)]
1#! 1#1
Fir den Ausdruck in der ersten eckigen Klammer gilt (a Nug) U U (wonaj) =

i#Zj=0
- = a;nuy = a;nwy. Durch Anwendung der Modularitat erhalten wir:

bnb = { (@;nup) v U (wonaj)]n LnJ v(ajnuo)}u(aihwo).
= =

Wendet man wiedér die Modularitit gemiB der Relation

n n

U wona) = U (a;0u,)
j=0 j=90
Ji =i
" an, so bekommt man: ’

binb; = [(a,-nuo)n L"J (@;nug)|v U wona)u(anwy) =
j=0 Jj=0

j#i J=i

= [(‘liﬁu,o)h U @ h“o) e U (wonay) = [(a NUg) N U (a;nug)fuv =1, |
weil #1 H“

n n n

(@ nuo)n U (@nug)=anlUag=Nyoy= .-noa,-
j=0 J i=

j#i J
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gilt und gemidB (2) dieser letzte Ausdruck kleiner oder gleich als v ist. Die Ele-
mente bg, b, ..., b, bilden also eine unabhingige Menge, und somit erzeugen sie
eine Boolesche Algebra. Infolge der Relationen b;nb; = v und L"J by=uist v
das kleinste, v das groBte Element dieser Booleschen Algebra. =

4. Es bleibt zu beweisen, daB die durch die Elemente b, erzeugte Boolesche
Algebra (n+1)-dimensional ist. Wére b;=b;, so wiirde wegen der Relation b;,nb; = -
= b;nb; = v folgen: b;=v,d. h:b;Uuw, ='vuwo = w,, aber es war im Punkt 1
bew1esen dall b;uwy = u, gilt; also hitte die Annahme w,=w, zur Folge und
‘das widerspricht der Bedingung (1).

Diesen Satz kann man auch in der folgenden symmetrlschen Form aussagen.

2.2, Korollar Der modulare Verband L ist dann und nur dann n-distributiv,
wenn er keine Tezlmenge (Xg, Xy5 oousXpy 1) enthdlt, fiir die die folgende Eigenschaft

gllt
i {x,-onxi‘n CeNX, = X NX DN X

X, W 00X ) = x;, 0(x;, N nx;)

Siir jede Wahl von iy, ..., 0,; jo, ..., Ja, wobei iy, ..., i, und ebenso j,, ..., j, alle ver-
schieden sind. ‘ '

Beweis. Die Notwendigkeit ist offenbar. Zum Beweis der Hiniénglichkeit
der Bedingung sei L nicht »n-distributiv und seien (mit den friitheren Bezeichnungen)
x;=b; ({=0,1,...,n) und Xp+1=w. Auf Grund des Satzes 2.'1 erhélt-man, daB

b{og(b{ln r\vb{”_lm'w) =bj u(b, 0 b nwyu(b,n b )=
= bi, u{bj b Jnlwubi,nenbl Dl =
= b,V {(bi,n - Nb;,_)sup B} = sup B
gilt, wenn iy, i;, ..., i,_, alle verschieden sind. Die Kombination des Ergebnisses des

Satzes 2..1 mit dieser Relation gibt die Behauptung (i) auf der Menge (x,, ..., X, 1)-
Der folgende Satz verallgemeinert den Begriff des Mediums. '

2.3. Korollar. Ein modularer Verband L ist dann und nur dann n-distributiv,
wenn fiir seine beliebigen Elemente die Identitdt gilt:

n+1n+1 n+1 n+1n+1

U x=U N x.
kn()j 0 tn i= Otno
J#k i#j,k ) i#Zj

" Beweis. Es ist bekannt, daB} fiir die Elemente eines modularen Verbands auch
die Identitit '

) N v = N (P:vq) (wenn p; = q; fiir i % j besteht)
i=1 i=1 ’ ’ . .

-
2

-
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giiltig ist. So erhilt man, daf§

n+1 n+1 n+1 T oa+1
Unx=n0nIxvnx (fir alle /# k), d. h.
j=0"i=0 j=0 i=0
jEk i#j.k Jj#k,1 i#jk
n+1 n+1 nt+t n+1 n+1 n+1 n'+l
UnNnx= ﬂﬂxuﬂx xjuﬂ'xi;
j=0 i=0 I=0 j=0 i=0
) j#Ek i#j.k Ik js£k,1 t;éj, i=j,k
daher gilt
n+1n4+1 n+1 n+1n+1 nt1
)] nunx= ﬂﬂijﬂxt
k=0 j=0 =0 k=0 i=0
Rk i#jk 1¢k i=jk

Wenn L n-distributiv ist, dann folgt aus (2), D, und (1) die Relation

Conttlntl ntd n+lnt1 nt1 nt1 D a+l
nNUnx= ﬂﬂxjuﬂxizﬂx,-uﬂxi=
k=0 j=0 i=0 k=0 j=0 i=0 j=0 i=0

j#k i=j,k . # i#j.k iEj
n+1 n+intt n+1n+1
n U Nx=UNx
j=0 7 k=0i=0 k=0 i=0

- i#k - i%k

Umgekehrt, wenn L nicht n-distributiv ist, dann seien X, ..., X,+, SO gewdhlt,
- wie in 2. 2. Mit den fritheren Bezeichnungen erhélt man dann auf Grund von (2) und
2.2, daB

n+int1

n+1n+1 nt1i

ﬂ U N x=supB=infB= U O x;
=0 j=0 i=0 j=0 i=0 -
J#Ek i#jk B Cod#j

gilt, und damit ist auch das Hinreichen der Bedingung bewiesen.

3. Weitere Eigenschaften der n-distributiven Verbinde

Nach diesen Satzen kann man zelgen daB fiir n- dxstrlbutlve Verbidnde Dualitits-
prinzipien gelten.

3.1. Satz. Die Klasse D, ist mit der Klasse D} identisch.

Beweis. Nach Satz 2. 1 und seinem Dualen geniigt es die folgende Behauptung
zu zeigen: Enthdlt ein modularer Verband eine (n+ 1)-dimensionale Boolesche Algebra
B und ein Element w mit der Eigenschaft K(B, w), so enthdlt er auch ein Element w*
‘mit der dualen Eigenschaft K*(B, w*) von K(B, w) (und umgekehrt, aber die um-
gekehrte Behauptung folgt aus dieser auf Grund des allgemeinen Duahtatspnnznps

- unmittelbar).
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In der Tat, es seien B und w mit der obigen Eigenschaft gegeben, bezeichne
v die Infima und u die Suprema, b; (i=0, 1, ..., ) die Atome von B, ferner sei by;
Co=bub; und bezeichne b’ und b{; die Komplemente von b, und b;; in B. Es sei end-
lich w* [’] tins wobe1 tij = wnb; j)ub,-j ist. Wir werden zeigen, dafl w* relatives.
. i=0 . . .
Komplement aller dualen Atome b; von B im Intervall [v, #] ist.
1 Wenn i;éj gilt, dann erhalten wir:

Vb = [(wnb;)ubj ]ub =[wnbj)ublub =
= (wegen.der Modularitit und der Relation b;<b;)) :
= [(wubj)mbij]ub{;- =A(umb,-.j)ub{j =b,; Vb, =u
r,.,.}.,'b'. = [(Wnb,)ublnb; =
= (wegen der Modularitit und der Relation b{;<b}) =
L =[wnb)nbub; =,(wnbi)ub,~j =oubj; = bj;.
Aus 'Symvnnle.triegriindf':n‘folgen_: ' '
(1) 1,;0b; = t;;0b;=u  (i#j; 5j=0,1,...,n).
Q) tynb =t,0b, =6  (=j; ij=0,1,..,n).

2. Da t, = (wnb,)ubj, = b, =b; (wenn j=i,n) gilt, erhilt man  mit
Hilfe von 2.3 (1)"und (1) die Relation

. 1 ‘n—1 ’ n—1 .
H’*Ub,’, = n ti,,U' U bi = n (tinUbi) = n U= u. .
i=0 i=0 i=0 : i=0 . o

. ’ n—1
Fiir j=n gilt: t;=b; (wenn isj,n), d h.t,, = U b,
i=0

1#}
Wendet man gemaB dieser Relation die modulare Identltat an, so erhdlt man: -

+

wrub; = ﬂ LU U b, = [n t,.,,ntj,,]u U b;ub, =
i=0 i=0 i=0 i=0

i#j izj i#=j
n—1 n—1 ~
=3 N twu U bl pub,!
i=0 i=0 - ;
R N T .

Mit der Anwendung von 2. 3 (1) bekommt man, daf3 der Ausdruck in der eckigem
Klammer mit u gleich ist, woraus mit Hilfe von (1)

wr*ubj (untj,,)ub = t,,,ub =u (=0,1,....,n—1)
folgt. )
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3. Mit der Anwendung von (2) ergibt sich:
‘ - n—1 n—-1 n—1
w nb,= ] twnbi= () (tob)= N b =1
: i=0 i=0 i=0
‘Wenn j=n gilt, so erhilt man mit wiederholter Anwendung von (2):

n~—1 , n—1 , n—1 , ,

= ) tnNtpnb;= (| twObjy= (] tuNbynb; =
i=0 i=0 i=0 .
i i) i#j

n—1 ’ , n—1 , ,

= n (t,,,ﬁb,,)ﬁbJZ n b,,,('\bJ:bJﬁbJ:v.
i=0 i=0
i i
Damit ist der Satz bewiesen.

3.2. Satz. Fiir eine bellebzge naturlzche Zahl n(>1) ist die K/asse D,_, echter .
Teil von D,. .

Beweis. Ist L¢D,, so enthilt er eine (n-+ 1)-dimensionale Boolesche Algebra
B und ein Element w mit der Eigenschaft K(B, w). Es seien (mit der Bezeichnungen
des Beweises des Satzes 3.1) B, = Bnby, w, = wnbgy. Dann ist B, eine n-di-
.mensionale Boolesche Algebra, deren Atome und Schrankenelemente by, by, ..., b,
bzw. v und b, sind. Fiir i=1, ..., n gilt ferner w,nb; = wabynb; = (wnbd)n
nby =vundw,ub; = Wnbg)Ub, = (Wub)nby =unby = by, d. h. Eigenschaft
K(B,,w,). Folglich ist L§D,_,. Also gilt: D,_; £D,.

Den Beweis des Satzes kann man mit dem folgenden Beispiel beenden:

BeispieAl. Jeder der Verbinde PG,_,(D) ist n-distributiv, aber nicht (n—1)-
distributiv.

Beweis. Es ist bekannt, dal die Linge von PG,_ (D) gleich n ist; da die
‘Linge einer (n+1)-dimensionalen Booleschen Algebra n+1 ist, kann man sie in
PG, _, (D) nicht einbetten, somit (gemaB 2. 1) ist PG, _ , (D) n-distributiv. Um die andere
_ Behauptung zu beweisen, betrachten wir PG,_,(D) als den Unterraumverband
. -des n-dimensionalen Vektorraumes iiber D. Die Verband'soperationen in diesem Ver-
band sind i

AN B = der gemeinsame Teil von 4 und B, bzw,

- AUB = {4, B}, wobei {H} den durch H erzeugten Unterraum bezeichnet.

Mit den Bezeichnungen e;,=(0,0, ..., 0, 1,0,...,0), e=(1,1,...,1) und o=
=(0,0,...,0) bzw. E;={e;}, E={e}, O={o},

E = {<ej>j=1, ...,n;i-:':i}’ I= {<ei>i= 1, ...,n}
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ist offenbar

n n

EnUE=EnI=E>0= | (EnE)= U [En U Ei].
i=1 - =1 i=1

j=

j=1

ij
Den Herrn B. CsAKANY und E. T. ScHMIDT md&chte ich fiir ihre wertvollen Rat-
schlige bestens danken. : '
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