Sur les opérateurs de classe %,

Par GH. ECKSTEIN 2 Timisoara (Roumanie)

1. Soit $ un espace de Hilbert, 7 un opérateur borné dans . Rappelons (voir
[1]) que T est de classe 4, (¢=0) s’il existe un espace de Hilbert & O H et un opérateur
unitaire U dans &, tel qu'on a

T"P=goPU"P pour neN={1,2,..},

ou P est le projecteur orthogonal de & sur ©. L’opérateur U est appelé o-dilatation
unitaire de T. On a évidemment || 77| = ¢, donc le spectre de T est situé dans le dis-
que {1:|4|=1}. :

On sait que la classe 4, est celle des contractions (Sz.-NAGY) et la classe &, est
celle des opérateurs 7 dont le rayon numerlque w(T) est =1 (BERGER). De plus on
sait que si ¢, >0,, on a %, 3(6 .

Dans [2] B. Sz.-NAGY et C FOIAs ont prouvé que les opérateurs de classe fg
sont similaires a des contractions. Dans [4], CH. Davis et C. FolA§ ont trouvé une
autre classe d’opérateurs similaires 4 des contractions. En étudiant ces deux clas-
ses, CH. Davis a conjecturé (communication orale, Congrés de Nice) le suivant

Théoréme. Pour tout opérateur T de classe €,, la suite |T"h|| (n=1,2,...) est
convergente pour chaque li € H. ’

Pour la classe €, la propriété est évidente car la suite || 77/] est décriossante;
pour les opérateurs T avec w(T)=1, elle a été établie d’'une maniére directe par
CRrABB [6]. » )

Dans la présente Note on prouve ce théoréme a I'aide d’une construction qui
réduit le probléme au cas des translations pondérées.

2. Soit S une contraction et V une dilatation unitaire de S. On a:

O IS*h—vh)? = [P(V* =D h|? = Vh—vh|* =

[iA

2\Vh— Shii* +2(|Sh—vh||> = 2(Ih)> — |Shl|?) + 2|Sh— vh||>.
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Soit T de classe %,, ou ¢=>2 (ce qui n’est pas une restriction, %, étant une fonc-
tion croissante de g). On sait que si y vérifie

1<l <225,
lopérateur R, = (ju|~1)(u[—T)~! est une contraction (cf. [I], Ch. L 11, remar-
coL . —1
que ‘3). Soit A avec |A|=1, et soit | <r < 9—2 Posons u=rl. On a:

(2) Apl-TYR,—=IN) = 2\ -T)[(r—D)(AI-T)~' =11l = A(0T—-1) = T—AL
Il en résulte, en passant aux adjoints, '

3) I(T* A A2 = 2@ —T*)(Rs — AD A2 = (r+0)*| R*h— 2],

En utilisant (1) pour S=R,,, on obtient | ' .

C) I(T* = AD AN = 2(r+0)? (1A — IR, I + | R h— Zh]%).

Supposons maintenant que A€o (T) et que {h,} est une suite borné dans $
telle qu'on ait ||Th,—Ah,| — 0. La relation (2) implique
R, bp— Th, = X(ul—T)~*(Th,— Ah,),
donc |R,h,—7h,|> — 0, et'par (4) il en résulte T*h,—Jh, — 0. On a donc démontré
le suivant : '

Lemme. Si T€%, et si {h,} est une suite bornée dans $ telle que Th,—Ah, -0
pour un certain ) avec |A|=1, on a aussi T*h,—2h, -~ 0.

3. Soient T€%,(H), U une g-dilatation unitaire de T dans I’espace de Hilbert
R et {m;};cy une suite arbitraire de nombres naturels. Soient

5:

LY

St &= @ K ob H=Het {=1

i=1

On peut identifier les éléments

. (1) (2) (O] ” (=D © 1) (2) R
b=y Ry, by 2 )ES et (y 0,0, 0k, By, L )ER

Soient
() (@) ® m (@ (3) (+1)
TChys byy ooy by ) = (0, T™ by, T™2hy, ..., T™h;, ...,

. (- W - @ © o (=it1) a @ G+1)
UG ki s kg kqy oo ki Y=o k_yy ooy kg, Unky, o, Umik;, L0,
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et P le projecteur de & sur §. U est evxdemment un operateur unitaire dans & et om:
vérifie directement que

oPU"h = T"h pour tous hc$H et ncN,

donc T est un opérateur de classe %,. ,
Soit maintenant h, €% tel que ||T"h,||+0. Posons
Mm@ O

fo= by 0, .0, ), fi=T17 et &=/I1f"" GeN).

Evidemment .
(0) i-1) @) (i+1)
f (0 0’ Tm,+m2+~--+m,-_lhl, 0’

Soit 550 le sous-espace de 9 engendré par les f; (i€ N). 550 est évidemment in-
variant.pour T, donc la restriction To=T|3, est de classe €, (car U est une g-dilata-
tion unitaire de Ty). : '

Remarquons que {é;}icny €st une base orthonormale de 530 et que T, est la’
translation pondérée (voir [5])

&) ) . é; 1> Diéiyy

ol

- Cfiall  Tmmatetmy |

(6) pi= = .
.7l [T tmettmio i fyff

T# est évidemment 1’ opérateur
&0, &,y >pié; (fEN).

4. Les préparatifs étant terminés, on passe a la démonstration du théoréme.
Supposons que pour un certain /s, €5 la suite {||7"h,|} ne soit pas convegente.
Soit a=inf|[T"h,]|. Si a=0, on peut trouver une suite croissante {1n;} de nombres
naturels telle qu’on a || 7" h,|| =0, mais alors, comme :

IT"*Phy| = hyll = ol T"hyl,

ona [[T"h,| =0, en contradiction avec notre hypothése. On a donc
©) © - inf || Tk, =a=0.

La suite {||T"h |} n’étant pas convergente, on peut trouver £=0 et une suite
croissante {i;} de nombres naturels, telle qu’on ait |[7"Ay|| —||T"- 4|l = & (on
ny,=0), d’ott on déduit

IT™h
1T h,]

8 —_—
o Tl |
Posons m; = n;—n;_, (i€ N), et avec b, et la suite {m;} construisons I'opérateur

®

v

g, > 0.
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T, dans $, (cf. le n° précédent). Nous obtenons ainsi la translation pondérée de
cclasse %, '
: €l piéiyy
.dont les poids sont
pi = N7t tmipyy | — N7 "h, ||
S EE TN RN

Par (8), nous avons
(9 [p =1l =¢ =0 i€N,
et a Paide de (7),

7" A, a
{10 ’ = P = = .
o) Q= PP D= T =

Soit

i 6 +Toé + - +T§é, _ & +piéyt e tpipy - piéiy,y

- P lié; +T0é1+“'+T(i)é1” - léy+piéy+ - +pip2- Pi€iall -

Nous avons, a I’aide de la relation (10),

ITE 6, — 6,12 _ @+ D2m)?

Toki—kil* = — P Ty = - 0.
Mai ok =kl = rima P+ 17567 =~ G+ Da?
ais
\TEh kg2 = P D2 PP = D2 +pipd - pl i (pE = 1) 4 p1p3 oo b

L+pi+ - +pips ... p?
€t par (9) et (10)

. . 1 4+p%4 .- Lp2p2 ... p2 -
”T*k_kuz 262 P1 Pipz Pi-1
.- oRiT Rl =& 1+p%+...+p%p% p,2

S e 12
= @2 i-a

PG+ T)e

5+ 0,

-en contradiction avec le lemme. La démonstration est achevée.
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