
Sur les opérateurs de classe (€q 

Par GH. ECKSTEIN à Timiçoara (Roumanie) 

1. Soit § un espace de Hilbert, T un opérateur borné dans Rappelons (voir 
;[1]) que Test de classe (€Q ( e > 0 ) s'il existe un espace de Hilbert i*Z5§ et un opérateur 
unitaire U dans ft, tel qu'on a 

TnP=gPU"P pour n£N={\,2, ...}, 

où P est le projecteur orthogonal de ft sur L'opérateur U est appelé g-dilatation 
unitaire de T. On a évidemment \\T"\\^Q, donc le spectre de Test situé dans le dis-
que {X: = 1 } . 

On sait que la classe ^ est celle des contractions (SZ.-NAGY) et la classe <<?2 est 
celle des opérateurs Tdont le rayon numérique w (T) est (BERGER). De plus on 
sait que si q1>q2, on &c(>eiz>cëei. 

Dans [2], B. S Z . - N A G Y et C. FOIA§ ont prouvé que les opérateurs de classe cëe 

sont similaires à des contractions. Dans [4], C H . DAVIS et C. FOIAÇ ont trouvé une 
autre classe d'opérateurs similaires à des contractions. En étudiant ces deux clas-
ses, C H . DAVIS a conjecturé (communication orale, Congrès de Nice) le suivant 

T h é o r è m e . Pour tout opérateur T de classe (€e, la suite || 7™"/Ï|[ (/7=1, 2, ...) est 
convergente pour chaque h Ç £>• 

Pour la classe ^ la propriété est évidente car la suite ||rn/;|| est décriossante; 
pour les opérateurs T avec W(T)^ 1, elle a été établie d'une manière directe par 
CRABB [6]. 

Dans la présente Note on prouve ce théorème à l'aide d'une construction qui 
réduit le problème au cas des translations pondérées. 

2. Soit S une contraction et V une dilatation unitaire de 5". On a: 

(1) ||S*/z-vA|i2 = \\P(V*-vI)hV si \\Vh-vh\\2 tk 

si 2||K/7-5//||2 + 2||5/î-v/7||2 = 2(|W|2-||S7/||2) + 2||S/;-vh\\2. 
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Soit T d e classe où 2 (ce qui n'est pas une restriction, étant une fonc-
tion croissante de g). On sait que si ¡i vérifie 

l'opérateur R„ = ( H ~ 1 ) ( ^ / — T)'1 est une contraction (cf. [1], Ch. I. 11, remar-

que 3). Soit X avec U | = l , et soit 1 < r < — — P o s o n s ¡i=rX. On a: 

g-2 

(2) ).(uJ- T)(RI1 — I I ) = X(rXT-T)[(r- \){r)J— T)~1 —lr\ = X{lT-I) = T-XT. 

II en résulte, en passant aux adjoints, 

(3) \\(T* — XI) h\\2 = \mi-T*)(R*-XI)h\\2 ^ (r + e)2\\R*h-Xh\\2. ' 

En utilisant (1) pour S=Rfl, on obtient 

(4) \\{T*-lI)h\\2 ^ 2(r + e)2m2-\\R,h\\2 + \\R„Ii-lh\\2]. 
Supposons maintenant que X£o(T) et que {/?„} est une suite borné dans $>• 

telle qu'on ait \\Thn— X,hn\\ — 0. La relation (2) implique 
R^K-lh^UnI-TY'iTK-XK), 

donc WRph^lhJ2 0, et'par (4) il en résulte T*hn-Ih„ - 0. On a donc démontré 
le suivant 

L e m m e . Si TÇr<?Q et si {//„} est une suite bornée dans § telle que Th„ — Xhn — 0 
pour un certain X .avec |A| = 1, on a aussi T*hn — Ihn 0. 

3. Soient U une g-dilatation unitaire de T dans l'espace de Hilbert 
5Î et {«¡}iejy une suite arbitraire de nombres naturels. Soient 

S = © Si et k = 0 ft, où = $ et il, = ft. 
(' = 1 ( = — <x> 

On peut identifier les éléments 

(0 (2) (0 _ ( —i) (0) (1) (2) 
h — (hl, h2, -.., hi, . . . ) € § et ( . . . , 0, . . . , 0, A,, A„ . . . ) € « . 

Soient 
„ (1) (2) (0 (1) (2) (3) ( i + 1 ) 
TQi,, h2, ...,hlt . . .) = (0, Tm,hl,T'»2h2, ...,r*h„ ...), 

( - 0 (0) CD - (/) ( - / + i ) (i) (2) ( i+ i ) 
£/(..., k_i, ..., k0, k i , ..., ki, ...) = (..., k _ f , ...,' k0, U'"ikl, ..., Um'ki, . ..)„ 
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et P le projecteur de A sur Û est évidemment un opérateur unitaire dans R et on*, 
vérifie directement que 

QPÛnh = Tnh pour tous et n£N, 

donc T est un opérateur de classe cê t . 
Soit maintenant tel que HT"/;,!!-KO. Posons 

A = (¿1,0 , . . . , 0, ...), fi = T ' - ' f , et ê, =fi\\fi\\-i (i£N). 

Evidemment 
(0) (Í-1) 0) 0 + 1) 

' fi = (0, ..., 0, T'">+m>+-+m<->h1, 0, ...)• 

Soit §>0 le sous-espace de ¡9 engendré par les / - (i£N). § 0 est évidemment in-
variant pour T, donc la restriction T'0 = 7'|¿0 est de classe (£B (car Û est une e-dilata-
tion unitaire de T0). 

Remarquons que {é¡}¡gN
 e s t u n e base orthonormale de § 0 et que T0 est la 

translation pondérée (voir [5]) 

( 5 ) é ¡ ! - / > , • é / + i 

où 
I l / L j | ir".+»2+-+-,A1 | | (0) Pi = — = . 

Il ./¡Il | |r».+» I+-+»«-.A1 | | 

TQ est évidemment l'opérateur 

ê-, [ - 0 , êi+l \-+ptêi (i£N). 
4. Les préparatifs étant terminés, on passe à la démonstration du théorème. 

Supposons que pour un certain la suite {H77"/;,!!} ne soit pas convegente. 
Soit a = inf IIT-Aill. Si a = 0, on peut trouver une suite croissante {«,} de nombres, 
naturels, telle qu'on a |j 7""'/?, || —0, mais alors, comme 

lir-.+'M s ||ri.F"<M s e\\Tn'h,i 

on a |!T"hil -t-O, en contradiction avec notre hypothèse. On a donc 

(7) inf | [r B /2 1 | |=a>0: 

La suite {H^'AJI} n'étant pas convergente, on peut trouver e > 0 et une suite 
croissante {//,} de nombres naturels, telle qu'on ait |||7,"<A1|| — ||7',,'->A1¡|| S s (où 
n0 = 0), d'où on déduit 

(8) Il r » « - M H I M 
= Si > 0. 

Posons m¡ = n¿ — n¡_s (id N), et avec hl et Ja suite {m¡} construisons l'opérateur 
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•classe <ëe 

•dont les poids sont 

T 0 dans è 0 (cf. le n° précédent). Nous obtenons ainsi la translation pondérée de 

Pi ||7'm1+-+mi-1/,1|| lir-'-iAill ' 

Par (8), nous avons 
•(9) | / » - l | s e , > . 0 
•et à l'aide de (7), 
n m » n „ ll7""'^ - a 
<10) Q ^ PXPZ •••Pi ~ IIA.Il ~ IIM ' 
Soit 

êi +T0êi + ••• +Ti
0êl é1+p1ê2 + ••• +ptp2 ••• ptêi+l k, 

Ilêi+T0êi + ---+T\iêl\\ \\êi +Piê2+ ••• +p1p2 ..-piéi +1|| ' 

Nous avons, à l'aide de la relation (10), 

I I T r f ¡Q _ m ^ - ê t f £ ( g + i m i i 2
 n 

" 0 Hê1||2 + | |r0é1 | |2 + - + | | n ê 1 | | 2 - ( / + 1 ) « 2 

Mais 

| | T * £ r m 2 _ {p\ - D2 +PUPÏ -1)2 + - + P Î P Ï - pf-dpf - 1 )2+P\P22 - p f 
11 0 1 ; ~ : I + P U - + P \ P I - P Ï 

et par (9) et (10) 
1 +pj+-+pip2

2 - p h _ 
1 +p\+-+p\p\ ••• pf ~ l|A,ll2(i + 'i)<? 

T*k -k II2 > „2 1 T f l T - r y 2 ••• Fi- 1 _ 2 , n J0 "i «il! = fcl , , „2 , , „2n2 „2 = fct ni, 112/,-, n„2 U> 

en contradiction avec le lemme. La démonstration est achevée. 
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