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On dit que la famille {//(A)} (OSAS 1) de sous-espaces d'un espace H de Hilbert 
forme une échelle continue si elle vérifie les conditions suivantes: 

# ( 0 ) = {0}, H(X)cHQi) pour O ë / l c ^ l , H(L)=H, 

V H(x) = H(X) pour 0 < A s l , et f | H(n) = H(À) pour 0=£A<1. 

En désignant par E(L) la projection orthogonale de H dans H{"/.), ces conditions 
veulent dire que {E(X)} ( O s A ^ 1) est.une famille spectrale continue. 

Dans la Note précédente [3] on a démontré un théorème dont il s'ensuit immé-
diatement que tout opérateur (linéaire borné) T dans un espace de Hilbert H de 
dimension infinie peut être prolongé à un opérateur 5 dans un espace de Hilbert 
K(ZDH) tel que S admette dans K une échelle continue {K{))} de sous-espaces 
invariants (c'est-à-dire SA"(A)cA"(A)); de plus on peut supposer que K = H®H' 
et S — T© T' où H' est un espace de même dimension que H, T' est un opérateur 
normal, dans JH", et || r || S || T||. 

Dans la présente Note nous démontrons le suivant: 

T h é o r è m e . Tout opérateur T dans un espace H de dimension infinie est la 
limite forte d'une suite d'opérateurs S„ de H (n= 1, 2, ...) telle que chaque S„ admet 
une échelle continue de sous-espaces invariants et que de plus || S„\\ s || T\\. 

Dans la démonstration nous utiliserons une méthode analogue à celle qui a 
été employée dans [2] pour démontrer, entre autres, la proposition suivante: Toute 
contraction T dans un espace de Hilbert H de dimension infinie est la limite faible 
d'une suite d'opérateurs unitaires dans le même espace. (D'ailleurs la méthode de 
[2] est voisine de celle de [1] où au lieu de limites faibles de suites il s'agit de points 
d'accumulation au sens de la topologie faible des opérateurs.) 

D é m o n s t r a t i o n . Puisque la dimension de / f est un nombre cardinal d infini, 
il existe dans H une suite de sous-espaces orthogonaux Lk (k= 1, 2, ...) tels que 

oo 
dim Lk = d (k= 1, 2, ...) et @Lk = H. 

13* 



356 B. Sz.-Nagy—C. Foia§: Echelles continues des sous-espaces invariants. II 

En posant, pour n=\, 2, ... , 

Hn = © Lk et H'n=@ Lk 
1 n+1 

on aura 
dim H„ = éim H'n =d et H = H„®H'n. 

Soit P„ la projection orthogonale de Hà H„, et posons Tn=P„T\Hn : 7 ; est un opéra-
teur dans H„. D'après'le résultat'cité-de [3] il existe un opérateur (normal) T'„ dans 
H'n tel que \\T'n\\^\\T„\\ et que l'opérateur Sn = T„®Tn ait une échelle continue de 
sous-espaces invariants. Comme de plus | |SJ = ||r„ || ë | | r | | pour tout n, il ne nous 
reste qu'à montrer que Se iend fortement vers T lorsque n — - - !i 

Soit h^H m . Oh a pourh^ri i :" ''''' 

parce que h'ç.ITmxzHndànc Pnh=h. Par suite, 

• • \\Th.-Snh\\• =:\\Th-'T„h\\ pour .y-

Ainsi la convergence forte S„h — Th est vérifiée par tous.les vecteurs A.dans, JU Hm, 

ce qui est une. variété linéaire dense dans H. Vu que les S^ sont uniformément 
bornés, cela entraîne la convergence forte ' S„h -+Th< pour tout h£H: QED. 
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