
Eine neue Charakterisierung der halbeinfachen Ringe 

Von A. KERTESZ in Debrecen 

Herrn Prof. B. Sz.-Nagy anläßlich seines 60. Geburtstages in Verehrung und Zuneigung 
gewidmet 

Ein (assoziativer) Ring R heißt halbeinfach, falls er (rechts-)artinsch und (im 
Sinne von Jacobson) radikalfrei ist. Die Klasse der halbeinfachen Ringe ist in der 
L i t e r a t u r — wegen ihrer großen Bedeutung für die Ringtheorie — sehr oft und 
intensiv behandelt worden. Das Ziel dieser kleinen Note ist, eine neue Charakteri-
sierung der halbeinfachen Ringe anzugeben. 

Nach der Terminologie von [4] nennen wir ein Rechtsideal A des Ringes R 
quasimodular, wenn es für jedes x(rA (x£R) ein R) gibt, so daß yx ff A gilt. Ein 
Rechstsideal B von R heißt modular, wenn R ein Linkseinselement e mod B besitzt, 
•d.h., wenn für jedes r(£R) 

r-er^B 

gilt. Offensichtlich ist jedes modulare Rechtsideal in R auch quasimodular. Es gibt 
dagegen Ringe, die gewisse quasimodulare Rechtsideale besitzen, welche aber nicht 
modular sind (vgl. [3]). 

Es gilt der folgende 

S a t z . Ein Ring R ist genau dann halbeinfach, falls es in ihm endlich viele quasi-
modulare maximale Rechtsideale gibt, deren Durchschnitt das Nullideal ist.') 

B e w e i s . Es sei zunächst R halbeinfach. Dann besitzt R nach der wohlbekann-
ten Noetherschen Charakterisierung der halbeinfachen Ringe ein Linkseinseiement 
und ist eine (modultheoretische) direkte Summe von endlich vielen minimalen Rechts-
idealen : 

R = Ai~{ b A„ (Ai minimales Rechtsideal in R; i— 1, ..., n) (diesbezüglich vgl. 
etwa Satz 8. 9, S. 189 in [2]). Die Rechtsideale 

. A(n= Al + -- + Ai_, + Ai + l+--- + A„ (i=l,...,n) 

' ) Dieser Satz ist eine Verschärfung der Behauptung der Äquivalenz der Aussagen (V) und 
OY) in Satz 8.9 des Buches [2] (S. 189). 
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sind offensichtlich quasimodulare maximale Rechtsideale in R und es gilt-

= (0). 

Umgekehrt sei (0) der Durchschnitt von endlich vielen quasimodularen maxima-
len Rechtsidealen. Dann ist R gemäß Satz 5. 24 in [2] (S. 132) radikalfrei. Ferner ist 
R nach Lemma von [1] eine (modultheoretische) direkte Summe von endlich vielen 
seiner minimalen Rechtsideale und erst recht artinsch. Folglich ist R ein halb-
einfacher Ring. 

Damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 
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