Finslerrdume von ideritischer Torsion
Von A. MOOR in Sopron (Ungarn)

Herrn Professor B. Sz.-Nagy auf seinem 60. Geburtstag gewidmet

§ 1 ‘Einleitung

Es seien g;;(x, ) und g,?:. (x, X) die metrischen Grundtensoren der n-dimensiona-~
len Finslerraume F, und F,’. Die Metrik soll im folgenden immer den in den Finsler-
riumen gewdhnlichen Bedingungen geniigen (vgl. [1] I §1). Wir definieren die
Finslerrdume von identischer Torsion durch die folgende '

Definition. Die Finslerriume F, und F, sind Finslerrdume von iden-
tischer Torsion, falls

)] e = 7 Ak
giltig ist, wo _

o def F , def F*
(12) Aijk =535¢kg,~j bzw. A,";k:-—z—(‘);kg,j‘

den Torsionstensor und
def /—<7 : def e
F= l/g,-jx'xl bzw. F*=Vglx'x/

die Grundfunktion bedeuten.
Aus (1. 1) und (1. 2) folgt somit, daB in diesen RAumen

(1.3) - O gy = Opegyy
besteht und somit g/} einer Relation von der Form:
(1.4 ‘ : gis(x, %) = £;(x, %)+ 7;;(x)

géniigt, wo y;;(x) einen Tensor bédeutet, der von der'Richtung: X’ unabhingig ist.
‘Offenbar folgt aus (1. 4) dic Relation (1. 1), d.h. (1. 4) ist fiir die Finslerrdume von
identischer Torsion charakteristisch.
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Im folgenden wollen wir statt des beliebigen, nur vom Orte: x' abhiingigen
Tensors y;; einen Tensor von der Form:

9:5(x, X) = 3(piq; +P;q0)

voraussetzen, wo piAund g; im allgemeinen von (x, x) abhingige kovariante Vektoren
bedeuten. Die Forderung, daB der Tensor '

(1.5) ) g, = & +3(pig;+p;9)

den MabBtensor eines Finslerschen Raumes F, bestimme, fiihrt auf die charakteris-
tische Gleichung (2. 1), woraus im Falle

(1.6) g%, %) = i, %)

gefolgert werden kann, dal p; nur vom Orte: x’ abhingig ist, d.h. die Finslerrdume
F, und ‘F, sind in diesem Falle von identischer Torsion.

Im Paragraphen 3 wollen wir diejenigen Bedingungen bestimmen, die not-
"wendig und hinreichend sind fiir die Ubereinstimmung der geodatlschen Linien von
F,und F,. : : : :

Letztens, im Paragraphen 4, untersuchen wir die (n— 1)- dimensionalén Hyper-
flichen der Finslerrdume F, und F :

§ 2. Charakteristische Relationen fiir die Finslerriume £,

Es seien F, und F, je ein n-dimensionaler metrischer Linienelementraum (vgl.
(2] und [3]) mit den MaBtensoren g;;(x, X) und §;;(x, %), die miteinander durch die
Formel (1.5) verbunden sind. p;(x, %) und g(x, x) bedeuten -in (1. 5) kovariante:
Vektoren. Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, daf der durch (1. 5) besttmmte Tensor
&;; eine Finslersche Metrik deﬁmere, fa{ls &i; der Grundtensor eines Finslerraumes ist,
ist die Relation: : : o

@1 " PuQut QuPu+t PusiQ+0uuP = pig;+pidis
wo ' .
@.1a) L P‘*“p.(x,x)x 0¥ gi(x, %)%

bedeuten, und p; und q; in den X* homogen von nullter Dimension sind.



Finslerriume von identischer Torsion 281

Beweis. Erstens zeigen wir, daB (2. 1) giiltig ist, falls g;; und g;; Finslersche
Metriken bestimmen. Aus. (1. 5) folgt ndmlich nach einer Uberschiebung mit x'xi :
(2.2) ‘ F? = F*2+PQ, '
wo

szf.g,l'x xi, F? ——g a2

Da Fund F die Grundfunktlonen der entsprechenden Finslerrdume F, und F,

- mit den Grundtensoren &;; und g;; sind; erhalt man somit aus (2. 2) nach der Opera-
tion: 30,0 '

@3 . &= gi,-+%(Psf;aQ+Qsc:;cfP)+%(P§st:f+Q;aP;a),

woraus mittels (1. 5) die beweisende Relation (2. 1) unmittelbar folgt.

Nehmen wir jetzt an, daB die Relationen (2. 1) und (1. 5) giiltig sind. Wir miissen
zeigen, daBl dann g;; eine Relation von der Form:

¢

— . 2
gij = %ai‘x-’F

geniigt, d.h. §;; ist der metrische ‘Grundtensor des Finslerraumes F, mit der Grund-
" funktion F. Es wird sich zeigen, daBl F(x, x) eben durch die Formel (2. 2) angegeben
ist. Es folgt nach der Operation 392 ,; angewandt auf die Funktion (F*+ PQ) = F?2:

3L F? = g+ 3 (Puzs O+ Qui P) + 3 (PuQsi+ Qui Py).
Beachten wir jetzt die Relationen (2. 1) und dann (1. 5), so erhalten wir:
30LuF? =g,
w. z. b. w.

Mit Hilfe des fundamentalen Satzesl kénnen mehrere Sitze iiber Finsler-
rdume, die durch (1. 5) mltelnander verbunden sind, bewiesen werden. Z. B.:

Satz 2. Ist in der Relatton (1.5) p; von der Form:

@@ ' pi = Py, P?&@ﬂﬂ

und ist p; in den X* homogen nullter Dimension, so ist auc/z

2.9 ) = Qu, 0 q(x, 0%

Bewels Aus der Relation (1. 5) folgt nach dem Satz 1 die Relation 2.1,
- ferner es muB auch g;(x, %) in den x* homogen von nullter Dimension sein, falls
gi; und &;; in (1. 5) Finslersche Metriken bestimmen. Aus (2. 1) folgt nach einer
Uberschiebung mit %/ auf Grund der Homogenitit in den x*: '

PQsi+QP;i = Pgi+Qp;,
‘woraus wegen der Bedingung (2. 4) die Relation (2. 5) unmittelbar folgt, w z.b.w.
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Satz 3. Gilt in der Relation (1.5):
(2' 6) pi(xa .*) = q; (x: -*),

5o ist p; von X* unabhdngig, falls g;; und §;; Finslersche Metriken bestimmen.

Beweis. Aus (1. 5) folgt nach unserem Satz | die Relation (2. 1) die jetzt wegen
der Bedingung (2. 6) die Form

(2. 7) Pxinci'*'.P_;‘i,"jP-_—pipj
haben wird. Da g;; und §;; Finslersche Metriken bestimmen, sind sie in den x* homogen
von nullter Dimension, folglich ist auch p;(x, x) in den x* homogen von nullter Di-
mension. Dann folgt aber aus unserer letzten Gleichung, nach einer Uberschiebung
mit X/ und in Hinsicht auf (2. 1a):
» ' Puwuxi=0, p; = P;‘s;. '
Die Relation (2. 7) reduziert sich somit auf P; , =0, worausp;= Pyi=p; (x*, X%, ., x")
folgt, w. z. b. w. _ ' :
Satz 4. Ist in (1. 5) p; nur vom Orte x* abhiingig, so ist g; auch nur vom Orte
x* abhiingig und von x* unabhdngig. :
Beweis. Nach der Annahme des Satzes folgt
pi = pi(x) = Py, P=p(x)x*
Nach dem Satz 2 ist somit S
q; = Qiia . Q = qk(x3 x)xk
Aus (1. 5) f'o].gt nun wegen p;..=0 nach einer partiellen Ableitung nach .x*:
(2.8) Oui; = O 8ij+3(Pi Qxizn +PjQ5c"5c")'A
In den Finslerrdumen gilt nun bekanntlich
(a:'c"gij)xi =0, (a;ckgij)xi =0;

somit bekommt man aus (2. 8) nach einer Uberschiebuhg mit %' in Hinsicht auf
. die Homogenitdt nullter Dimension von g,(x, %) in den %: d.h. Qi 4,¥'=0,

p,(x)x iQsi =0,

woraus Q;, :«=0 folgt, und das beweist schon den Satz.
Die beiden letzten Satze bestimmen also solche Rdume F, und E,, d1e nach -
‘unserer Definition im Paragraphen 1. von identischer Torsion sind. Der Zusammen-
hang der metrischen Grundtensoren ist durch die Relation (1. 5) festgelegt, die sich
im Falle p;=gq; auf ' '
&ij(x, %) = g;;(x, %)+ p:i(x) p; (x)
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reduziert. Selbstverstindlich kann im allgemeinen Fall, d.h. beim Typ (1. 5) p; bzw. -
g; von den %* abhingig sein. Z. B. in trivialer Weise ist (2. 1) erfiillt, fa]]s p; und g,
die Form:

pi=fiDh(E), q=fF@)h 1 (X)

haben. F, und F, sind in diesem Falle von identischer Torsion.

Die Relation (2. 1) war notwendig und- hinreichend dafiir, daB ¥, mit dem MaB-
tensor §;; ein Finslerraum sei, falls g;; der MaBtensor eines solchen Raumes war..
Wir geben statt (2. 1) noch eine andere hinreichende Bedingung dafiir, daB3 E, ¢in
Finslerraum sei. :

Satz 5. Ist in der Formel (1.5) g;; der Grundtensor eines Finslerraumes, so ist:

_(2~ 9 Pk Qs+ qu Psi+prsi O+ gz P = piqi+ P

~— wo P und Q durch (2. 1a) festgelegt sind, ferner p; und gq; in den X* homogen von
nullter Dimension sind — hinreichend dafiir, daf g, eine Finslersche Metrik bestimme.

Beweis. Wir iiberschieben dié Bedingungsgleichung (2. 9) mit x*, Wegeﬁ der
Homogenitit in den X/ wird:

PQutQPut(Pu—p)Q+Qu—q) P =pQ+aiP,
die in der From ka4-qu PQsi+ P Q geschrieben werden kann, wo wir statt

desIndex,,i” den Index ,,k” gesetzt haben. Differenzieren wir nun die letzte Gleichung
partiell nach %, beachten wir die Bedmgungsglelchung (2. 9), so wird:

PiCIk’f'Pk(Ii = Pif§kQ+QiiikP‘f”PiiQ;ck‘?'PSckQ.%-’-

Offenbar ist diese Gleichung mit 2.1 identisch, somit folgt nach Satz.l auch der"
Satz 5.

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der kontravarianten Komponenten des MaG-
. tensors g, iber. Kiirze halber bezeichnen wir im folgenden durch hu den’ Aus-
druck:

def )
hij=%(p:q; +p;q:)-
Es sei p*/ die Abweichung des Tensors g% von g*." Es ist somit:
(2.10) o g =gt ph.

Oﬁ'enbar ist p¥ in ihren Indizes symmetrisch, ferner es gilt nach der gewohnllchen
Definition des kontravarianten MaBtensors:

1, wenn i=},

(kL pkiy — §§ =
(g + hip) (85 +p*) = 9] {0, wenn i j.
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Beachten wir jetzt, daB auch g;;¢*/= 6} ist, 56 bekbmmen wir fiir p*/ die Gleichﬁng:
(g +hi)pt = —hi = —h;g".
Angenommen, daB Det |g;;+4;;| # 0, wird
| (gij+hy) Q™ = oF

fiir 0'™ eindeutig 16sbar. Mit Hilfe von Q™ wird dann offensichtlich p*™= — X Q"™
womit nach (2. 10) der Tensor g* vollstindig bestimmt ist.

§ 3. Ubereinstimmende geoditische Linien

In diesem Paragraphen wollen wir solche Bedingungen bestimmen, die ndt- ,
wendig und hinreichend sind dafiir, daB eine geodétische Linie von F, auch beziiglich
der Metrik von F, eine geoditische Linie sei.

Die geoditischen Linien geniigen der Differentialgleichung
¥ +2G'(x,X) ¥ +2G*(x, %)

5 , - Gk=12,..,n),

3.1

WO

def - vie
= 48" (181 + 0 gjx — 0, 8u) XX

bedeutet (vgl. [1], Iv. (8.2),I1L (1. 26) und 1L (2. 3)). ‘Offenbar ist (3. 1) eine para-
meterinvariante Form der geoditischen Linien. Bezeichnen G' (i=1,2, ..., n) die

,-

"die geoditischen Linien bestimmenden Funktionen des Finslerraumes F,, ferner
sind diese Linien auch fiir F, geoditisch, so hingen G" und G" durch die Formeln

3.2 G" = G'+ 3"y (x, X)

zusammen, wo Y (x, x) einen Skalar bedeutet der in den x* homogen von erster .
Dimension ist. _ S
Wir berechnen jetzt G' falls (1. 5) gilt. Nach (1. 5) und (2. 10) ist:

(3.3 G" = gV G; = (8" +p) (G; + [k % V"),
wo

. def g (é)kgu —zlajgfk))'ciy'c", Gj:l(akgij“ﬂkajg’,-k)i")'c"
lijk] e l(‘ljakpi‘lfpsakqj+qi3kpj +P;040:— 49; p; — pi9;41)
bedeuten. Schreiben wir hun @a. 3) in der Form:

G4 | . Gh = G"+ PG+ (" + P ik 3%,

so haben wir eine fundamentale Formel erhalten, die den Zusammenhang von G"
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und G" bestimmt, falls die metrischen Grundtensoren von F, und F, miteinander
durch (1. 5) verbunden sind. -
Substltuleren wir nun G" aus (3. 2) in (3. 4), so wird nach einer Uberschlebung

mit ghs

3.5 ¥ = 5 (PP 80 G+ (6 4+ 27 g X RI 27,

Setzen wir das in (3. 2), ferner beachten wir (3. 4) so erhilt man die Differential-
gleichung:

(B.60) PG+ (g + PR = 25 (P g %°G, + (/) 5,

die offenbar notwendig 1st falls x'(t) sowohl fiir F, wie auch fiir F, geodatlsche.
Linie sein soll. , : :

Die Relation (3. 6) ist aber auch hinreichend dafur dall wenn x’(t) eine geodi-
tische Linie von F, ist, dann auch eine solche von F, sei. Nach (3.4) und (3. 6)
folgt namlich, daB G" die Form (3. 2) hat, wo ¥ durch (3. 5) angegeben ist. Geniigt
also die Kurve x'(t) der Glelchung (3. 1), so geniigt sie auch der analogen Glelchung
mit G'. : :

Unsere Resultate konnen wir im folgenden Satz zusammenfassen

» Satz 6. Die Gleichung . (3 6) ist notwendig und hinreichend dafiir; daf8 dle geo-
ditische Linie von F, auch geoditische Linie von F, sei.

§ 4. Hyperflidchen beziiglich der Metriken g;; und &;;

Eine Hyperfliche F,_, eines Finslerraumes F, ist eine (n— 1)-dimensionale
Manmgfaltlgkelt der Linienelemente (4% 4%),') deren Raumkomponenten durch die
Gleichungen

x = xt(ul, u?, ...,u"“) '

; def OX!

%= B, Bl

festgelegt sind.
Der metrische Grundtensor von F,l 1 1st

a5 = g;(x*(u), Btu") BIB};

1) Griechische Indizes bedeuten im folgenden immer die Zahlen 1,2, ..., (n—1).
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auf Grund von (1. 5) wird:
dall == gij B;B‘;l = Cup 'l"lz'(l)o'.(/ﬂ ""1)/)(1«)9
wo p,=p;B! bzw. q,=¢,B. dic Projektion von p; bzw. g; bedeutet.
Dic Normalvekioren beziiglich der Metriken g;; und §;; sind durch dic Glei-
chungen
gyN'B] = 0} g,N'B! = 0}
gy NN =1) g, =1
fesgelegt.
Wir beweisen den [olgenden

Satz 7. Stehen p, und q; zu den Vektoren B. (« = 1,2, ..., m~ 1) normal, so
sind N und N* bis auf einen skalaren Falktor identisch.

Beweis. In einem Linienelement (#% ©%) von F,_; gilt nach der Annahme:

@.1) piB;=0, ¢,Bi=0,
woraus {olgt, dal3
“4.2) gyBINI = (gij+%(Pin+PJQi))BoizNj = g,; BIN/

ist. Da N? und N* Normalvektoren beziiglich der entsprechenden Metriken sind, ist
(4.3) gyBIN =0, g;BIN'=0.

Auf Grund von (4. 2) ist somit g; J.BiNf =0, die mit (4. 3) zusammen beweist, daB3

4.4 N = ANJ
ist, wo A einen Skalar bedeutet. Unsere letzte Formel driickt aber schon den Satz aus.

Bemerkung. Die Behauptung des Satzes 7, genau gesagt: die Formel (4. 4)
gilt auch dann, wenn statt (4. 1) die schwichere Bedingungen

“.5) (Pi(Ij+Pj(h)BofNj =0 @=12,..,n—-1)

gelten. Offenbar ist auch jetzt (4. 2) giiltig, woraus (4. 4) — wie vorher — abgeleitet
werden kann. —
Nun wollen wir die geoditischen Linien der Hyperfliche F,_, charakteri-
sieren und das Analogon des im Paragraphen 3 behandelten Problems untersuchen.
Die Gleichung der geodatischen Linien einer Hyperfliche hat die Form:

d?u®

4.6) 2

+2G* [u, %] =0,
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wo der Parameter s die Bogenlange bedeutet und
def 02x!

0uPdu Bu’

ist (vgl. [1] Kap. V. §3. )2) In parametermvarlanter Form lautet bekanntlich (4 6)
wie folgt:
4.8) o (@426, W) = (4 +2G* (u, ).

Da fiir die Raumkoordinaten .

@.7)  2G*(u,u) = BXB! ,,+r,,'15e")3,,)uﬂuy = 26'B"+B“B,,,u @, B,

Xt = Biaf, %= Biufu’+ Bhilf

besteht, wird man nach einer Uberschiebung mit Bf, auf Grund der Relation:

: BBB,'“ = 57],
die folgende Formel bekommen: ’
4.9 ' ii* = BFX!— By Bl it 4.
Setzen wir G* und &* aus (4. 7) und (4. 9) in die Gleichung (4.8), so w1rd nach einer
kleinen Umformung: -
“4.10) . - (X'+2G") (Bfuf — Bfu®) = 0

eben die Gleichung der flichengeoditischen Linien sein.
Auf. Grund von (3. 4) ist nun
G* = G*—p" Gy = (g + ") [k 3
Substituiert man das in die Gleichung (4. 10), so wird:"
@.11) (%1 +2G1—2pG,—2(g" +pif) [1jk] %' %} (B#af — Bfu%) =0
Da die Gleichung der ﬂachengeodatlschen Linien bezughch der Metrik g;; analog v
zur Formel (4 10) die Form:

‘ G +20)(B"u" B = 0

l
hat folgt aus (4: 11) unmittelbar der

' Satz 8. Die notwendigen und hmrezchenden Bedingungen dafiir, daf die geodd-
tische Linie u(t) einer Hyperfliche F,_, auch beziiglich der Metrik §;; ; geoditische
. Linie sei, sind die Relationen:

4.12) {p" G+ (8" +p")[tjk) % x4} (B uf — Bl u*) = 0.

2) In der Formel V. (3.14) von [1] st selbstverstindlich: Bjuf=x", Iy x"x*=2 G'.

A

1o : t
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Zum SchiuB bemerken wir noch daB die Gleichung (4. 12) erfiillt ist, falls die
Relation
PG+ (g +pI)[GRT &5 = 51 (x, %) o

besteht, wo ¥ (x, x) einen-Skalar bedeutet, da nach unserer Annahme uber xi, die
Formel

Bfii = uf
giiltig ist.
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