
Finslerräume von identischer Torsion 

Von A. MOÖR in Sopron (Ungarn) 

Herrn Professor B. Sz.-Nagy auf seinem 60. Geburtstag gewidmet 

§ 1. Einleitung 

Es seien gi}(x, x) und g*j(x, x) die metrischen Grundtensoren der n-dimensiona-
len Finslerräume F„ und F*. Die Metrik soll im folgenden immer den in den Finsler-
räumen gewöhnlichen Bedingungen genügen (vgl. [1] I. § 1). Wir definieren die 
Finslerräume von identischer Torsion durch, die folgende 

D e f i n i t i o n . Die Finslerräume Fn und F* sind Finslerräume von iden-
tischer Torsion, falls 

(1-1) Ä%k = ~Al]K 

gültig ist, wo 

(1-2) Aljk = y b z w . A*jk = ~ f ) ^ g t j 

den Torsionstensor und 

bzw. 

die Grundfunktion bedeuten. 
Aus (1. 1) und (1. 2) folgt somit, daß in diesen Räumen 

(1-3) = d&gij 

besteht und somit g*j einer Relation von der Form: 

(1-4) g*j(x,x) = gu(x,x) + yu(x) 

genügt, wo yij(x) einen Tensor bedeutet, der von der Richtung: x ' unabhängig ist. 
Offenbar folgt aus (1. 4) die Relation (1. 1), d.h. (1. 4) ist für die Finslerräume von 
identischer Torsion charakteristisch. 



280 A. Moör: Finslerräume von identischer Torsion 

Im folgenden wollen wir statt des beliebigen, nur vom Orte: x' abhängigen 
Tensors j i j einen Tensor von der Form: 

%j(x, x) = iO,<7j+/>j<7;) 

voraussetzen, wo p{ und qt im allgemeinen von (x, x) abhängige kovariante Vektoren 
bedeuten. Die Forderung, daß der Tensor 

(1-5) gij = gij + \{Piqj+Pjqd 

den Maßtensor eines Finslerschen Raumes Fn bestimme, führt auf die charakteris-
tische Gleichung (2. 1), woraus im Falle 

(1.6) qi(x, x) = Pi(x, x) 

gefolgert werden kann, daß pt nur vom Orte: x' abhängig ist, d.h. die Finslerräume 
F„ und F„ sind in diesem Falle von identischer Torsion. 

Im Paragraphen 3 wollen wir diejenigen Bedingungen bestimmen, die not-
wendig und hinreichend sind für die Übereinstimmung der geodätischen Linien von 
F„ und F„. 

Letztens, im Paragraphen 4, untersuchen wir die (n— l)-dimensionalen Hyper-
flächen der Finslerräume F„ und F„. 

§ 2. Charakteristische Relationen für die Finslerräume F„ 

Es seien F„ und F„ je ein «-dimensionaler metrischer Linienelementraum (vgL 
[2] und [3]) mit den Maßtensoren gjJ(x,x) und gu(x,x), die miteinander durch die 
Formel (1.5) verbunden sind. Pi(x,x) und qi(x,x) bedeuten in (1.5) kovariante: 
Vektoren. Wir beweisen den folgenden 

S a t z 1. Notwendig und hinreichend dafür, daß der durch (1. 5) bestimmte Tensor 
gij eine Finslersche Metrik definiere, falls g{j der Grundtensor eines Finslerraumes ist„ 
ist die Relation: 

(2.1) P i j Q i i + Q i j P i ' + P ü i j Q + Q i ' x j P - P iq j+Pjq i , 

wo 

(2.1 a) , P=p,(x,x)x\ Q=zqi(x, x )x ' 

bedeuten, und p{ und q, in den xk homogen von nullter Dimension sind. 
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B e w e i s . Erstens zeigen wir, daß (2. 1) gültig ist, falls gtJ und g^ Finslersche 
Metriken bestimmen. Aus. (1. 5) folgt nämlich nach einer Überschiebung mit x'x1: 

(2.2) F2 = F2 + PQ, 

wo 
def ' • ; rl de f -i •; F —gijxxj, Fi = gijxlx1. 

D a F und F die Grundfunkt ionen der entsprechenden Finslerräume F„ und F„ 
mit den Grundtensoren g^ und gtJ sind; erhält man somit aus (2. 2) nach der Opera-
t ion: 
(2 .3) g u = gij + H P i ' i ' Q + Q - x ' v n + K P i ' Q i J + Q y P i j ) , 

woraus mittels (1. 5) die beweisende Relation (2. 1) unmittelbar folgt. 
Nehmen wir jetzt an, daß die Relationen (2. 1) und (1. 5) gültig sind. Wir müssen 

zeigen, daß dann g¡j eine Relation von der F o r m : 
9 

gij = iH<ijF2 

genügt, d.h. gu ist der metrische Grundtensor des Finslerraumes Fn mit der Grund-
funkt ion F. Es wird sich zeigen, daß F(x,x) eben 'durch die Formel (2. 2) angegeben 
ist. Es folgt nach der Operation angewandt auf die Funkt ion (F2 + PQ) ^ F2 : 

Beachten wir jetzt die Relationen (2. 1) und dann (1. 5), so erhalten wir: 

2°x'x't — gij 

w. z. b. w. 
Mit Hilfe des fundamentalen Satzes 1, können mehrere Sätze über Finsler-

räume, die durch (1. 5) miteinander verbunden sind, bewiesen werden. Z. B.: 

S a t z 2. Ist in der Relation (1 .5) pt von der Form: 

(2 .4) '.Pt=Pa, P = Pj(x,x)xJ 

und ist Pi in den xk homogen nullter Dimension, so ist auch 

def 
(2 .5) qi = Qk', Q = qj(x,x)xJ. 

B e w e i s . Aus der Relation (1 .5) folgt nach dem Satz 1 die Relation (2. 1), 
ferner es muß auch qj(x,x) in den xk homogen von nullter Dimension sein, falls 
g i j und gij in (1. 5) Finslersche Metriken bestimmen. Aus (2. 1). folgt nach einer 
Überschiebung mit x1 auf Grund der Homogenität in den xk: 

PQa + QPi< = Pcii + QPi, 

woraus wegen der Bedingung (2. 4) die Relation (2. 5) unmittelbar folgt, w. z. b. w. 
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S a t z 3. Gilt in der Relation (1.5): 

(2.6) Pi{x,x) = q^x, x), 

so ist Pi von xk unabhängig, falls g^ und ¿¡j Finslersche Metriken bestimmen. 

B e w e i s . Aus (1. 5) folgt nach unserem Satz 1 die Relation (2. 1), die jetzt wegen 
der Bedingung (2. 6) die Form 

(2.7) P - ^ P y + P ^ ^ P = PiPj 

haben wird. Dag(j- und gtJ Finslersche Metriken bestimmen, sind sie in den x* homogen 
von nullter Dimension, folglich ist auch pi(x, x) in den xk homogen von nullter Di -
mension. Dann folgt aber aus unserer letzten Gleichung, nach einer Überschiebung 
mitx-' und in Hinsicht auf (2. la) : 

PiiijxJ = 0, pi = Pii, 

Die Relation (2.7) reduziert sich somit a u f - P ^ — O , worausPi= P p* {x1, x2, ...,x") 
folgt, w. z. b. w. 

S a t z 4. Ist in (1. 5) Pi nur vom Orte xk abhängig, so ist qt auch nur vom Orte 
x* abhängig und von xk unabhängig. 

B e w e i s . Nach der Annahme des Satzes folgt 

Pt = Pi(x) = Pi', P = pk(x)xk. 

Nach dem Satz 2 ist somit 
Ii = Qi-, Q = qk(x,x)xk. 

Aus (1. 5) folgt nun wegen p i i k = 0 nach einer partiellen Ableitung nach.x*: 

(2 .8) dikgu = d&gij + iiPiQxJ^+PjQiiik). 

In den Finslerräumen gilt nun bekanntlich 

(dkkgij) x' = 0, (ßxugij)*' = 0; 

somit bekommt man aus (2. 8) nach einer Überschiebung mit x' in Hinsicht auf 
die Homogenität nullter Dimension von qt{x, x) in den x ' : d.h. Q.x t^x^O, 

P i W x ' Q v k k = 0, 

woraus ö j j i i — 0 folgt, und das beweist schon den Satz. 
Die beiden letzten Sätze bestimmen also solche Räume Fn und Fn, die nach 

unserer Definition im Paragraphen 1. von identischer Torsion sind. Der Zusammen-
hang der metrischen Grundtensoren ist durch die Relation (1. 5) festgelegt, die sich 
im Falle/7; = ¿fr auf 

gij (x, x) = gu (x, x) + pi ( x ) p j (x) 
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reduziert. Selbstverständlich kann im allgemeinen Fall, d.h. beim Typ (1. 5) pt bzw. 
qt von den xk abhängig sein. Z. B. in trivialer Weise ist (2. 1) erfüllt, falls pt und qt 

die Form: 
Pi = fi(*) h(*)>. Ii = fi (x)h~l (*) 

haben. Fn und Fn sind in diesem Falle von identischer Torsion. 
Die Relation (2. 1) war notwendig und hinreichend dafür, daß F„ mit dem Maß-

tensor ¿¡j ein Finslerraum sei, falls der Maßtensor eines solchen Raumes war.-
Wir geben statt (2. 1) noch eine andere hinreichende Bedingung dafür, daß Fn ein 
Finslerraum sei. 

S a t z 5. Ist in der Formel (1. 5) g-tj der Grundtensor eines Finslerraumes, so ist: 

(2.9) pkQi ' + gkPx<+Pkx'Q + qki>P = p ^ k + p ^ h 

— wo P und Q durch (2. la) festgelegt sind, ferner pt und qt in den xk homogen von 
nullter Dimension sind — hinreichend dafür, daß gik eine Finslersche Metrik bestimme. 

B e w e i s . Wir überschieben die Bedingungsgleichung (2. 9) mit xk. Wegen der 
Homogenität in den xj wird: 

' PQ* + QP* + (.Pi'-pdQ + (.Qi'-qdP=.PiQ+qiP, 

die in der From pkQ + qkP = PQ:xk + Px*Q geschrieben werden kann, wo wir statt 
des Index „ / " den Index „ k " gesetzt haben. Differenzieren wir nun die letzte Gleichung 
partiell nach x', beachten wir die Bedingungsgleichung (2. 9), so wird: 

Pi qk +Pk9i = Pi> * Q + Q»*P+Pf Q-x* + P-x« Qu • 

Offenbar ist diese Gleichung mit (2. 1) identisch, somit folgt nach Satz 1 auch der 
Satz 5. 

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der kontravarianten Komponenten des Maß-
tensors gik über. Kürze halber bezeichnen wir im folgenden durch hl} den Aus-
druck: 

l'u = i(Pi(!j+PjC/d-

Es sei pkJ die Abweichung des Tensors gkJ von Es ist somit: 

(2.10) g«J = g*J + pkj. 

Offenbar ist pkJ in ihren Indizes symmetrisch, ferner es gilt nach der gewöhnlichen 
Definition des kontravarianten Maßtensors: 

, w ii Iis r,- | l 5 wenn i=i, 
+ = = ( 0 ; wenn i A 
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Beachten wir jetzt, daß auch ist, so bekommen wir für pkJ die Gleichung: 

(gij + hij)pkj = -M=-hiJgkJ. 

Angenommen, daß Det \giJ+hiJ\ ^ 0, wird 

(gü + l>u)Qim = S? 

für Qim eindeutig lösbar. Mit Hilfe von Qim wird dann offensichtlich pkm=- hk
iQim, 

womit nach (2. 10) der Tensor ¿*J vollständig bestimmt ist. 

§ 3. Übereinstimmende geodätische Linien 

In diesem Paragraphen wollen wir solche Bedingungen bestimmen, die not-
wendig und hinreichend sind dafür, daß eine geodätische Linie von F„ auch bezüglich 
der Metrik von F„ eine geodätische Linie sei. 

Die geodätischen Linien genügen der Differentialgleichung 

(3.1) ^ p c ^ ^ + l ^ i ) 

wo 
C' == i ghJ (ßk gtj + di gjk — dj gik) x'xk 

bedeutet (vgl. [1], IV. (8. 2), III. (1. 26) und II. (2. 3)). Offenbar ist (3. 1) eine para-
meterinvariante Form der geodätischen Linien. Bezeichnen G' ( /= 1,2, . . . , « ) die 
die geodätischen Linien bestimmenden Funktionen des Finslerraumes F„, ferner 
sind diese Linien auch für Fn geodätisch, so hängen G1' und Gh durch die Formeln 

(3.2) Gh = G" + xh\l/(x,x) 

zusammen, wo il/(x,x) einen Skalar bedeutet der in den xk homogen von erster 
Dimension ist. 

Wir berechnen jetzt G' falls (1. 5) gilt. Nach (1. 5) und (2. 10) ist: 

(3.3) Gh~ghJGj = (g"J+phj){Gj + [ijk]xixk), 
wo 

Gj = i(ßkgu-^dJgik)xixk, Gj = %(dkgiJ-$djgik)xixk 

[ijk] = 4 (UjdkPi+PidkRj + <hdkPj+Pjdkqi-qkdJpi-pfi^ 

bedeuten. Schreiben wir nun (3.3) in der Form: 

(3.4) Gh = Gh + phJGj + (ghJ+phf) [ijk] x'xk, 

so haben wir eine fundamentale Formel erhalten, die den Zusammenhang von Gh 
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und Gh bestimmt, falls die metrischen Grundtensoren von F„ und F„ miteinander 
durch (1. 5) verbunden sind. 

Substituieren wir nun Gh aus (3. 2) in (3. 4), so wird nach einer Überschiebung 
mitgA sx s : 

Setzen wir das in (3. 2), ferner beachten wir (3. 4), so erhält man die Differential-
gleichung: 

(3.6) p"JGj + (gV +phj)[ijk]x'xk = j j {p,Jg,sxsGj + (xJ +p'Jgtsx*) [ijk] x ;x'}, 

die offenbar notwendig ist, falls x'(t) sowohl für F„ wie auch für F„ geodätische 
Linie sein soll. 

Die Relation (3. 6) ist aber auch hinreichend dafür, daß wenn x'(t) eine geodä-
tische Linie von F„ ist, dann auch eine solche von Fn sei. Nach (3. 4) und (3. 6) 
folgt nämlich, daß Gh die Form (3. 2) hat, wo i/f durch (3. 5) angegeben ist. Genügt 
also die Kurve x?(t) der Gleichung (3. 1), so genügt sie auch der analogen Gleichung 
mit ö ' . 

Unsere Resultate können wir im folgenden Satz zusammenfassen: 

S a t z 6. Die Gleichung (3. 6) ist notwendig und hinreichend dafür, daß die geo-
dätische Linie von Fn auch geodätische Linie von Fn sei. 

Eine Hyperfläche F„_x eines Finslerraumes F„ ist eine («— l)-dimensionale 
Mannigfaltigkeit der Linienelemente («", ü"),1) deren Raumkomponenten durch die 
Gleichungen 

(3.5) * = lk {PHJghsxsGj + (.^+phjghsxs)[ijk]xixk}. 

§ 4. Hyperflächen bezüglich der Metriken g -̂ und g t j 

x' = x'iu1, u2, ...,M"-1) 

festgelegt sind. 
Der metrische Grundtensor von F„_ t ist 

a*p = gij(xk(u),Bk
yú?)BÍBy, 

Griechische Indizes bedeuten im folgenden immer die Zahlen 1, 2 , . . . , (n— 1). 
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auf Grund von (1. 5) wird: 

äaß = ZijBlBj = aap-\-^(pffcip-\-ppcja), 

wo pa=p,Bl
a bzw. qa= qtB'a die Projektion von pt bzw. qt bedeutet. 

Die Normalvektoren bezüglich der Metriken gtJ und gtj sind durch die Glei-
chungen 

gtJNlB[ = Ol = Ol 

gljNlW = 1J gtjti'ftJ = 1J 
fesgelegt. 

Wir beweisen den folgenden 

S a t z 7. Stehen pt und qt zu den Vektoren B'a (a = 1, 2, . . . , m— 1) normal, so 
sind und N' bis auf einen skalaren Faktor identisch. 

B e w e i s . In einem Linienelement (ua, üa) von F„_, gilt nach der Annahme: 

(4.1) p,Bl= 0, q - X = 0, 

woraus folgt, daß 

(4.2) gtJB№ = (gij + HPiqj+Pjqd)B№ = SijB¡ffl 

ist. Da N' und fil' Normalvektoren bezüglich der entsprechenden Metriken sind, ist 

(4.3) S y W = 0, gijBlN1 = 0. 

Auf Grund von (4. 2) ist somit g i}Bift3— 0, die mit (4. 3) zusammen beweist, daß 

(4.4) NJ = XNJ 

ist, wo X einen Skalar bedeutet. Unsere letzte Formel drückt aber schon den Satz aus. 

B e m e r k u n g . Die Behauptung des Satzes 7, genau gesagt: die Formel (4 .4) 
gilt auch dann, wenn statt (4. 1) die schwächere Bedingungen 

(4. 5) (Piqj +Pjqd Bl
a№ = 0 (« = 1 , 2 , . . . , » - 1 ) 

gelten. Offenbar ist auch jetzt (4. 2) gültig, woraus (4. 4) — wie vorher — abgeleitet 
werden kann. — 

Nun wollen wir die geodätischen Linien der Hyperfläche Fn _, charakteri-
sieren und das Analogon des im Paragraphen 3 behandelten Problems untersuchen. 

Die Gleichung der geodätischen Linien einer Hyperfläche hat die Form: 
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wo der Parameter s die Bogenlänge bedeutet und 

(4. 7) 2G'(u , ü) = Bf (Byß + r^lB1'Bp)ü"u' = IG'Bf + BtB^üW, = 

ist (vgl. [1] Kap. V. § 3.)2). In parameterinvarianter Form lautet bekanntlich (4. 6) 
wie folgt: • • 

(4.8) («• + 2G"(w,ii))ii'» = (üß + 2Gß(u,ü))ü*. 

D a für die Raumkoordinaten 

x' = B'ßü", £ = Bi
ßyüßüy + Bi

ßüß 

besteht, wird man nach einer Überschiebung mit B f , auf Grund der Relation: 
B'ßBi = 0*0, 

die folgende Formel bekommen: 

(4.9) üx = B?xi-B?Bi
ßyüßüy. 

Setzen wir G" und ü* aus (4. 7) und (4. 9) in die Gleichung (4.8), so wird nach einer 
kleinen Umformung: . "" ' 

(4.10) (Je' + IG') (Bfüß — Bf ü7) = 0 

eben die Gleichung der flächengeodätischen Linien sein. 
Auf Grund von (3.4) ist nun . 

Gh
 = G1' — PhJ Gj — (ghJ + phf) [ijk] x'xk. 

Substituiert man das in die Gleichung (4. 10), so wird: 

(4.11) {xi + 2Gi-2piiGj-2{gii +pij)[tjk]x,xk}(Bfüß-Bfü*) = 0. 

Da die Gleichung der flächengeodätischen Linien bezüglich der Metrik g t j analog 
¿ur Formel (4. 10) die Form: 

(Jc; + 2(?) (B? üß - Bf ü«) = 0 

hat, folgt aus (4. 11) unmittelbar der 

S a t z 8. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die geodä-
tische Linie u"(t) einer Hyperfläche Fn_ { auch bezüglich der Metrik g¡j geodätische 
Linie sei, sind die Relationen: 

(4.12) {piJGj + (giJ+pij)[tjk]xtxk}(B?üß-B?ü*) = 0. 

2 ) In der Formel V. (3.14) von [1] ist selbstverständlich: Bh
püß = xh, r*h

i
kxhxk=2 G\ 

19' 
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Z u m S c h l u ß b e m e r k e n wi r n o c h , d a ß d ie G l e i c h u n g (4. 12) e r fü l l t ist , fa l l s d i e 
R e l a t i o n 

f ' Gj + (gij + piJ) [tjk] x'xk = x ' > ( x , x ) 

bes teh t , w o i p ( x , x ) e i n e n S k a l a r bedeu te t , d a n a c h u n s e r e r A n n a h m e ü b e r x', d ie 
F o r m e l 

Bfx' = ü" 
gül t ig ist . 
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