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Von FERENC A. SZASZ in Budapest

Professor B. Szdkefalvi-Nag y zu seinem 60. Geburtstag geWidmet

Das Radikal einer- algebraischen Struktur gibt die Singularitit der Struktur
in gewissem Sinne an. Oft kann man fiir eine Struktur mit einem Radikal (0) einen,
Struktursatz bestiitigen, der die Struktur mit Invarianten charakterisiert. Ein klassi-
sches Beispiel ist dafiir der Wedderburn—Artinsche Struktursatz der Artinschen’
Ringe mit Radikal Null (vgl. N. JacoBsoN [6, Chapter III])

Als Verallgemeinerungen der Vektorriume iiber einem Schiefkorper, spielen
die Operatormoduln iiber einem Ring in der Mathematik (so z. B. in der Algebra,
sowie auch in der Funktionalanalysis) eine wichtige Rolle. Wie es bekannt ist, definiert
die Aufgabe 5. 28 des Buches von A. KErTEsz [7, Seite 141] ein Radikal eines behebl-_
gen A-Rechtsmoduls M folgendermaBen:

I(M) = [x; x€A, MxC(p(M)],

wobel cb(M ) den Frattinischen 4-Untermodul von M bedeutet. Man kann leicht
zeigen, daB dieses Radikal 7(M) immer ein Ideal des Operatorringes A ist, derart,
daB I(M) das Jacobsonsche. Radikal (s1ehe H. JAcossoN [6 Chapter I, IT]) des
nges A enthiilt.

" Andereérseits hat O. STEINFELD [10] folgendes bewiesen: Sind £ ein Ideal eines
- Ringes A, und P ein Primideal von .#, so ist der Idealquotient

P:I=[a; acA, Sa+af < P]

ebenfalls ein Primideal des Ringes 4. Weiterhin hat O. STEINEELD [11] einige Eigen-
schaften der. Abbildung x —(x:y) untersucht, wobei (x: y) ein Rechtsresiduum in
einem verbandsgeordneten Gruppoid ist. Die Verbandsvereinigung zweier Rechts-
" residuuma braucht i. allg. kein Rechtsresiduum zu sein, und’ Verfasser [13] gibt
hinreichendé Bedingungen an, damit diese Vereinigung wiederum ein Rechtsrési-
_duum ist.
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Das Ziel dieser Arbeit is zweifach. Einerseits werden wir den Kertészschen
Begriff des Radikals eines Moduls in zweien Stufen_verallgemeinern,‘ in dem wir (1)
auch 4-Untermoduln statt eines 4-Rechtsmoduls und (2) auch Amitsur—Kuro§sche
allgemeine Radikale und Modulquotienten statt nur der Modulquotienten beniitzen
werden. Andererseits werden wir sowohl das Ergebnis von SREINFELD [10], als
.auch einige Resultate von IoN D. IoN [5] verallgemeinern.

Beziiglich der beniitzten Begriffe verweisen wir auf G. BIRKHOFF [1], N. I. Di-
vINsKy [2], L. Fucss [3], L. Fucas [4, Seiten 189—191 und 195—208], A. KerTEsz
[7], L. Lesieur and R. Croisot [8] weiterhin auf F. Sz4sz [12] und G. SzAisz [14].
* Es soll bemerkt werden, daB unsere Beweismethoden manchmal den Methoden von
Ton D. Ion [5] und J. A. RiLEy [9] &hnlich sind.

Definition 1. Fiir die 4-Untermoduln L, und L, eines A-Rechtsmoduls M sei
LI:LZ =[a;a€A, L,a< L]

Dieses nennen wir den Modulquotienten von L, und L,. Offenbar ist L1 L2 ein
ideal von A.

Defini(cion 2. Sind R eine allgemeine (Amitsur—Kuro§sche) Radikaleigen-
schaft eines Ringes 4, und N ein 4-Untermodul eines A-Rechtsmoduls M, so heiBt -
die maximale solche Untermenge R() von 4, fiir die R(N)/(N M)=R(A)/(N: M)

_gilt, das R-Radikal des 4- “Untermoduls N.

Behauptung 3 R(N) ist ein Ideal von A, und es gilt (N: M)CR(N)

BCWCIS Die erste Aussage folgt aus dem zweiten Isomorphismussatz und die
zweite Aussage ist tr1v1a1

A Behauptung 4. (1) Ist (N:M)=R(A), so gilt R(N)=R(A). (2) Sind ins-
besondere R=J das Jacobsonsche Radikal, und N= @ (M) der Frattinische A-Unter-
modul von M, so gilt J(N)2J(4) (vgl. Aufgabe 5.28 von KERTESZ [7]).

- Beweis. (1) Im Falle (N:M)=R(A) bringt die Definition 2 und Axiom (C)
des Buches von Divinsky [2, Seite 3] R(N)=R(4) zur Folge. (2) Weiterhin erhilt
man J(4) S (®(M):M)= (N:M) und wegen J(N)=2(N:M) ergibt sich auch
J(ASI(N). . .

Definition 5. Sind R eine allgemeine Radikaleigenschaft von Ringen, und .
N ein A-Untermodul eines A-Rechtsmoduls M, so heiit N ein R-primirer Unter-
modul in M, wenn fur jedes Ideal I von A, aus der Bedmgung

, _ mISN  (meM)
immer m¢N oder IS R(N) folgt.
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Behauptung 6. Der A-Untermodul N eines A-Rechtsmoduls M- ist Siir ein
Radikal R dann und nur dann R-primdr in M, wenn fiir jeden A-Untermodul K
von M und fiir jedes ac A aus KaS N immer KS N oder acR(N) folgt.

Beweis. Es seien N ein R-primirer 4-Untermodul im 4-Rechtsmodul M und
k € K ein solches Element, fiir welches k¢ N gilt. Bezeichne (a) das durch ein Element
a € A erzeugte zweiseitige Hauptideal von A. Dann folgt k(@) S N aus k(Aa)=(kA)aS
€ KaS N, und daher wegen k({N fiir I= (a) auch (@) S R(N) Hiernach ergibt sich
a€R(N).

Umgekehrt, nechmen wir an, da die Bedmgungen der Behauptung 6 erfiilit
sind, und wir zeigen, daB N wirklich R-primdr in M ist. Es seien mé M, und K=mA E
& N. Da fiir jedes a€l das Umfassen KI=mA. ISmISN hat KaSN zur
Folge, erhilt man a€ R(N) und somit auch I SR(N), w.z. b. w.

Behauptung 7. Es seien R eine Radikaleigenschaft von Ringen und I ein
beliebiges Ideal eines Ringes A. Nehmen wir an, daf} R(A/I) fiir jedes Ideal I von
A nilpotent ist. Ist N ein R-primdrer A-Untermodul im A-Rechtsmodul M, so ist das
Radikal P=R(N) von N ein Prtmtdeal von A.

Beweis.Sind I, und I, solche Ideale von 4, fiir die I, -7; S Pund I, & P be-
"stehen, so existiert ein Exponent e, fir den M-(I, - LS Nund M-I, -L)*"'EN
erfiillt sind. Es seien K, = M-(I,1,)*™', k,€K, und k;¢N. Dann erhilt man
(kI = k,(II,) € K,,I, S N, und wegen I; £P auch kI, EN. Es sei k,
ein beliebiges Element von K,=k I, mit k,¢N. Dann gilt k,I, S N, folglich, wegen
k,¢N, auch £, S P=R(N), w.z b. w. '

Behauptung 8. Es seien A ein rechtartinscher Ring oder ein réchtsnoetherscher ‘
Ring, und R das Baer—Koethesche obere Nilradikal. Ist N ein R:primdrer A-Unter-
modul des A-Rechtsimoduls M, so ist das R-Radikal P= R (N) von N ein Primideal von A.

Beweis. Nach einem Satz von J. LEviTzKI [2] ist R (A4/#) nilpotent fiir rechts-
noethersche Ringe 4. Weiterhin ist R(4/#) ebenfalls nilpotent nach einem Satz von -
CH. Hopxkins [2] fiir rechtsartmsche Ringe. Deshalb ist es genugend Behauptung 7
fiir diese Félle anzuwenden.

" Definition 9. Es seien R eine Radikaleigeﬁschaft von Ringen, und N ein
A-Untermodul eines A-Rechtsmoduls M, weiterhin P=R(N) das R-Radikal von
N. Dann heiit N ein P—prlmarer Untermodul, wenn P=R(¥) ein Primideal von
A ist. : : :

Satz 10. Es sei R(A/[I) nilpotént Siir jedes Ideal % von A. P ist ein Primideal
von A, und N ist ein P-primdrer A-Untermodul von M dann und nur dann, wenn die
folgenden Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind:
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(1) Fiir jedev Ideal I von A und jedes meM folgr immer aus mI €N die Rela-
tion mEN oder ISP; :

) W:M)SP;

(3) Esgibteinen Exponenten e fur Jedes Haupndeal s c P,derart,daf M - (x)* SN
besteht. .

Beweis. Ist N ein P-primérer A-Untermodul, so folgt (1) und (2) unmittelbar
aus der Definition 9. Da R(A4/I) nach der Voraussetzung stets nilpotent ist, folgt
aus (x) EP=R(N) die Existenz eines Exponenten e derart, daB M-(x)* & N gilt.
Dies bedeutet aber, dall auch (3) erfiilit ist. '

Umgekehrt, nehmen wir an, daB die Bedingungen (1), (2) und (3) fiir N be-
stehen. Wir werden zeigen, daB P=R(N) gilt, und, daB8 P ein Primideal von 4 ist,

Ist ndmlich x ein beliebiges Element von P so gilt wegen (3) M- (x)* & N
mit einem geeigneten Exponent e. Es sei P, ein beliebiges Primideal von A mit der
Bedingung -

(N M)YS P

Wegen (x)=< P, und N P,= R(N) erhilt man dann x€R(N) und somit PSR(N).

Das umgekehrte’ Umfassen R(N)Z P werden wir folgendermaBen zeigen. Ist
 ein beliebiges Element von R(N), so gibt es wegen der Nilpotenz von R(A4/I)-
einen Exponenten e, derart, daB3

M-Q0FEN und M-(G)'EN
bestehen. Ist hier. e—l so gilt () S(N: M), woher man wegen der Bedingung (2)
(») E P, folglich R(N)Z P erhilt. Ist aber e=2, so seien K=M - (y)°”!, weiterhin
ke Kund k¢ N. Wegen * :
k-(NDEM-(FEN

und wegen der Bedingung (1) ergibt sich (y)S P, folglich y<€ P und daher auchA
R(N)E P, womit alles notlges bewiesen ist.

Behauptung 11. Es seien R das Baei—Koethesche obere Nilradikal und A
ein rechtsnoetherscher oder ein rechtsartinscher Ring. Dann sind die Behauptungen
{1); (2) und (3) des Satzes 10 notwendig und hinreichend, damit P ein Primideal von A
und N ein P-primdrer A-Untermodul von M sfnd.

Beweis ist dhnlich dem BBWCIS der Behauptung 8, und somit kann er weg-
gelassen werden.

Bemerkung 12. Der Ring Z der ganzen rationalen Zahlen ist Noethersch
aber nicht Artinsch. Dagen ist ein Zeroring iiber einer Priiferschen quasizyklischen
additiven Gruppe C(p™) Artinsch aber nicht Noethersch (sieche L. FucHs [3]).
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Behauptung 13. Es sei R(A/I) nilpotent fiir jedes Ideal # von A. Fiir ein.
festes Primideal P, der Durchschnitt endlich vieler P- -primdrer A- Untermoduln N;-
(=12,...,k) wiederum P- prtmar im Modul M. .

Beweis. Wegen N = ﬂ N; und wegen der Bedingung (2) des Satzes 10 er-

hidlt man (V:M)S(N;: M)CP Weiterhin gibt es wegen der Bedmgung (3) des
Satzes 10 fiir x € P geeighete Exponenten e; mit -

M-(x)5 SN . (=12 ..,k).

Es sei nun e=max (e, e,, ..., ¢). Dann gilt auch M. (x)°SN. Es sei weiterhin /
ein beliebiges Ideal von A. Bestehen meéM, m¢N und mIZS N, so gibt es einen
Index j mit m¢ N;, woraus wegen mIS N; offenbar IS P=R(N) folgt, w. z. b. w.

Jetzt ‘beweisen wir die folgende Verallgemeinerung des erwiihnten Ergebnisses
von Steinfeld, die. folgendermaBen lautet: '

Satz 14. Es seien R eine Radlkalelgenschaft von Ringen derart, daﬁ R(4/D)
Siir jedes Ideal I eines Ringes A nilpotent ist, P ein Pr imideal von A, N ein P- -primdrer
A-Untermodul des A-Rechtsmoduls M und I ein Ideal von A mit der Bedmgung
IS P=R(N). Ist nun

' = [m; mEM mf S N],

so ist N* ein A-Untermodul von M, derart, dafp N* auch P-primdr in M ist.”

Beweis. Wir werden den Satz 10 auf N* anwenden. Ist x ein beliebiges Element
von (N*: M), so bestehen

Mx & N* und MxF S N.

‘Wegen IS P=R(N) erhilt man offenbar Mx < N, woher x €(N: M), folglich auch .
(N*:M)S (N:M)S P. Deshalb gilt die Bedingung (2) des Satzes 10 fiir N*.
Es seien nun B ein Ideal von 4 und i ein Element von -M, derart, daB _

mBC N* und m¢N*
erfiillt sind. Nach der Definition von N* ergibt sich:
mBIS N,

und wegen NS N* auch mBIS N*. Wegen I £P=R(N) und wegen der Bedin-
gung (1) des Satzes 10 hat BIS P offenbar BS P zur Folge, denn P ist ein Prim-
ideal von 4. ' '

Wegen der Bedingung (3) des Satzes 10 gibt es fiir jedes x€ P=R(N) einen
Exponenten e mit M - (x)eCN Wegen NEN* erhalt man aber auch M- (x)*SN*,
w. Z. b w.
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