- Bemerkung iiber die Konvergenz der Orthogonalreihen
Von KAROLY TANDORI in Szeged

Herrn Professor B. Székefalvi-Nagy zum 60. Geburtstag gewidmet

1. A. Szép hat das folgende Problem aufgeworfen. Gibt es'_ eine quadratisch-'
~mtegr1erbare orthogonale Entwicklung

2a, <0n(X)

die fast iiberall im Orthogonalltatsmtervall konvergiert, und eine fast uberall di-
vergierende Teilreihe

@) | Za%m_

besitzt? : v

In dieser Note werden wir auf dieses Problem einé Antwort geben Man soll
aber gewisse Bemerkungen vorausschicken. Die Behauptung kann' offensichtlich
nicht fiir jede Koeffizientenfolge {a,} mit Za’<oo richtig sein. Gilt nédmlich.die
Menchoﬁ"~Rademachersche Bedmgung

Za log?n < oo,

da’r;n folgt auf Grund des Menchoff—Rademacherschen Satzes ([1], [2]), daB fiir
beliebige Indexfolge {n,} die Reihe (2) fast liberall konvergiert. Also kann die Be-
hauptung nur fiir solche Koeffizientenfolgen {a,} I‘lChtlg sein, fiir die (3) nicht er-
fiillt ist. :

Wir werden Folgendes beweisen.

Satz Es sei {a,} eine monoton nichtwachsende Folge von posmven Zahlen Siir
die Za? << und

3 , _ >atlogin =

erfiillt sind. Dann gibt es ein im Intervall (0, 1) orthonormiertes System {p,(x)} und
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eine Indexfolge {n,} derart, dap die Reihe (1) in (0 1) fast iiberall konuergzert und die
Te etlrethe Q) in (0, 1) fast iberall divergiert.

In der Arbeit [4] wurde es bewiesen, daB unter den Bedingungen dieses Satzes
ein orthonormiertes System {@.(x)} derart existiert, daB3 die Relhe (1) fast tiberall
divergiert.

Vor dem Beweis dieses Satzes werden wir ein anderes Problem erwahnen Fir
eine Folge {a,} setzen wir

el = sup[/ S sup (@101 ) + -+ + apy()2dx,
. 0 i . o

wobei das Supremum fiir jedes in (0, 1) orthonormierte System {¢,(x)} gebildet
ist. In [5] wurde es bewiesen, daB aus [{a,}]| <<o die Konvergenz der Reihe (1) bei
jedem orthonormierten System {¢,(x)} fast lberall folgt; weiterhin aus [[{a,}|= <
folgt, daB ein orthonormiertes System {¢,(x)} derart existiert, da} die Reihe (1)
fast uberall divergiert. ' ‘

Das erwihnte Problem ist folgendes: Sei ||{a,}||= < und Za <o, Gibt es dann
ein orthonormiertes System {¢,(x)} und eine Indexfolge {nk} derart, daf} die
Reihe (1) fast Giberall konvergiert, und die Teilreihe (2) fast tiberall divergiert?

2. Zum Beweis des Satzes werden wir gewisse Hilfssitze beniitzen.

Hilfssatz I. ([4]). Es seien c(=1) und p(=2) positive ganze Zahlen. Es kann
ein im Intervall [0, 5) orthonormiertes System von Treppenfunktionen {f,(c,p; x)}
(I=1, ..., 2p) mit den folgenden Eigenschaften angegeben.werden: zu jedem Punkt

X€ [%, % gibt es eine von x abhdngige natiirliche Zahl m(x) derart, daf die Funktions-

werte fi(c,p; x) (I=1, ..., m(x)) positiv sind, und

Sie s H S (6P X) = Ag Vep logp

gilt, wo A, eine positive, von x, ¢ und p unabhingige Zahl ist.

(In Folgendem bezeichnen A4,, A; , ... positive, von den Parametern unabhéingige
Konstanten )

Hllfssatz IL. ([2)) Es seien d und q positive ganze Za/11en, 0<d<gq. Zu jedem
© Indexpaar (i,j) mit 1=i=q, 1=j=q und |i—j| = d soll eine von Null verschiedene
Zahl o; ; zugeordnet werden; wir bezeichnen mit By das Maximum der absoluten
Betriige der Zahlen o; ;. In jedem. Intervall (u, v) mit

v—u > 2B, .
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konnen wir dann Treppenfunktionen ¢,(x) (I=1, ..., q) derart definieren, daf die fol-
genden Bedingungen erfiillt werden:

o) =1 (u=<x<v;l=1,..9),
f¢i-(x)¢j(x)dx = f“i,j - (li—jl=d, 1=i=gq, 1 §j§ q),

[oi®o;xdx =0 (=), li-jl#d 1sisgq, 1sj=q)

3. Beweis des Satzes. Es sei N, = 2(2+---+2") (m=1,2,...). Durch In-
duktion werden wir ein im Intervall (0, 1) orthonormiertes System von Treppen-
funktionen @, (x) (n=1, 2, ...) und zwei Folgen von einfachen Mengen') E, (S (0, 1)),
F,(S(0,1)) (m=1,2,...) derart definieren, daB die folgenden Bedingungen er-

fiillt sind: - : - _

Die Mengen ‘E, (m=1,2,...) sind stochastisch unabhingig, und fiir jedes m
(m=1,2,...) gelten o

4 ' m(E,) = —210 min (1 ; N,,,’Hdg,vmﬂ log?2N,., 1),
' : . 1
. . F = .
® m(F,) = Iz

Weiterhin fiir jedes m (m=1, 2, ...) bestehen

(6) ’ max 2 ayeu(x)| = K6‘1‘11 (x€-E)s
- . Npyp<n=N, , ([I=N,,+1 :
(7) (PZI(x)=“(P2-l-1(x) (qu"; I=th+1’-",Nln+l)'
Es sei

. (pn(x)zru(x) (n: ]s LAAE] 8:2N1)a

wobei r,(x)=sign sin 2"zx die n-te Rademachersche Funktion bezeichnet. Es sei
m, eine natirliche Zahl. Nehmen wir an, daB die Funktionen ¢,(x) (n=1, ..., 2N,, )
und die Mengen E,, ..., E, -1, Fi, ..\ Fmo-l derart definiert sind, daB3 diese Funk-
tionen Treppenfunktionen sind, in (0, 1) ein orthonormiertes System bilden, diese
Mengen einfach sind, 'weiterhivn E,, ...,Emo_l stochastisch unabhéngig sind, und
“(@)—(7) fir m= 1, ..., my—1 erfiillt werden.
~ Wir wenden den Hilfssatz I im Falle

. I . ] .
c = |- , +1 , — 2mo+1
[Nmo+1 a%N,,,o+1 10g.22Nmo+1 ] P

) ‘Eine Menge wird einfach genannt, wenn ‘sie als- Vereinigung endlichvieler Intervalle
‘entsteht.
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an ([o] bezeichnet den ganzen Teil von a). Auf Grund des Hilfssatzes I und der
‘Monotonitit der Folge {a,} gilt '

: n
®) max 2 azN,,,o+2zft(C,P;x) =
1sns22Metl =1 . .
1 T
= A, Vm0+la2Nm +1V2m0+1 = _6L

VNmo+ 1 aZNm +1 log 2]Vmo+ 1

Offensichtlich gilt :
. ' (9) . m(El:lo) = %min(l, Nmo+1a§N

Betrachten wir die Treppenfunktionen

le (x) = {ﬁ(c,g, x) (0 z:n:t 5),

(I=1,..,22m*1), Wir setzen

10g22N,0 1 1)-

mo+ 1

Va1 (x) = {—f,(c(,)p;x), © :0);; %),

S .
&, j = f ‘ﬁi(x)!l/j(x)dx (1 =jj= 4.2m°+1).
0 - .
Dann gelten
6= 1o (L=i=d2mett),  ai=1 (li—jl=1,1=ij=42m+),
0, =0 (=), li-jl#1, 15i J=4.2mt), ‘

Durch Anwendung des Hilfssatzes Il kann man im Intervall (5, 8) Treppenfunkuonen
@, (X), ..., @y ome+1(x) derart definieren, daf3

8 . o
[ @G xdx = —a; (i—jl =1, 1 =i, j = 4.2m+Y),
5 .
8 ' )
[ E@E@dx =0 (i), li—j| =1, 154, j=4.2m0+1),
5 ' ’ - . .
8 .
[ @@dAx =3  (i=1,..,42m%)
5

bestehen.
Wir bilden die Funktlonen

1
V = ‘”’[1—1/2»10]' [°<"<“2m3]’
1 1 '

¥ (x) =
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(I=1, ..., 4.2m*1) Nach den Obigen bilden die Treppenfunktionen ¥,(x) (=1,
., 4.2™*1) ein orthonormiertes System im Intervall (0, 1). Weiterhin auf Grund
der Definition der Funktionen ¢,(x) (I=1, ...,4.2"'0“) und (8), (9) folgt

- (10) _ ' max Zazn +21'p21(0 p;x) = V

. 15"52m0+1 I=

xe 31—1/2m(,,_3_1—1/2m0 o
e 5 c 5 °

" 1
an - m(E, ) = =20 min (1, Nmo+1a2N Hlog 2N,,,°+1),
4 ) ,
(12) lpzl(x) = lpzl_l(x) [XE[I _5_2', 1] = F"’D; l: 1, ...,4.2m0+1],_
. m} 4 )
: 1
(13) m(Fp) = 2m

Fiir ein endliches Intervall I=[a, b] und fiir eine in (0, 1) definierte Funktion f(x)
setzen wir

. f[x—a] ‘ (@< x<b),
f(I;x)# . b‘—a .

0 sonst,

~weiterhin fiir eine Menge H bezeichnen wir mit H(I) diejenige Menge, die aus H
durch die Transformation y = (b—a)x+a entsteht.

Da die Funktionen ¢,(x) (n=1, ..-» 2N, ) Treppenfunktionen sind, und die
Mengen E,, ..., E, _,, Fy, ..., Fo-1 einfach ,weiterhin die Mengen E,, ..., E, -
stochastisch unabhingig sind, kénnen wir das Intervall (0, 1) in endlichviele paar-
weise disjunkte Intervalle /., (1=r=g) derart zerlegen, da8 jede Funktion ¢,(x)
(1=n=2N,) in jedem Intervall I, (1 =r=g) konstant ist; und die Mengen E, (1=m=
=mgy—1), F (1=m=my—1) die Vereinigung gewisser I, sind. D1e zwei Hilften von
1, bezeichnen wir mit I/, und I” (1=r=y).

Dann’ setzen wir

Orvang, @ = ZTUED= Z Tl (=1, 427000,

e e
= y (Eme (1')UE$.'.°(1")) Fop = EJ‘ (Fmo DU Fry (1)

Nach dem Obigen und nach (10)—(13) ist es offensichtlich, daB die Treppenfunktionen

@, (x) (n=1, ..., 2Nmo+l) in (0, 1) ein orthonormiertes System bilden, die Mengen

' E,, F,(S(0, 1)) (m=1, ..., m) einfach und, die Mengen E,, (m= 1, ..., mg) stochas-

26 A
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tisch unabhiingig sind, weiterhin (3)—(7) fir m=1, ..., ‘mg bestehen. Das erwihnte
Funktionensystem {¢,(x)} und die Mengenfolgen {E,}, {F,} mit den erwihnten
Eigenschaften erhalten wir durch Induktion. o ’

Wegen der Monotonitit der Folge {a,} erglbt sich

Satlogin = 4,3 a3, log?2n = 4; Z‘ Nm+1a§Nm+llog22Nm+1.
Daraus und aus (3) folgt ! .
19 2 min(l, Ny, d3n,,,, 10g22N, 1) = oo ’
‘Es sei £E= Tim E,,. Da die Méngcn E, (m#l 2, ...). stochastisch unthé’mgig

m-»oo

sind, und (4) fiir jede natiirliche Zahl m besteht, auf Grund von (14) durch Anwen-
dung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas erhalten wir

(15) ' m(E) = 1.

Gilt aber x€E, dann besteht (6) fiir unendlich viele Indizes m, und so»divergiert
die Reihe o

(16) 2 82, 024(%).

Aus (15) folgt, daB} die Reihe (16) fast iiberall divergiert.
Es sei F= lim F,. Da (5) fiir jedes m erfiillt wird, durch Anwendung der

ersten Borel—Cantellischen Lemmas erhalten wir:
(17) m(F) = 0.

Da auch (7) fir jedes m erfiillt ist, erhalten wir daB im Falle x§ F eine von x ab-
hingige naturllche Zahl M=o (x) derart existiert, daB3 :

' ' 2N '
(18) SZN(X) SN, (x) 2 (%)= 2 (a21-1 —a2) 921(%),
: n=2A, o+t T d=Ny L
52N+1(x)—52~,,,0(x) = - NZ (a2l 1—azl)(l?z:(x)+‘12N+1‘P2N+1(x)
= mo

(N N+ 1, ...) bestehen.
Wegen der Monotonitit der Folge {a,} und wegen der Normierung der Funk-
_tionen erhalten wir

o r - 1
121' (az-1—az) f|¢2,(x)|dx = 121' (azi-1—az) I/ f‘P%l(x)_dx =
= 0 = o]

= Z;(an—l_an) = a; <oo,
n=
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woraus durch Anwendung des B. Levischen Satzes folgt, daB die Reihe

(19) : o - Z(aZI 1= az.l)‘Pzt(x;) )

fast iiberall konverglert Es sei G die Menge derjenigen’ Punkte x, in denen die
Reihe (19) konvergiert. Dann ist also :

(20 ' o m(G) =
' 1
~ Wegen Za’ << und f P2 (x)dx=1 (n'=1,2,- ...) erhalten wir . -
g g .

ey - ' lim 8,04 (%) =0

fast iiberall. Es. sei Hdie Menge derjenigen Punkte x', indenen (421‘) besteht. Dannistalso
(22) ' : .m(H) = 1.

Essei Q= ((O DN\NF)NGNH. Nach dem Obigen, auf Grund von (18) und (21) erhal-
ten wir, daB im Falle x€Q, die Reihe-(1) konvergiert. Weiterhin aus (17), (20) und
(22) folgt

m(Q) =

Damit haben wir bewiesen, daB die Reihe (1) fést iiberall konvergiert. _
‘Wir haben also die Divergenz der Reihe (2) im Fallc n=2k (k—l 2 ..) be-

wiesen.
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