'Uber die Konvergenz von Reihen nach Produktsystemen
Von FERENC SCHIPP in Budapest

Herrn Professor B. Sz.-Nagy zum 60. Géburtsmg gewidmet

Es sei (X,S,u) ein MaBraum mit endlichem, positivem u-MaB und
F={f,: n€ N}C L,(X) ein Funktionensystem mit M, =vrai max [ f,(0)| < (nEN); -

N={0, 1 2, ...}. Es bezeichne G={g,: nEN} das Produktsystem des Funktionen-
systems F; das bedeutet, daf3 fiir n¢ N mit der dyadischen Darstellung n= 2 n; 2!
(n =0, 1)

NONEE ' o= IT (M

gesetzt wird. Das System F heiBt stark multiplikativ, wenn G ein Orthogonalsystem
ist, multtphkatw wenn f g,d1=0 (n€N) ist; und schwach multiplikativ, wenn fiir

sein Produktsystem G dle Beziehung gilt:
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Diese Begriffe wurden .von G. Arvexits [1], [2] eingefiihrt und in neuester Zeit
von mehreren Mathematikern mit Erfolg auf wahrscheinlichkeitstheoretische Fragen
angewandt.

Das Rademachersche System R= {r, nEN } ist ein stark multlphkatlves System
und das -Produktsystem des sttems R-ist das Walshsche Orthogonalsystem
W={w,ncN}.

In [1] ist folgender Satz bewiesen (Theoréme 2): Ist F ein gleichnormiertes stark
multiplikatives System mit M, =1 (n ¢ N), so ist die Reihe > c,g, unter der Bedingung
> ¢t <oo fast liberall (C, «=0) summierbar.

In [3] wurde- dieser Satz folgenderweise verschirft: Ist Fein schwach multlphka-
tives System und geniigt sein Produktsystem G der Bedingung von L. SCHUR (s. [4],
S. 70), so ist die Reihe 3 c,g,im Falle 3¢ <o fast iiberall (C, a>0) -summierbar,

Dieser Satz wird folgenderweise verallgememert
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‘ Satz 1. Ist F ein schwach multiplikatives System und G das Produktsystem
von F, so konve;“giertdz'e Reihe 3 c,g, unter der Bedingung 3 c% <o fast iiberall.
. 1

Es sei feL?[0,1] (I1sp<<), f(n) = [ f(Yw,(1)dt (nEN), und fiir x€X,
[+

t€[0,1]; l<s<eo und n=1,2, ... fiilhren wir die folgenden Bezeichnungen ein: -
' n—1 n—1
S, (@) = _Z (k)wk(t) T,()x) = Z f (k) & (x),

. n 1/s n . . 1/s
e no={t 3ol wne=- {izwk(f)(x)r} »

n g=

Wir werden beweisen:

: Satz 2. IsthL”[O 11 (1<p<oo), s0 gzltfur 1 <s<oo (mit der Konstante A in
' (2)) und fiir n=1,2, .

1K (), p—[ﬂ+ ‘] IHE (/-

Nach einem Satz von P. SISLIN ([5], Theorem C) gilt fiir fEL”[O 1] (p>1)
3 IISUP 1Ss D= Cpll fllp-

Da die Funktionen H®(f)(1), KP(f)(x) in bezug auf s mbnoton zunehmend
sind und lim' H(‘)(f)(t)' max lSk(f)(t)I llm IK(S)(x)] = max ITk(f)(x)llst
ergibt sich aus Satz 2 und aus (3) das folgende - '

Korollar. Ist feL7[0,1] (I<p<ee), so gilt
@ - I50P Tl = 3511

Daraus folgt

Satz 3. Ist feL?[0, 1] (p>1) 50 konverglert die Reihe Z f(n)g,, fast uberal[

Satz 1 ist offenbar in Satz 3 als SpeZIalfall enthalten,

Beweis des Satze’s 2. Wir fihren die ,,I_(ernfunktion_én“
n—1 . .
Dn(x’ t) = Z(; gk(x)wk(t) (tE[O, 1], XEX-; h= ]> 2a )
: W2
ein. Aus der Definition von G und W folgt

Dant ) = I (14O /GIMIZ0 (€D, 115 x€X),

D |, und [ix,, bezeichnen Norm in L7[0, 1] und LI(X).
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woraus sich nach (2) ‘

. 1 . .. ‘
() [ Dulx, )du(x)=4, [ Du(x,)dt=1 (1€[0,1]; x€X; kEN)
X ) 0 .
‘ ergibt. Auf Grund der Orthogonalitdt des Walshschen Systems foigt :
) n—1 : 1 -
T.()(x) = 2 f(m) gu(x) = f Su(N)()Dys(x, t)dt  fiir 2¥>n.

Es sei l/p+1/p =1 und gEL” (X) eine beheblge Funktion mit [ glly, ,=1.
Offenbar gibt es Funktionen «, €L, (X) derart, daB mit s = s/(s 1) fast iiberall
in' X

. - n n . 1/3/ A
K,fs)(f)(x)=n1/s 2 (T, () (), ‘{mé'l |Otm(x)|s’}. =1

bestehen. Wir betrachten das lineare Funktional

18) = [ KO () du()=—1 J& 2 e dut=

nils ff[ U (X) S (f)(t)} g(x)Dzk(x t)dtdy(x)

Auf Grund der Holderschen Ung]eiqhun‘g ergibt sich
1 n /s ‘ v .
@)= [ [ HY (f)(t){ > lam(x)i"} £(x) Dy (x, 1) dt du(x) =
: X 0 m= '

) |
= [ HO DO ( [2X) Do, 1) du(x)) dt

Daraus, durch Anwendung der Hélderschen Ungleichung folgt

/-4

I(g)<lIH‘”(f)ll,,{ iy $0) D5, z)du(x)] } =I5 (N, B.

Fiir beliebige /¢ L?[0, 1] mit ||A],=1 sei

J(h)= f (o) ( f g(x)DZk(x, 1) du () dt.
Auf Grund der Ungleichung

pl
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und nach (5) erglbt sich
|J(h)|§— / AP ( [ Daxte t)du(X)) i+

+§Xf lg ()" (0/ D(x, t)gt]dy(x)§%+;17.

Daraus folgt, daB3
‘ A 1

B = su J(h §—+——,

’ umlpgnl @ JZ2 4

gilt, und so ist :

, ' A 1
1K (Hlx,» = sup II(g)lé[—+—7] [HS .
. 9 X.p’ p p .
-Damit ist Satz 2 bewiesen. '

Beweis des Satzes 3. Aus (3) folgt, daB fir fecLP[0,1] (p=1)
im =S, (ll, = 0. gilt. Aus der Folge #, = f—S,(f) 1aBt sich eine Teilfolge

{h, } mit 2 Il |7 < o> herausgreifen. Ist nk5n<nk+1, so gilt

0n(x) = SuP|T N®-T, (f)(x)l52 sup | T (/) () =T ()] =

mnk

=2 sup [T (P ) (%) = i (x)-

Da nach (4) ||~9k”x,p‘§3p||/',i,‘||p gilt, so ist '}imASk(x)=0 und gilt auch lim g,(x)=0

fast iiberall. .

Damit haben wir auch Satz 3 bewiesen.

.Ich mo6chte Herrn Professor G. ALEXITS fiir seine wertvollen Ratschlige bei
der Fértigstellung dieser Arbeit meinen aufrichtigen Dank aussprechen.
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