
Общие теоремы о факторизации оператор-функций 
относительно контура 

II. Обобщения 
И. Ц. ГОХБЕРГ и Ю. ЛАЙТЕРЕР (Кишинев, СССР) 

Эта статья является продолжением статьи авторов [1]. В ней получены 
различные обобщения теоремы из [1] о факторизации голоморфных оператор-
функций относительно контура. В этой статье, в частности, доказываются 
теоремы, сформулированные во введении к [1]. Здесь используются опреде-
ления и обозначения из [1]. 

Статья состоит из семи параграфов. Четвертый параграф *) носит вспомо-
гательный характер, в нем вводятся специальные классы алгебр оператор-функций 
и банаховых пространств вектор-функций. В пятом параграфе доказывается 
основная теорема о факторизации оператор-функций в банаховых алгебрах. 
В шестом параграфе приводится ряд дополнений к. основной теореме, а в седь-
м о м излагаются обобщения этой теоремы. Отдельный восьмой параграф 
посвящен факторизации относительно контура оператор-функций, удовлет-
воряющих условию Гельдера. В девятом параграфе устанавливается одна 
теорема об устойчивости при малых возмущениях суммарного индекса. В не-
большом десятом параграфе приводится одна теорема о неполной фактори-
зации. 

§ 4. Распадающиеся алгебры и связанные с ними 
пространства вектор-функций 

В этом параграфе и в дальнейшем используются основные обозначения, 
введенные в § 1. 

1. Обозначим через (£.=(£(Г, £ (©)) произвольную банахову алгебру непре-
рывных оператор-функций А: Г — £ (©) , обладающую следующим свойством: 

а) для любой оператор-функций А имеет место соотношение 
max |И(0| |® S С\\А\\е, 
С€Г 

где С — некоторая константа, не зависящая от А. ' 

*) Он являетсяп ервым в этой части статьи. Во всей статье нумерация параграфов сквоз-
ная. 
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Обозначим через ( £ + = й + ( Г , £ (©)) множество всех оператор-функций из 
(£, допускающих продолжения, голоморфные в и непрерывные вплоть до 
контура Г. Очевидно, (£+ является замкнутой подалгеброй алгебры (£. Анало-
гично через (£"=(£"(Г, ЦЗЗ)) обозначается подалгебра всех оператор-функций 
из Сс, допускающих продолжения, голоморфные в Г и непрерывные на 
Условимся еще в следующем обозначении: 

Очевидно, пересечение (£+ П(£о состоит только из нуля. 
Алгебра (£ называется распадающейся, если (£ является прямой суммой 

подалгебр (£о и (£+:(£ = ©о 
Факторизация . относительно контура Г оператор-функции А £(£:/! = 

+ называется факторизацией в (£, если ЛЁ 1 £(£ и А+ 1 £(£+.' 
Из упоминавшейся в § 1 теоремы о факторизации элементов, близких 

к единичному, в абстрактных банаховых алгебрах ([2], гл. 1, лемма 5. 1) вытека-
ет следующая лемма. 

Л е м м а 4. 1. Пусть алгебра (£ распадается и имеет единицу I. Тогда су-
ществует константа д > 0 , ' ) такая, что любая оператор-функция /(£(£, 
удовлетворяющая условию \\А — -< 5, допускает каноническую фактори-
зацию в (£. 

В дальнейшем будем рассматривать алгебры (£, которые обладают еще 
следующими дополнительными свойствами: 

б) если все значения /1(0 (С € -О оператор-функции А£(£ принадлежат 
СЬ(Ъ), то оператор-функция /)~1 £(£; 

в) всякая голоморфная функция А:Г-~ ДЭЗ) принадлежит алгебре (£. 
Множество всех таких функций плотно в (£. 

Приведем пример распадающейся алгебры. Пусть Г0 — единичная 
окружность и ЗВ = 2С(£(©)) — винеровская алгебра оператор-функций /1(0 
(С € г 0 ) , разлагающихся в абсолютно сходящийся степенной ряд 

л ( 0 = 2 04- {А.алЩ 
1=- ~ 

с нормой 

• 1И11ав - 2 МуН»- •• 

Очевидно, алгебра 5В обладает свойствами а) и в). Проверка свойства б) про-
водится с помощью, следующей леммы. 

') Отметим, что <5 = ггпп { | |Р |Г| | {211~'} , где Р — проектор, проектирующий простран-
ство (£ на (Е* параллельно (£", {? = / — Р. 
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Л е м м а 4. 2. Пусть (£ — банахова алгебра непрерывных оператор-функций 
А: Г — L(S) , которая обладает свойством а), и пусть Z<¡ — множество всех 
непрерывных скалярных функций <р на Г, для которых функции (/>(£)/(С 6 Г) 
принадлежат алгебре (£. Если алгебра Ze содержит все рациональные функции 
с полюсами вне Г и множество функций вида 

2 < P Á 0 * J ( * ) € £ ( » ) , Q»,€ZE)-
j= 1 

плотно в (£, то алгебра (£ обладает свойством б). 

Лемма 4. 2 легко выводится из одной общей теоремы Б о х н е р а — Ф и л -
л и с а — А л л а н а [3, 4]. Это доказательство приведено в статье [5] и поэтому 
здесь опускается. 

В дальнейшем понадобится следующая лемма о распадающихся алгебрах. 

Л е м м а 4. 3. Пусть (£ — распадающаяся алгебра, обладающая свойствами 
а), б) и в). 

Для любой оператор-функции GL(23), принадлежащей алгебре (£, 
существуют оператор-функции E±:F± — GL(^S) такие, что Е+, Е+' 

, El1 £ и оператор-функция Е_АЕ+ голоморфна на Г. 

Доказательство этой леммы проводится так же, как доказательство ана-
логичной леммы 2. 3. При этомс сылки на лемму ]. 2 необходимо заменить с . 
сылками на свойство в) алгебры (£, а ссылки на лемму 1.1 ссылкой на 
лемму 4.1. 

2. Пусть G — некоторое окрытое подмножество расширенной комплекс-
ной плоскости, граница dG которого состоит из конечного числа замкнутых 
спрямляемых жордановых кривых. Следуя книге Г. М. Г о л у з и н а [6] (см. гл. 
X, § 5), через £",(G) обозначим класс скалярных голоморфных на G функций 
<р(£) (С 6 G) (обращающихся в нуль на бесконечности, если G неограничено), 
для которых существует последовательность контуров y„ = G, сходящаяся к 
dG, такая, что 

sup f \<p(0\\dí\ -=.«•-. 
" Уп . . 

Как известно (см. [6], гл. X, § 5), каждая функция cp(z) (z 6 G) из Et(G) почти 
всюду на dG имеет предельные значения <р(0 вдоль некасательных путей, при-
чем функция <р(£) (С (i dG) обладает следующими свойствами: <p(Q £ Lt(dG), 

4>(z) - f r ^ d í (z6G), f<p(Qdt = 0. 
Lnl да ь z dG 
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Обозначим через банахово пространство сильно измери-
мых вектор-функций / : Г — 23, для которых 

ИЛк = /11/(011» 
г 

Будем говорить, что в е к т о р - ф у н к ц и я п р и н а д л е ж и т классу 93), 
если для всех функционалов а £33* скалярная функция (/(С), а) принадлежит 
классу ¿^(Р*). 

Пусть А — непрерывная на Г оператор-функция со значениями из Ц93). 
Через Ж обозначим оператор умножения на А в пространстве 

Ся//)(0 = а (0 / (0 ( С е г , / ^ ) . 
3. В дальнейшем будет предполагаться, что — некоторое линейное 

подмножество пространства которое со своей нормой является бана-
ховым пространством. 

Если (£=(£(Г, £(93)) — некоторая банахова алгебра непрерывных оператор-
функций А:Г-~Ь(Щ, то пространство 8$ называется (£ — пространством, если 
оно обладает следующими свойствами. . 

а) Для любой оператор-функции А£(£ имеет место ¿4(86) ̂  36 и сужение 
оператора на $8 является ограниченным оператором в 

Р) Для любого Г-кольца К множество Сш (К, 93) принадлежит 3$, причем 
для любой функции /£ Са(К, 23), 

и л и ^ Гк11/||с„(к,я), 

где гк — константа, зависящая только от К.2) 
Пространство 8$ назовем распадаюшимся, если линейные множества 

= П и 88 ~ = 8АГ\ё\ являются замкнутыми подпространствами й? 
и Зд = + Если пространство 36 распадается, то обозначим через 3? 
проектор, проектирующий пространство на 88+ параллельно , а через 
2. обозначим дополнительный проектор 2. = 

4. Пусть 23 = § — гильбертово пространство, Г — контур типа Ляпунова 
£Р2(Г, § ) — гильбертово пространство сильно измеримых вектор-функций 
/ : Г — д л я которых 

11/11 2̂ = / | 1 Л 0 1 1 в № < 
г 

Очевидно, ££2(Г, §>) является © — пространством для любой алгебры (£ = 
=(£(Г, Д § ) ) непрерывных оператор-функций А:Г — Д § ) . Кроме того, нетрудно 

2) Кроме того, предполагается, что норма в пространстве ЗА сильнее чем в пространстве 
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показать (подробно это сделано в [5], гл. Ш, лемма . 1. 1), что пространство 
У?2{Г, § ) распадается. Отметим также равенства 

(4.1) . № 2 = 1 И к и - р ь 2 = Р1к 2 ( г ) , 

где Х 2 (Г ) — пространство Ь2 скалярных функций на Г, Р — проектор, проек-
тирующий 1,2(Г) на£2

+(Г) = Ь2(Г) П Е ^ * ) параллельно Ь2(Г) = Ь2(Г) П Е^'У) 
а 0, = / — Р . Из (4. 1) вытекает, в частности, что в случае, когда Г является 
окружностью, имеет место равенство 

(4 .2) ' | | ^ 1 к = Р 1 к = 1. 

5. Приведем второй пример. Пусть © — банахово пространство й Г — 
контур Ляпунова. Обозначим через ¡£Р = У?Р(Т, ©) (1 < ; ; < » ) банахово про-
странство измеримых вектор-функций/ : Г 9 3 , для которых 

• I IЯ%, = / 1 / ( 0 - , г Ж. • 
I 

Очевидно, ^ ( Г , ©) является ^-пространством для любой алгебры (£ = 
= (£(Г, Д © ) ) непрерывных оператор-функций А:Г — !,(©). Однако пространство 
iСР(Г, ©) не всегда распадается (см. пример в [5], гл. Ш, § 2), но в случае, когда 
пространство © само является пространством типа Ьр, пространство £СР (Г, ©) 
(1 < "=) распадается. Поясним это подробнее. 

Пусть [8, <5, — некоторое пространство с мерой и &Р = 2 Р ( Б ) (1 < / ; < °о) 
— банахово пространство скалярных измеримых функций на Б с нормой 

' М р * р = /И*) ! р /< (<*0-я 
Как показано в [5] (лемма 2. 1, гл. Ш), пространство Л?Р(Г,&Р) распадается 
для любого 1 </><оо, причем имеют место равенства 

(4. 3) | | ^ | | ^ ( Г , £ Р ) = | | Р | 1 М Г ) И Р Ь Р ( Г , Й Р ) = Ш | | Ь Р ( Г ) , 

где ЕР(Г) — пространство Ьр скалярных функций на Г, Р — проектор, проекти-
рующий ЬР(Г) на Ь+

р(Г) = ЕР(Г)Г\ £ ' 1 (F + ) параллельно Ьр(Г) = Ьр(Г)П Е ^ Г " ) , 4 ) 
а <2 =1-Р. 

6. Перейдем к третьему примеру. Пусть © — произвольное банахово прост-
ранство и Г-гладкий контур! Обозначим через НУ(Г, ©) банахово пространство 

3) Как известно, пространство Ь2 (Г) распадается в прямую сумму подпространств 
Ь}(Г) и ¿Г (Г), которые в случае окружности являются ортогональными. 

4) Как известно, пространство ЬР(Г) распадается в прямую сумму его подпространств 
Ьр(Г) и Ь~{Г) при • 
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функций / : Г — ©, удовлетворяющих условию Гельдера с показателем а 
( 0 < а < 1 ) , с нормой 

11/11, = max ||/(С)|| + sup " ^ " / Р " -
С I ,c 2 €r ; ; l 9 i{ j I C 1 - 4 2 I 

Как отмечено в [7], пространство На(Г, ©) распадается. Отметим, что На(Г, £(23)) 
является банаховой алгеброй. 

Пространство # а ( Г , 93) является Я а (Г , L (©^-пространством. В самом деле, 
условие а), очевидно, выполняется. Пусть теперь для некоторого Г-кольца 
К последовательность f„£.Ca{K, ©) сходится по норме СШ(К, 23) к / . Отсюда 
следует, в частности, равномерная сходимость на Г последовательностей 
/„ и dfJdC к / и dfldC соответственно. Последнее влечет за собой сходимость 
последовательности /„ к / по норме НХ(Г, S ) . Следовательно, условие /?') также 
выполняется. 

7. Рассмотрим четвертый пример. Пусть ©-банахово пространство и 
©-распадающаяся алгебра непрерывных оператор-функций / ) :Г — £(23) со 
свойствами а), б) и в). Предполагается, что, кроме того, для каждого Г-кольца 
К норма пространства СЮ(К, ©) сильнее нормы ©. 

• Ниже будет показано, что для всякой такой алгебры существует рас-
падающееся ©-пространство 38, которое строится естественным образом. 

Обозначим через 38(<£) линейное множество всех вектор-функций / : Г - - © 
вида f{Q = A{Qx (х — фиксированный вектор из © а А — произвольная опе-
ратор-финкция из ©). Сопоставим каждой вектор-функции / 6 .^((5) оператор-
функцию 7}:Г —£(©), определенную равенством 

Tf{Qx = {x,a)f{Q (С€Г,х€©), 

где а — фиксированный7функционал из ©*, для которого (х, а)= 1. 
Очевидно, оператор-функция Tf принадлежит алгебре © и имеет вид Tf = 

= A(QR, где R = ( •, а)х и А €©. Множество всех оператор-функций вида T f , 
где / пробегает 38 (f&), образует замкнутое подпространство ©. Следовательно, 
линейное множество Й?(©) является банаховым пространством с нормой 

J / I L w ^ l l T V I I * ( / € « ( ( £ ) ) . ' 

Без труда проверяется, что пространство 38 распадается и обладает свой-
ством а) (из определения (S-пространства). Пусть теперь К-некоторое Г-кольцо. 
Если / — л ю б а я функция из СШ(К, ©) то в силу леммы 1. 3 существует голо-
морфная оператор-функция А : Г — £(©), такая, что f(Q = A(()x. Так как согласно 
свойству в) алгебры © оператор-функция А принадлежит ©, то f£38(<&). Следо-
вательно, Са{К, © ) ё ^ ( © ) . Из того что норма алгебры Са(К, 23) сильнее нормы 
С, вытекает, что норма Ст(К, 23) сильнее нормы пространства 88((&). Таким 
образом; пространство 38(<&) является ©-пространством. 
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§ 5. Общая теорема 

1. Одной из основых в статье является следующая теорема. 

Т е о р е м а 5. 1. Пусть Д93)) — распадающаяся банахова алгебра 
непрерывных оператор-функций, обладающая свойствами а), б) и в), и ¿8 — неко-
торое распадающееся ¡¿-пространство. 

Оператор-функция Л: Г — б ! , (23) из алгебры (£ допускает факторизацию 
в (£ в том и только том случае, когда оператор ЗРзй является Ф-оператором в 

Доказательству теоремы 5. 1 предпошлем следующую лемму. 

Л е м м а 5. 1. Пусть К является Г-кольцом и оператор-функция О Д ® ) 
голоморфна на К. Если 

(5.1) z { O g Л O = m + g Л O (С€Г). 

где 8± € Е* и /€ Ст(К, 23), то е± 6 С ¿(К, 93). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать,. что g+£C0 1(K, 23). Без ограни-
чения общности можно считать, что Гл = дКС\Т~ является параллельным 
контуром к контуру Г. Контур Г1 ориентируем так, чтобы при его обходе 
множество К осталось справа. 

Рассмотрим функции 

Очевидно, §+€С+(К, 23). Осталось показать, что g+=g+. 
Покажем сначала, что для всех а £ 2 3 * и £ £ . Г + имеет место равенство 

(5.2) • . . 
гиг, 4 С 

В силу леммы 1. 2 существуют оператор-функции 

т „ ( о = 1 ; м о г „ / ( п = 1 ,2 , . . . ) , 
у=1 • . . 

где г,и- — рациональные функции с полюсами вне К и £ Д © ) , такие, что 

(5.3) ш а х ц г - Ч О - г ^ О Н ш ^ - . 
5€К . И 

Так как то функции 
к" г (С) 

(YЛ0g-(0,cl) = 2 у ^ О г Д О . Г* а) (п = 1,2, ...) 
>=1 4 - С 
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принадлежат классу ЕЛ(К П Е ). Следовательно (см. (4. 2)), 

1 ( У М ) , а ) ( / с = 0 ' 

гиг1 = 

Отсюда в силу (5. 3) вытекает равенство (5. 2). 
И з (5. 2) и (5 .1) следуют равенства 

(3 <£Л г < г ' * ( 0 1 / ( Р + г - ( 0 ] > а > ¿ г - 1 г<£±®1±лг 
\*> + Ъ ) > а ? - 2 т / 2 т п / 

для всех я £ © * и Учитывая равенство (4. 1), а также принадлежность 
функции — а) пространству £ ' 1 (Г + ) , получаем, что для любого 
функционала а ^ © * существует множество Г а ^ Г меры нуль, такое, что 

(5.4) < 1 + ( С ) - Ы 0 , а > = О для всех { е Г \ Г а 

Так как функция §+— g + сильно измерима, то существует сепарабельное 
подпространство пространства © такое, что ,&+(С)€91 почти, всюду 
на Г. В силу теоремы Хана—Банаха легко найти последовательность функцио-
налов я„£©* (и = 1, 2, ...), такую, что для всех х £ 91 имеет место равенство 

\\х\\ = вир | ( х , а ) | . 
П 

со 

Отсюда и из (5. 4) получаем, что почти всюду на множестве г \ и г „ п , т. е. 
1 

почти всюду на Г, имеет место равенство ¿ + ( 0 —я+(0 = 0. 
Лемма доказана. 

2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. 1. Пусть оператор-функция А:Г — С£(©) 
принадлежит алгебре (£ и-оператор ЗРяЛ является Ф-оператором в 33+. Обоз-
начим через Е± оператор-функции из леммы 4. 3 и через К — кольцо, такое, 
что оператор-функция Е_АЕ+ голоморфна на замкнутом кольце К и 

' £ _ ( С М ( 0 £ + ( 0 6 С £ ( © ) 
для всех ( { К . Так как операторы 0>8± обратимы в 
то и оператор является Ф-оператором в 

Положим А=Е_АЕ+. 
Оператор ЗРз$ можно рассматривать как оператор, действующий в 

С£(К, ©).. Через ЗРз4\88+ будем обозначать оператор рассматриваемый 
в а через ЗР1 С+ — оператор ЗР^, рассматриваемый в С ¿(К, ©). 

Для л ю б о г о / + €С+(/С, © ) П 1 ш ЗР$4\38+ уравнение 

имеет решение g + которое в силу леммы 5. 1 принадлежит пространству 
С£(К, ©). Следовательно, 

(5. 5) 1 т З Р ^ |С+ = С+ (К, ©) П 1 т М \ 3 $ + . 
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Так как множество lm замкнуто по норме а в силу свойства /?) 
норма пространства С£{К, 23) сильнее нормы + , то из. (5.-5) вытекает зам-
кнутость множества lm по норме С+(К, ®). Кроме того, из (5. 5) вы-
текает оценка dim Coker ÍPsé|С+ S d i m Coker SPsé 

Очевидно, K e r 3 P S I \ C Z S и, следовательно, dim Ker SPSÍ\CZ <="=• 

Таким образом, оператор SPsi является Ф-оператором в пространстве СШ(К, 93). 
Следовательно, в силу теоремы 2. 1 оператор-функция s í допускает фак-

торизацию: A =A-DA+ . Полагая A_ = Ez\A_ и ' А + = А + Е+1, получаем фак-
торизацию оператор-функции А:А = A-DA+. 

Теорема 5. 1 доказана.5) 

3. Приведем один пример применения теоремы 5. 1. Пусть © — банахово 
пространство. Обозначим через ЛС^Щ банахово пространство всех сильно 
измеримых вектор-функций /(/•) (— <=о<;<оо) со значениями из 93, для которых 

н / | | * , = ' / « д о и » л 

Через 93(93) обозначим банахово пространство всех вектор-функций вида 
со 

(5.6) . а(Х)~а0+ f ea'f(t)dt e 0 € ® , / . € J2?,(®)) 

с нормой 
• • N 1 « = llflolle+11/lk- • 

Через 93+(®) обозначим подалгебру 93(®), состоящую из вектор-функций 
вида (5. 6), для которых f(t)~0 при /-<0. Аналогично через 93_(®) обозначим 
подалгебру 25(93), состоящую из вектор-функций вида (5. 6), для которых 
/ ( f ) = 0 при f > 0. Обозначим через ЗР проектор, проектирующий 93(93) на 93+(23) 
параллельно 93_(23). 

Т е о р е м а 5. 2. Пусть оператор-функция А:(— — GL(®) принад-
лежит банаховой алгебре 93(Д93)). Для. того чтобы оператор-функция А до-
пускала^ факторизацию в 93(Д®)), т. е. была представима в виде 

А (л) - А. [>.)П(1)АЛ ( / ) , 
в котором А_, AZ1 €2?_(Д®)), А +, А + 1 £93 + (Д®)) и 

" Í / . - ¡ Y J 

(5.7) + 

где Рх, ..., Рп — дизъюнктные одномерные проекторы, Р0 = I— 7", Рп, 
х11=х2— хп — целые числа, отличные от нуля, необходимо и достаточно, 
чтобы оператор был Ф-оператором в пространстве 93+(®). 

5) Необходимость условия теоремы очевидна. 
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из всех вектор-функций вида а г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим банахово пространство 23(©), состоящее 

-•1 + С ' (1(1 = 1), где а(Л) € 23(33) с нормой 

_ = II в(Я)||». 
а 

1 - е 

, -I±í 
1 - С 

С помощью леммы 4. 2 легко доказывается, что алгебра ©(£(23)) обладает 
свойствами а)—в). Алгебра 93 ± (ЦЗЗ)) состоит из всех оператор-функций вида 

.1+е , где Л(/.) £©±(Ц©)) . Отсюда следует, что алгебра 23(1(23)) является 

распадающейся. 
Нетрудно видеть, что пространство 23(23) является 5В(Ц93))-пространством. 
Таким образом, к оператор-функциям из алгебры ©(Ц©)) применима тео-

рема 5. 1. Заменяя в полученной согласно теореме 5. 1. факторизации £ на 
(Л—/)/(!+/) , получим факторизацию (5. 7). 

Теорема доказана. 

§ 6. Дополнение к общей теореме 

В теореме 5. 1 предполагается, что все значения оператор-функции А об-
ратимы. В случае пространства ££р это предположение можно опустить. Имеет 
место следующая теорема. 

Т е о р е м а 6. 1. Пусть © — б а н а х о в о пространство и при некотором р 
(1 < пространство ЛРр(Г, ©) распадается. Если для непрерывной оператор-
функции А:ГЬ(Щ оператор является Ф-оператором в пространстве 

©), то все значения А(С)(££Г) обратимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что все операторы А(С)(СаГ) 
являются операторами регулярного типа. Допустим, что для некоторого (о £ Г 
оператор А(£0) не является оператором регулярного типа. 

Если У ^ Г , то обозначим через ^СР(У, ©) подпространство всех функций 
Н€£?Р(Г,Щ со свойством /¡(0 = 0 ((£Г\У). Покажем теперь, что существует 
дуга и ^ Г , содержащая точку Со, такая, что для любых к 6 ®) и ^ £ Кег 
имеет место оценка 

(6. 1) I I A - g l k s j 

Пусть g f c— базис конечномерного подпространства Кег 
такая константа, что 

2 М * С 
] = 1 у=1 

и С-
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Выберем дугу U настолько малой, чтобы 

m a x \\gjWv ^ 
1 к 

где 

И/Ии = ( / НД011 Р №) 1 / Р ' ( / е ^ р ( г , © ) ) . 
V 

Тогда для любого вектора g=^а^-бКег 

(6- 2 ) Ы Ь g 2 W l l ^ - L ^ ¿ 2 l«yl — { Ы 1 * , • 

Соотношение (6. 1) в случае \\g\\<?p = 2\\h\\&p тривиально, а в случае \\g\\s'p = 2\\h\\^p 

оно следует из (6. 2): 

. S \\h\\xp-\\g\\v ё \ \ h y p - j llgb, s yl|A||*p. 

Оператор A((0) не является оператором регулярного типа, т. е. существует 
последовательность векторов со следующими свойствами: 

(6 .3) ||х„| = 1 и |И(Со)х„11<-^ ( « = 1 , 2 , . . . ) 

Выберем дугу U„QU так, чтобы 

(6-4) \\А( 0 * J < { ( C W 

Пусть гп — рациональные функции, такие, что 

(6 .5) max | г„(01<-^-
?€Г\СГ„ п 

и 

(6.6) f M w m = 1. 
v„ 

Обозначим через Г 0 связную компоненту контура Г, которая содержит 
точку £ 0 . Контур Г 0 разбивает комплексную плоскость на две области: Go и 
Gq . Обозначим через Gq ту область из Go и GQ , которая в окрестности контура 
Г 0 совпадает с множеством F+. Перемножая некоторые конформные отоб-
ражения, отображающие область на единичный круг (подробно это изложено 
в статье [8]), найдем голоморфные в F+ и непрерывные на F+ скалярные функ-
ции <р„ со следующими свойствами: 

1) | ф в ( 0 | ё 1 ( С € Г ) , 
2) 1^(01 = 1 (С €Г 0 ) , 
3) функции (р„(С)гп(О голоморфны на F + . 
П о л о ж и м 

Ш = <Рп<Пг„(0хя. 
Очевидно, /„£.£?+ (Г, S ) . 

4 А 
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Обозначим через '/_„ характеристическую функцию дугу С/„. Тогда в силу 
(6. 1) и (6. 5) для любой функции g £ Кег имеет место соотношение 

\\fn-s\K £ Шп-е\\*Р-М\-у£М*Р ^ у Ш Л - ^ П 

где |Г|-длина контура Г. Так как в силу (6. 6) 

\\ХпМ*Р = (¡.\\<Рп(0г(0хЛг№\У" = 1. 
"п 

то отсюда вытекает 

(6 .7) \ \ / п - Е У р £ у — ( и - = 1 , 2 , . . . . ; . ^ К е г ^ ) . 

Кроме того, 

\ \ м м * Р * т [ / | / - п ( 0 1 р м ( о * л р к 1 + ¡к(о\риюхп\\рт]. ' 

г\ и„ и„ 

Следовательно, в силу (6. 4) и (6. 5) 

(6. 8) \ № / А * Р ^ \ \ П 0. 

Соотношения (6. 7) и (6. 8) противоречат нормальной разрешимости опе-
ратора 

Допустим теперь, что для некоторого Со € Г оператор А({,0) не обратим. 
Так как он нормального типа, то тогда существует вектор х ^ О , такой, что 
х $ 1 т А(С0), и функционал а£©*, такой, что (х, а) = 1 и (1ш А((0), а)=0. 

Легко видеть, что существуют дуги и„ШГ и непрерывные оператор-функ-

ции Ап:Г~ЦЩ, для которых | | Л „ ( 0 - Л ( С ) Н ( С € Г ) и Л ( 0 = ^ ( С о ) ( С С и„). п 
Очевидно, 

(6 .9) Иш \ \ М „ - М У Р = 0. 

Функции вида <р+(()х, где (р+^0 — скалярная функция из Ь*{Г), не принад-
лежат 1ш (/7=1, 2 , . . . ) . В самом деле, допустим, что 

<Р+(0* = К ( 0 / + ( С ) + / _ (О (Г, » ) ) . 
Тогда 

< М 0 = <?+(£)*,«> = < Л ( 0 / + ( 0 , « > + < / - ( 0 , « > -

Так как <Л„ (()/+((), я>=<ДСо) /+(0 , а > = ° для С € [/„, то отсюда следует 

< М 0 = < / ( 0 , я > (Сб£/„), 

что невозможно, так как ( / _ ( 0 , а)£_Ь~(Г). 
Этим доказано, что операторы имеют бесконечномерные коядра, 

что в силу (6. 9) означает, что оператор 0>$4, вопреки предположению, не явля-
ется Ф-оператором. 

Теорема доказана. 
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Отметим, что из теорем 5. 1 и 6. 1 вытекают теоремы 0. 2 и 0. 4, сформули-
рованные во введении к первой части статьи. В самом деле, как отмечено в 
§ 4, п. 1 этого параграфа, для любого банахова пространства ® алгебра 2B(L(©)) 
распадается и обладает свойствами а), б) и в). Пространство 2B(S), очевидно, 
является 9B(L (©^-пространством, 'откуда в силу теоремы 5. 1 следует теорема 
0. 4. Как отмечено в § 4 п. 4 в случае гильбертова пространства, © = § прост-
ранство Л?2(Г,§)) является распадающимся 5С(£(§))-пространтвом, откуда 
в силу теорем 5. 1 и 6. 1 вытекает теорема 0. 2. \ , • 

§ 7. Еще две общие теоремы 1 

1. Теорема 2 . 1 не является следствием теоремы 5. 1, так как алгебра 
СЮ(К, £ (©) ) не обладает свойствами б) и в). Приведем одно обобщение тео-
ремы 5. 1, которое содержит также теорема 2. 1. 

Пусть М Э Г — некоторое замкнутое множество, для которого существует 
последовательность К t Э . . . Г-колец, такая, что •, 

м - П Kj, 7=1 
и пусть (£ м =(£(М, Г(©)) — распадающаяся6) банахова алгебра непрерывных 
оператор-функций А\М-*Ь(^&), которая обладает следующимй свойствами: 

а ') Для любой оператор-функции А <с (£м имеет место 

т а х И ( 0 | | в ^ С ; И | | . , •• 
О.М 

где константа С не зависит А. 
б') Если все значения А (() (( £ М) оператор-функции А 6 (£м принадлежат 

G£(©), то (£м. 
в') Все голоморфные оператор-функц.ш А:М-*Ь(Щ принадлежат алгебре 

(£м и образуют в ней плотное множество. 
Пусть 36 — некоторое линейное подмножество пространства х которое 

со своей нормой является банаховым пространством. Пространство 38 будем 
называть (£м-пространством, если оно является распадающимся и обладает 
следующими свойствами: 

а ' ) Для любой оператор-функции А £ (£м имеет место л#{38)Щ38 и сужение 
оператора на 0) является ограниченным оператором в 38. 

[У) Все голоморфные вектор-функции/:М-<-93 принадлежат 38 и для любого 
Г-кольцаК^Мнорма пространства СЮ{К,Щ сильнее нормы 38.7) 

6) В смысле определения из § 4, п. I. 
7) Кроме того, предполагается что норма в пространстве 38 сильнее чем в ¿5?,. 
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М ы не останавливаемся здесь на примерах (£м-пространств, которые 
аналогичны примерам ©-пространств, приведенным в § 4. Отметим лишь, что 
для всякой распадающейся алгебры, в которой норма слабее нормы простран-
ства Са(К, 93), где К—произвольное Г-кольцо, содержащее М, существует 
специальное (^^-пространство. Это пространство строится так же, как (£-про-
странство 38((£) (см. §4, п. 7), и будет обозначаться также через 38(<&м). 

Т е о р е м а 7. 1. Пусть (&м-распадающаяся банахова алгебра, обладающая 
свойствами а'), б ') и в ') и 38—некоторое распадающееся &м-пространство. 

Для того чтобы оператор-функция А:М-~СЬ(9&) из (£м допускала факто-
ризацию в (Ем, необходимо и достаточно, чтобы оператор 38$$ был Ф-оператором 
в пространстве 33 

Легко проверяется, что доказательство теоремы 5. 1 остается в силе и для 
теоремы 7. 1. 

Очевидно, обе теоремы 2. 1 и 5. 1 являются частными случаями теоремы 
7. 1. 

Приведем одно следствие из теоремы 7. 1. 

С л е д с т в и е 7. 1. Пусть пространство 38 распадается и обладает следу-
ющими свойствами: 

а") Для любой голоморфной оператор-функции А: Г £(¥>) имеет место 
•я? (38)^38 и сужение оператора на 38 является ограниченным оператором 
в пространстве 33. 

/?") Все голоморфные вектор-функции / : Г 93 принадлежат пространству 
38 и для каждого Г-кольца К норма пространства СЫ(К, 93) сильнее нормы 38.*) 

Голоморфная оператор-функция А:Г->-€£(%3) допускает факторизацию 
относительно контура Г в том только том случае, когда оператор 38^ является 
Ф-оператором в 38+. 

2. Сделаем два замечания к общим теоремам. Пусть пространство 38 
распадается и А:Г—№,($$) — любая непрерывная оператор-функция, для кото-
рой ¿¡¿(38)<=38, ¿&~1{08)с^38 и сужения операторов и л/"1 на 38 являются 
ограниченными операторами в 38. 

Тогда легко проверить, что имеет место равенство 

(7. 1) 

где 2. = У—ЗР. Так как операторы и У—ИяЯЗ? обратимы, то 
отсюда следует, что оператор является Ф-оператором в 38+ в том и только 
том случае, когда оператор является Ф-оператором в 38~. При этом 

( 1 1 ш К е г ^ ' ^ = ( 1 1 т К е г ^ ~ 1 и д н п С о к е г Й ^ - с П т С о к е г . З л / - 1 . 

8) Кроме того, предполагается что норма в пространстве 38 сильнее чем в . 
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Следовательно, в формулировках теорем 0. 2, 0. 4, 5. 1, 6. 1 и 7. 1 и в след-
ствии 7. 1 оператор SPstf можно заменить оператором Отметим еще, что 
если в предположениях одного из этих предложений оператор-функция А 
допускает факторизацию A =A_DA+ относительно Г, то, как легко видеть, 
имеют место равенства 

(7. 2) dim Ker = dim Ker ~ 1 = dim Ker 93) = 2 
Xj-= 0 

И 

(7. 3) dim Coker 9 = dim Coker Sts4 ~1 = dim Coker 93) - 2 xj> 

где Xf все частные индексы оператор-функции А. 

3. В этом пункте приводится еще одна общая теорема. Ее формулировке 
предпошлем два определения. 

Пусть ©^-некоторая банахова алгебра непрерывных оператор-функций 
А:М~* £ (©) . Подпространство 91 ^ (£м назовем конечно-порожденным, если 
существует конечное число оператор-функций Xj£'3l и одномерных проекторов 
Pj(j=\,2, . . . , п) из L(©), таких, что 91 совпадает с множеством всех оператор-
функций вида 

(7.4) 2 (О Pj <4j, 
j= i 

где Aj — произвольные операторы из £ (©) . Линейный ограниченный оператор 
Т, действующий в пространстве назовем обобщенным Ф-оператором, 
если он обладает следующими свойствами: 

1) оператор Т — нормально разрешим, т. е. его множество значений зам-
кнуто", 

2) подпространство Ker Т является конечнопорожденным; 
3) к подпространству Im Т существует прямое дополнение в <&м, являю-

щееся конечнопорожденным подпространством. 

Т е о р е м а 7. 2. Пусть (£м—распадающаяся банахова алгебра, обладающая 
свойствами а), б ') и в'), и пусть оператор-функция Л : М — G L ( © ) принадлежит 

Для того чтобы оператор-функция А допускала факторизацию в (Ем , 
необходимо и достаточно, чтобы оператор 9si был обобщенным Ф-оператором 
в пространстве 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть оператор-функция А £(£м допускает фактори-. 
зацию в (£м : 

A=A_DA+ 

где 
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Оператор 9 ^ = 9 ^ ^ . 9 3 1 9 ^ ^ , причем - и 9з4+ обратимы в Оператор 
9 2 ) распадается в прямую сумму конечного числа односторонне обратимых 
операт.оров. Следовательно, оператор 9 3 ) и вместе с ним оператор 9$4 являютя 
нормально разрешимыми. 

Без труда проверяется, что подпространство Кег 9$0 состоит из всех 
оператор-функций из <&м вида 

2 2 1 Гл+ЧОЪ^, 
Xj'<0 к = О 

где A j — произвольные операторы из £(93). 
Подпространство всех оператор-функций вида 

х^О ] = 0 о 

где ,4 /пробегает все ¿(93), является прямым дополнением к 1ш в . 
Следовательно, "оператор 9л/ является обобщенным Ф-оператором в 

Пусть является обобщенным Ф-оператором в пространстве (££. Об-
разуем банахово пространство 33(<£м), которое можно интерпретировать как 
подпространство (£м всех вектор-функций вида Х(()11, где Х(£) пробегает 
(£ м , а ^-фиксированный одномерный проектор из £(93). Пространство 9 ( ( £ м ) 
¡является распадающимся (£м-пространством, причем 

.... 33, + ^ м ) = {Х+(0К:Х+(0^}. 

Покажем, что оператор 9.я/|й?+((£м) является Ф-оператором. В самом деле, 
пусть уравнение 

' " ; 9 ( л / Х ) =. У Я, 

где У€®м, разрешимо в (Е^ и является его решением, тогда, очевидно, 
оператор-функция Х(ОЯ также является решением этого уравнения. Следо-
вательно, 

Таким образом, 'оператор 9 л / \ 3 + ( < £ м ) является нормально разрешимым. 
Пусть ядро оператора 9$$ в (Е^ систоит из всех оператор-функций вида 

(7. 4), тогда легко видеть, что подпрортранство Кег (9л$\@1+(<&)м. состоит из 
оператор-функций вида 

(7. 5) 2 Х Л О Ъ ^ К -
1=>1 

Оно, очевидно, пробегает конечномерное подпространство. 
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Пусть некоторое прямое дополнение к подпространству Im в 
состоит из всех оператор-функций вида (7. 4), тогда легко видеть, что все опе-
ратор-функций вида (7 .5 ) образуют прямое дополнение к Im (0s í \38 + ( f¿ M ) ) 
в 38+(<&м). Следовательно, dim Coker 

Таким образом, оператор является Ф-оператором. В силу 
теоремы 7. 1 оператор-функция А допускает факторизацию в (Ем. 

Теорема доказана. 

§ 8. Оператор-функции, удовлетворяющие условию Гельдера 

В э т о м параграфе дополнительно предполагается, что контур Г-гладкий. 
Обозначим через Н Х = Н Х { Г , £ (©) ) , где а — фиксированное число, 0 < а < 1, 

банахову алгебру оператор-функций Л : Г—1,(33), удовлетворяющих условию 
Гельдера с показателем ос. Н о р м а в Нх вводится равенством 

M L = m a x | | ¿ ( 0 | | e + . s u p ' | C i - C 2 | - M ( C i ) - A ( C 2 ) h . 
сег ' С|,С2€ЛС,̂ С2 . 

Как уже отмечалось, алгебра Нх удовлетворяет условиям а) и б) из § 4, 
п. 1 и является распадающейся: Нх = -i- (Н~)0. В э т о м параграфе устанавли-
вается следующая теорема. 

Т е о р е м а 8.1. Пусть 38 — некоторое распадающееся Н¿-пространство (оп-
ределение см. §4 , п. 3J. Оператор-функция A:r~»GL(23) из На допускает фак-
торизацию в Нх в том и только том случае, когда оператор 0>s4 является 
Ф-оператором в пространстве 

Э т а теорема не укладывается в общую схему теоремы 5. 1, так как ал-
гебра Нх не обладает свойством в) из § 4, п. 1. Г о л о м о р ф н ы е оператор-функции 
А:Г->-.£,(23) принадлежат На, однако не образуют в На плотное множество. 

Доказательство теоремы 8. 1 основывается на трех леммах . Первая из них 
заменяет условие в) более слабым, вторая заменяет лемму 4. 1 более сильной, 
а третья по существу совпадает с л е м м о й 4. 3 для алгебр НХ(Г, £(23)). 

Л е м м а 8. 1. Пусть 0 < / 2 < а < 1 . Тогда все функции вида 

2 rjiQXj, 
j= i 

где Xj £ £ (23) и г ¡-рациональные функции с полюсами вне контура Г, образуют 
плотное множество в Нх по норме H¡¡. 

В скалярном случае эту лемму установил Г . Ф. Манджавидзе [9] (см. также 
[10], стр. 443). В случае, когда Г является окружностью и 23-гильбертовым 
пространством, эта л е м м а доказана в [11]. Приведенное т а м доказательство 
сохраняет силу и для рассматриваемого здесь более общего случая. 
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Л е м м а 8. 2. Пусть 0 </?<«< 1. Тогда существует число <5>0 такое, что 
каждая оператор-функция А£На, удовлетворяющая условию \\А— 1\\р<д, 
допускает каноническую факторизацию в Я , . 

Эта лемма в более общем и более абстрактном виде доказана в статье 
[12]. Она является обобщением одного предложения, установленного Г. Ф. 
М а н д ж а в и д з е [9] (см. также [10], стр. 442—446) для матриц-функций, удов-
летворяющих условию Гельдера. 

Л е м м а 8. 3. Для любой оператор-функции А : Г — 61,(23) из На существуют 
оператор-функции Е± : / г ± -<- (3£(23) соответственно из Н*, такие, что оператор-
функция Е-АЕ+ голоморфна на Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0</?<ое и (5 — константа из леммы 8.2. В силу 
леммы 8. 1 оператор-функция А представима в виде ( 1 + М ) С , где \\М\\е<5 
и оператор-функция С голоморфна на Г. Из леммы 8. 2 следует каноническая 
факторизация оператор-функции 1+М в НЛ: 1+М = Х_Х+. Снова применяя 
лемму 8. 1, получаем представление оператор-функции 1 + С в виде Х + С = 
= Н(1+М), где и оператор-функция Я голоморфна на Г. В силу лем-
м ы 8. 2 оператор-функция 1+М допускает каноническую факторизацию в На : 
/+ЛГ = У_ У+ . Так как оператор-функция НУ_ голоморфна на Г и ЯУ_ = 
= Х1'А У+1, то этим лемма-доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 8. 1 теперь совпадает с доказательством 
теоремы 5. 1, если вместо леммы 4. 3 воспользоваться леммой 8. 3. 

В третьем параграфе было отмечено, что пространства ПЛ(Г, 23).и § ) 
(в случае гильбертова пространства 23 = § ) являются распадающимися Н а-
пространствами. Таким образом, из теоремы 8. 1 следуют теоремы 0. 1 и 0. 3, 
сформулированные во введении. 

Отметим, что в силу равенства (7. 1) в теоремах 0, 1. 0. 3 и 8. 1 оператор 
$>¿4 можно заменить оператором . При этом если условия одной из этих 
теорем выполняются, то имеют место соотношения (7. 2) и (7. 3). 

В заключение отметим, что сохраняет силу теорема 7. 2, если в ее форму-
лировке заменить алгебру <&м алгеброй # а ( Г , 7.(23)). 
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§ 9. Устойчивость 

Пусть непрерывная оператор-функция Л: Г — GL(33) допускает факториза-
цию относительно контура Г: 

А (О = А_ (С) [ а + Д С ^ л ) А+(Q. 

Число Ind A ( = í nd (А, Г)), определямое равенством 
п 

Ind А = Z x j -
j= 1 

называется суммарным индексом оператор-функции А относительно контура 
Г. В статьях [7, 13] (см. также [14]) при дополнительных ограничениях на one" 
ратор-функции получены формулы для вычисления суммарного индекса и 
доказана его устойчивость при малых возмущениях. В э т о м параграфе теоремы 
об устойчивости распространяются на новые классы оператор-функций. 

В э т о м параграфе 5 обозначает либо распадающуюся алгебру (£(М, L (®)) 
со свойствами а'), б ' ) и в ' ) (см. § 7), либо алгебру На{Г, L (53)) (см. § 8), в послед-
нем случае предполагается, что. контур Г является гладким. 

Отметим, что, в частности, 5 может совпадать с алгеброй СЮ(К, Ь(Щ) 
(см. § 1), где К — некоторое Г-кольцо, или с распадающейся алгеброй 
(£(Г, £ (©) ) , удовлетворяющей условиям а), б) и в) (см. § 4, п. 1). 

Через 38 обозначим некоторое распадающееся ^ -пространство (см. § § 4 
и 7) и через ^ - п р о е к т о р , проектирующий на 38+ параллельно 38~. 

Т е о р е м а 9 . 1 . Пусть оператор-функция A:T-*GL(3Í) из алгебры g до-
пускает факторизацию в 5- Тогда существует число ő = ő(A)>0 такое, что 
для любой оператор-функции удовлетворяющей условию 

(9 .1) • 

оператор-функция А+Х также допускает факторизацию в причем 

(9 .2 ) Ind (А+Х) = Ind А и 2 ^ 2 *j> 
x'j^O XJ=-0 

где y.j — частные индексы оператор-функции A, a x'j — частные индексы опе-
ратор-функции А+Х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теорем 7. 1 или 8. 1 в зависимости от выбора 
алгебры 5 оператор SPsé является Ф-оператором в пространстве 38+, причем 
согласно (7. 2) и (7. 3) 

Ind А — — Ind 38s4*) и 2 = dim Coker 
Xj^O 

9) Через Ind 38sé обозначается индекс оператора 38sé, т.е. 
Ind 3Psé = dim Ker 9si- dim Coker 38si. 



58 И. Ц. Гохберг—Ю. Лайтерер 

Из теорем об устойчивости Ф-операторов и их индексов [15] вытекает существо-
вание числа е > 0 , такого, что для всех операторфункций g , удовлетворяю-
щих неравенству \0>9С\а<.ъ, оператор +SP ЗС является Ф-оператором, 
причем 

= IndM и d i m C o k e r ё d imCoker SPsä. 

Осталось положить д=е\ \9 \ \~ 1 и воспользоваться снова одной из теорем 7. 1 
или 8. 1 и равенствами (7. 2) и (7. 3). 

Теорема доказана. 
Отметим, что если пространство SS совпадает с пространством ¿?Р(Г, 23) 

при некотором р, 1 то в теореме 9. 1 условие (9. 1) принимает вид 

max Ш О П « - ' 
с ег 

Это вытекает из того, что 
1 № , ( г л > = 1 п а х | | В Д в . 

С €Г 

§ 10. Одна теорема о неполной факторизации 

В § 3 было введено следующее определение неполной факторизации. 
Неполной факторизацией оператор-функции А:Г — GL(?B) называется ее пред-
ставление в виде 

A = Ä_A + , " 
где оператор-функция A+:F+ — GL(23) непрерывна на F+ и голоморфна в F+, 
а оператор-функция —GL(23) непрерывна на F ~ \ { ° и голо-
морфна F~\{<=°). 

Теорема 3. 1 допускает следующее обобщение. ' 

Т е о р е м а 10. 1. Пусть % обозначает такую же банахову алгебру, оператор-
функций, как в § 9. Тогда любая оператор-функция А £ g , прининмающая значе-
ния только, из GL(©), допускает неполную факторизацию: A = Ä_A+, причем 

Эта теорема выводится из теоремы 3. 1 с помощью леммы 5. 3 или соот-
ветствующих предложений для (Вм и Нх. 
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