Uber einseitige Approximation durch Polyndme. i

Von G. FREUD und G. P. NEVAI in Budapest

1. Einfiihrung

In dieser Arbeit, die die Fortsetzung der Arbeiten [1] bis [4] bildet, werden wir
den folgenden Satz beweisen.

Hauptsatz Es sei w(x)= e—*”‘ (k 1,2,...). Ferner sei F(x) die r-fache
(r= w) Integralfunktlon einer Funktion F(x), die auf jedem endlichen InteruaII
von beschrankter Schwankung ist und der Bedingung

oo

o . [ wIdFO (x)| < + oo

—oc

__geniigt, Sferner sei :
@ [Fe)| < Ci(1+x%) (—ee<x=<oo),

wobei s eine festgehaltene, nichtnegative ganze Zahl queichnet *). Dann existieren fiir -
Jjede ganze Zahl n(>s) Polynome p,(x) und P,(x) hochstens (2n—2)-ten Grades, mit
denen die folgenden Relationen bestehen:

3 Pa(X)= F(X)SP(x) (oo <x<w),

@ [ PO —p@Im@ds = 0 Gy,

Wir bemerken, daB} dieser Satz fiir k=1 in [2] bewiesen wurde.

Die Ergebnisse beziiglich der einseitigen Approximation auf [0, «) der Arbeit
[3] kann man ganz analog verallgemeinern. Die Resultate des 2. Teiles vorhegender
Arbeit sind dabei in beiden Fillen wesentlich. :

In dieser Arbeit wollen wir die Bezelchnungen des Buches [5]} von G. FREUD ge-
brauchen. Also bedeuten p,(w;x) (n=0, 1, ...) orthonormale Polynome mit der
Gewichtsfunktion w(x): :
’ x]n(w) > Xop (W) B0t > Xon (W)

* C, und spiter C,, usw. bedeuten nichtnegative, von x und n unabhéngige Konstanten.
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sind die Nulistellen des Polynoms p,(w; x);

Yn(w; x, &) = puey(w; Op,(w; X)=Pa(W; E)Py—1(w; %)

ist das zu w(x) gehorende, in der Verdnderlichen x quasi-orthogonale Polynom; n*
bedeutet den Grad von Y, (w; x; £),

' él’:él‘n(lv; é)>52 =i Eﬁ‘

sind die Nullstellen von 't,(w; x, &) (wir bemetken, daB ¢€ {7, und zwar im
folgenden immer £=¢,); 4,(w; &) bezeichne die Christoffelsche Funktion des zu w(x)
gehdrenden GauBB—Jacobischen Quadraturverfahrens. Mit P, wollen wir die Menge
der Polynome hochstens n-ten Grades bezeichnen.

- 2. Die Abschiitzung der Chrlstoffelschen Funktionen ‘
- und der Entfernungen zwnschen den Nullstellen der quasnorthogonalen
Polynome

\
0

In diesem Paragraphen werden wir von den folgenden bekannten Ergebmssen
Gebrauch machen :

Hxlfssatz A (vg] [5] Satz] 4.1). Bez.ezclmet w(x) eme beliebige Gewzchts-
Junktion, so gllt .
& AamiO= 1 min w20 f Ew@dx  (1=0,1,...).

AGECE S o

Hilfssatz B (vgl..G. FREUD [6], Satz 2)1 Fiir jedes Polynom n,eP, gilt

1

oo C n”‘
© [ r2@wmd=C, [ FCwe (o).
o —Csnzlk

Hilfssatz C (vgl G. FREUD [6], Hilfssatz-1). Zu Jeder narurllchen Zah[ n gtbt
es ein Polynom 0, €P,, fiir welches die Ungleichungen

@) | o ‘A ' 0<o,,(x)<e2 O=x<eo)
und C o ’

' 1 = Ey
® 0.(x)>—e? (0sx=c,n*)

2
erfiillt sind.
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sonst. I)ann gzlt

t Tl
(9) D (05 a)<csn-'* (oé-f-%i).' I

Auf Grund dieser Ergebmsse laBt snch der folgende Satz emfach bewelsen Es sei

Yyt

u,‘(x)_iwk(;/x) (x> 0). ' S
Vx S

Satz l Fur eine belteblge naturhche Zahl ngilt”

10
'( ) An+1(uk;§)<c6n o 2k Wk(V_) (0<§<C7nk)

Beweis. Infolge von (5) und (6) besteht die Unglelchung ’
Cy n’l‘

n+1(uk,g)<cs min 77 2() f i () () dx.
n (§)¢0

Nun sei z, = Q[,,] -,(p[,,] , wobel (p[,,] _._em»beliebiges‘ Polynom héchstens [g]-ten
2 2 2 :

Grades bezelchnet Infolge von (7) und (8). bestehen die folgenden Zvsammen-
hénge: . ; ‘

n+1(uk: §)<C10Wk(l/§) [:]nellf)l["] (P[z] (5) f 90[2]()6) }/_dx =.
' ¢[:](§)¢o te

=Cy, wi (V&) n2* min . <P[ ](Cg n ‘f) f(P[ ](x)
weEe o
[n](C9 n kr:);so
Der letzte Ausdruck ist auf Grund der Formel (5) gleich
RS 1
Cyywi (VE)n?* /1[%]+1 (v;Cs'n * f)
Satz 1 folgt unmittelbar aus (9). '
Folgerung 1. Fir jedes n gilt die Ungleichung
: P L €
) A ) =Cian B (@) (1€ <Cysn).

5‘
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Tatsdchlich ist laut Hilfssatz A

D1 (W5 &)= [;ne:gmn[](é) f nfay (WG dx =Apaq (3 &%)
B

(vgl. G. Freup [6]; der Grundgedanke des Beweises von Satz | wurde ebenfalls aus
dieser Arbeit entnommen).

Satz 2. Bezeichne & die grifte der von & links liegenden Nullstellen des quasi-
orthogonalen Polynoms zll,,(uk, x, &). Falls £ =0 gilt, so besteht die Ungleichung

(12) &~ §<C14n .2"]/— (0<§<C7n")

Beweis. Infolge der Posseschen Ungleichungen (vgl {51, L. (5. 10)) ist die
Relation :

¢ .
fe’k“k(x) dx = e¥* 2, (u; &)+ €% A (uy; &)
14 .

erfiillt. Wendet man auf die rechte Seite Satz 1 an, so gelant man zur Ungleichung

a3) (VE— V) <Con "% (0==Cym).

Durch Multiplikation beider Seiten mit (VZT VE’) ergibt sich (12).
Aus Satz 2 ergibt sich mit Hilfe der Theorie der Orthogonalpolvnome (m1t all-
gemeiner Gewichtsfunktion):

Folgerung 2. Bezeichne &* ' jene Nullstelle des quasi-orthogonalen Polynoms
W, (wi; x, &), die im Intervall (— &), | am ndchsten zu £ liegt; diese Nullstelle geniigt
der Ungleichung '
1+

' 1 1
(19) E=E<Cisn 3 (|8 <Cien™),

wobei C,<C,; gilt.
3. Hilfssiitze

Hilfssafz 1. Fiir beliebige reelle Zahlen x>0, 0 =0, f=1 und fiir j=0, 1, 2, ...
gilt . .

. -] -! !
(15) Lo = [ —xyedy = W-x’e"“’.
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Beweis. Wir fithren eine Induktion beziiglich j durch. Offensichtlich bestehen
die Zusammenhénge

Io(x) = fye-y"dysx ﬂ fﬂy" e dy = e 1x“e-*’,

und falls j=1 ist, dann gilt

. ~ . ry , 1
L) =) [ =2 oM dy =) [ (=5 g yre dy =

J
= ﬂxTTIJ'-—l(x)-

Hilfssatz 2. Falls-die Bedingung

©o

f‘wk(xj |dF® (x)| < + oo

erfiillt ist, so gilt die Ungleichung
(16) 'iF(j)(x)!wk(x)lx,(Zk_1),(r_j)<C17 , (1:07 1’ cees T3 "'°°<x<°°)'
Beweis. Der Hilfssatz muf3 nur fiir grole Absolutwerte von x bewiesen werden;

fir kleine Werte von x ist ndmlich die Behauptung trivialerweise erfiillt. Falls j=r,
so gelten die Bemehungen

W LF® (x) = F(0))] = | f we(3) [dF@ ()| = f we () [dF ()| < + <o
WeiB man, daf} fiir x die Ungleichung
|[FD(x)| <Cygwi ! (x)x(1720C=9 (x=0)
besteht, so folgt hieraus die Ungleichung
|FU=D ()= FI~D @) = i [ wirt ()y4-e-Ddy =

_ [wi ! )y - e-i+ D)y
=C18a[ [2k_(2k—])(r""j+ l)y_zk].

dy (x=>w=0).

Ist nun beispielweise w = (r+1)1/?*, so ist im letzteren Integral der Nenner nicht
‘kleiner als 1, also gilt die Ungleichung

[FUD(x)—FY~ )| = Cys / [Wk(y)y.(l—zn('""+ Wdy (x=w=0),

woraus sich (16) fir positive Werte von x bereits leicht ergibt. Fiir negative x-Werte
verlduft der Beweis ganz analog.
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_ 4. Beweis de\s'Haupts,gtﬂzes_iﬂ_ ,

T RN AT

Hilfssatz 3 (vgl. [4], Satz1). Es sei w(x) eine beliebige,‘ im Intervall (a,b)
definierte Gewichtsfunktion. Ferner sei f(x) die r-fache (r= ) Integralfunktion
einer. Funktion f,(x) mit beschrinkter Schwankung in (a, b). Ist n=r+6und f,(x)=
=const. auflerhalb des Intervalls (a,, 1)C(x,,_[ﬂ —an(® ), x[z].“:"(w))’ so gibt es

Polynome n,(x) und 7} (x) hochstens (2n—2)-ten Grades, fiir welche die Ungleichungen
. s ‘

m()=f) =Y (d<=",€< b)

t

erfiillt sind und die Relation

b

[ [t x)—m=, (x)]w(x)dx = o{f q;@) |df,(é)|} (n =7+6,r+7,...)

a

besteht, wobei <D(§) eine beliebige solche Majorante der Funktion

o) = [56_ oy "(W; f)ffa 1. "(W; oy max Aa(w; 1)
[z]-+ o +[z]+1

Sorfg)e S0 -

bezeichnet, fiir welche das Integral auf der rechten Seite existiert.-

Wir wenden uns nur';) dem Beweis des Hauptsatzes zu. Die folgenden Uber-
legungen sind fiir n=n, richtig, wobei n, nicht von x abhingt. Besteht n<un,, so
ist die Behauptung infolge von (2) trivialerweise wahr. Wie es in [2] bemerkt wurde,
genligt es die Betrachtung von Funktionen, die fﬁr x<0 verschwinden.

Es'sei - '

Tt Lo L
W, € [Z Cien?k, —5 Clénz"]
eine Stetigkeitsstelle der Funktion F®(x), und es bestehe

(]7) F( )__ Z'OF—(O)")

(x—o )’+F*(x)+F**(X),

wobe1 F* und F** die Bedingungen des Hauptsatzes erfiillen, ferner £*(x) fir x= o,

und F**(x) fiir x=w, "verschwinden, und in jedem endlichen Intervall die Schwan-

kung von F*® bzw. von F**® nicht groBer ist, als die Schwankung von F®, '
Auf F *(x) 148t sich Hilfssatz 3 unmittelbar anwenden. Auf G1und dessen gibt

es ein Paar p,l , PY€P,,_, derart, daB} die. Ungleu,hungen

nxm<Fww<Pwﬂ (cmzx=e)
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bestehen; aus (11) und (14) erhilt man ferner mit Hllfe einfacher Rechnungen den
Zusammenhang .

T @ - pr i@ dx = Con U [ @ aro @) =

—co i}

—oca

1 o , (11—
s Con Y T @@ = 0 TP,

Da FH* (x) fir x<w, ver%chwmdet erglbt sich aus (2) und (17) das Bestehen von

(18) . lF** (.X)l <C2060 Yo (X, CO,,) + C21 YZs(x7 wn)+ .

+ 3 |FO (wn)lvv(x, w,) = T, (x, 0,),
v=0 )

wobei-
0 - fir x<o,

(%, 0,) = %(x_w")j fir xzo, |

(i=0,1,..)). Da y;(x, ®,) als Funktion von x.die j-fache Integralfunktion der '
Funktion y,(x, @,) ist, und die letztere auf der ganzen reellen Achse von beschrink-
ter Schwankuhg ist, 148t sich Hilfssatz 3 anwenden. Also gibt es ein p,(x, @,, j) und
ein P,(x, w,, j), die in x Polynome hdchstens (2n 2) -ten Grades sind und mit denen
die Unglelchungen :

Pa(x, 05, ) Z7;(x, 0,) =P, (x wn,f) (—eo<x <o)
und .

oo

[ 1PuCx, @00 ) = i, 0 D) dx =

— oo

~(1-39) G+ 2= A U+
= Cyon (-20) f wi (&) [dy0 (&, wy)| = Cyan (=) wi(@n)
. ©,—0 .
bestehen. Hierbei wurden die Abschidtzungen (11) und (14) angewendet.
Nun sei

P:*(X) = Czowr%sp'n(x’ @y 0)+C21Pn(xa Dy s 2S)+ 2 |F(V)(wn)lpn(x’ Wy v)'
. S g

Es ist klar, da8 ,
—PFx)s=F*x)=PF(x) (-eo<x<o)
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und

I
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P @meds = [ [PF0-Tx wmwk(x) dx + f T, (x, o) wi(x) dx =

—c0
1

’ —1 —{1+55)@2s+1)
= szw,‘(a),,)[Czow,?‘n %k +Cyyn ( 2k) +

r —(1-L v <
£ 3 1@ U L wwi e d
- v=0 .

@,

richtig sind. Der Ausdruck auf der rechten Seite der Ungleichung ist infolge der
Hilfssatze 1 und 2 'der Relation (18) und der Definition von w, von der GroBen-

ordnung 0{n (1 2k

)( +1)} Den Hauptsatz selbst erhalten wir schlieBlich, indem wir

FO (o,
pa) = 322000 w")v+p:=*(x) P ()
und
F®
P9 = 3T o P W4 B
=0
setzen.
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