Uber eine Klasse nichtlinearer Eigenwertprobleme

Von HEINZ LANGER in Dresden (DDR)

In der Arbeit [1] betrachtet R. E. L. TURNER die Schar
M(p) = A—pl—p* By — =" By

mit nichtnegativen Operatoren 4, B,, ..., By¢RY in einem seperablen Hilbert-
raum $. Fiir einen vollstetigen Operator 4 erweist sich das nichtnegative Spektrum
der Schar M als diskret. Wihlt man in jedem der zugehorigen Eigenrdume eine
Basis, so zeigt R. E. L. TURNER, daB das System aller dieser Eigenvektoren eine
Rieszsche Basis von $ bildet, wenn nur eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

a) Acg, fir p<%;

b) A€S, fiir p<% und B,, ..., By¢S,..
Unléngst wurden diese Bedingungen von A. S. MaRrkUS und G. I. Russu [2] ab-

geschwicht zu einer der folgenden:
c) A€, fiir ein p<1;
d) A¢€, fir p<=m—1 2=m=N) und B,=---=B,_;=0.

In der vorliegenden Note zeigen wir, daB fiir die Giiltigkeit der oblgen Aussage
an Stelle von a), b), ¢) oder d) nur vorausgesetzt zu werden braucht, dal 4 voll-
stetig ist, und auch die Voraussetzungen iber B,, ..., By abgeschwicht werden kon-
nen.? Dariiber hinaus 148t sich im allgemeineren Falle 4€®R, 4=0, aus unseren

1 R bezeichne den Ring aller beschriinkten linearen, &, die Menge der vollstetigen Operatoren
in $; &,, p=>0, sei die Menge aller 4¢S_ mit X' 4} /2( 4* 4) < o=, wobei sich die Summation iiber alle
Eigenwerte von A4*A4 erstreckt, jeder entsprechend seiner Vielfachheit oft gezédhlt. Der Operator
A€ER heiBt nichtnegativ (streng positiv), wenn fiir alle x€$ gilt: (4x, x)=0 ((Ax, )=y x|* fiir
ein geeignetes y>0), wir schreiben daftixr 4=0 (4> 0).

2) Neulich bewiesen auch V. I. MacAIEV und A. I. ViIROZUB (erschemt in Funkcional. Anal. i
PriloZen.) die Giiltigkeit der obigen Aussage unter solchen allgemeinen Bedingungen. Thre Methode
unterscheidet sich jedoch wesentlich von unserer, indem sie zum Beweis der Existenz einer Losung
Y¢R mit den Eigenschaften 1)—3) aus Satz 2 ein Ergebnis von I. .C. GOHBERG und J. LEITERER zur
Faktorisierung von Operatorfunktionen benutzen.
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Ergebnissen die Existenz einer ,,Spektralschar‘® fiir das nichtnegative Spektrum der
Schar M herleiten, worauf wir an anderer Stelle eingehen werden.

Zum Beweis der obigen Aussage fiihren wir die Schar M durch eine Parameter-
transformation auf eine Schar L:

) L) = 2N [4+2%-1Dy_, 4-+AD, +D,,
Dy, ...i-Dy_, EfR, zurick, fir die ein Intefva_ll [Ai, );2] der reellen Achse mit
C L@)=0, L(p)»0, L'()»0° fur 2€[4;, 4]
existiert, und zeigen, daB es dann eine Ldsung Z¢%R der Operatorengleichung
)] L(Z)= Z"+bN_1ZN“+_---+DIZ+Do =0 | |

gibt, die dhnlich zu einem selbstadjungierten Operator ist.> Diese Methode der
Betrachtung der zur Schar (1) gehorigen OperatAoren'gleichung wurde von M. G.
KRrEIN und dem Verfasser fiir gewisse quadratische ‘Scharen in (3], [4] (siche auch
[5], [6]) entwickelt. Wesentliche Hilfsmittel fiir unsere Betrachtungen sind die von
P. H. MULLER [7] angegebene Linearisierung der Schar L sowie einige einfache Aus-
sagen der Theorie linearer Operatoren in J-Rdumen.

Herrn Professor M. G. KREIN danke ich sehr dafiir, daBl er mich auf die Arbeit
[1] aufmerksam und mir diese zuginglich gemacht hat, dén Herren Dr. A. S. MARKUS
und Dr. Ju. L. §mul’jan danke ich fiir wertvolle Hinweise.

1. In diesem Abschnitt stellen wir einige emf’ache Begriffe aus der Theorle der
linearen Operatoren in’ J-Radumen zusammen,

Es sei § ein Hilbertraum fiir das Skalarprodukt (x, y) (x,y€ 53) G ein beschrink-
ter und beschréinkt invertierbarer indefiniter (d.h., es ‘gibt Elemente x, y€$ mit
(Gx, x)>0 und (Gy, y)<0) selbstadjungierter Operator in $. Wir definieren in $
ein indefinites, sog. G-Skalarprodukt [x, y] durch die Gleichung

Q) : [x, y1=(Gx, ) (x,y€9).
Dann ist $ ein J-Raum fiir dieses indefinite Skalarprodukt und ein geeignetes po-
sitiv definites Skalarprodukt, dessen Norm der Ausgangsnorm #quivalent ist. Ein
Element x¢$ heiBt G-positiv (G-nichtnegativ usw.), wenn [x, x] >0([x, x] =0 usw.)
gilt. Die Menge aller G-nichtnegativen Elemente von $ bezeichnen wir mit P,.

Ein Teilraum, der auler x=0 nur aus G-positiven (G-nichtnegativen) Elementen
besteht heifle G-positiv (G- mchtnegatlv) Gilt fiir die Elemente x eines G-positiven
Teilraumes £ sogar

[x, xJ=ylIx|?

mit einem y >0, so nennen wir & streng G-positiv.

3 D. h., es gibt einén Operator S0, so daB SZ selbstadjungiert ist.
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; Das G-orthogonale Komplement G4 eines Tellraumes €9 besteht defini-

tnonsgemaB aus allen x¢$ mit [x, €]={0}.
.. Ein beschrénkter linearer Operator A in $ heilit bekanntlich G-selbstadjunglert
wenn .
[Ax y] [x, Ay] (x €S)

gilt. . : . :
Wir bendtigen die folgenden einféchen Aussage'n.:
1°. Liegt die Spektralmenge o des G-selbstadjungierten Operators A symmetrisch
zur reellen Achse, so ist auch der zu o gehdrige Rieszsche Projektor G-selbstadjun-
giert ([8]).

2°. Ist der Wertebereich eines G-selbstadjungierten Projektors G-nichtnegativ,
so ist er sogar streng G-positiv ([9]), bildet also einen Hzlbertraum beziiglich des G-Ska-
larpioduktes.

Die Aussage 2° benutzen wir zum Beweis des

Lemma 1. Es sei E,, 0=t=1, eine Familie G-selbstadjungierter Projekto}'en,
die beziiglich der gleichmdpigen Operatorentopologie stetig vom Parameter t abhdngt.
Dann folgt aus Eq B, daB E,S fiir alle 0=t=1 streng G-positiv ist.

Beweis. Die Menge o
: : 1={:EHcP..}
ist offensichtlich abgeschlossen. Wire %[0, 1], so gidbe es einen Punkt £, mit
1o = inf ([0, 11\ 7). '
Dann gilt auf Grund von 2° fiir ein geeignetes y>0:
S | [E,,%, By X] 27| Eo x|
Fiir alle ¢ aus einer hmrexchend kleinen Umgebung von t, gilt weiter E Er 9 ‘ =E,$9.

Wihlen wir § >0 so, daB y—(26+6%) G| > 0 ausfillt, dann folgt fiir allex<$Hund ¢
mit |E,~E,| = 6:

(E:F, x, E By x] = [ s EigX] = 2| E, — E | | E x| * Gl -
‘ ~||E,— E,I?| ,oxll IlGlI = (y— 26+ ) |GI)IE, I,
im Widerspruch zu der Tatsache, daB in jeder Umgebung von ¢, ein ¢ mit E, H & B,
liegt.
2. Wir betrachten zunéchst allgemein die Schar L:
L) =A"Dy+N"'Dy_+---+AD,+D,

mit Operatoren Dy, ..., Dy€R. DeﬁmtlonsgemaB besteht das Spektrum o (L) der
Schar L aus allen Punkten A der komplexen Ebene, fiir die der Nullpunkt z=0
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ein Punkt des Spektrums des Operators L(4) ist; sein Komplement bildet die Re-
solventenmenge ¢(L).

Ist z=0 ein Eigenwert von L(J,), d.h., besteht die Gleichung L(79)x(® =0 mit
einem Element x? ¢ H, x(® 0, so heiBt A, ein Eigenwert der Schar L und das Ele-
ment x( ein Eigenelement zu diesem Eigenwert; der von allen solchen Eigenelemen-
ten gebildete Teilraum heiBBt der zu 4, gehorige Eigenraum. Die Menge de. Eigen-
werte der Schar L bezeichnen wir mit o,(L).

Ist o €0,(L) und geniigen die Elemente x(®0, x(), ..., x® den Gleichungen
1 3L A 1 0*L(A
o (0) x=D 4 +;€—’——31("0) ©® =0, %=0,1,..,k
so bilden sie deﬁnitionsgeméﬁ eine Jordansche Kette zum Eigenwert 4.

Wir setzen jetzt Dy=1 voraus. Dann ordnet man ([7], vergl. auch [4], [10]) der
Schar L den Operator '

(4) ) ._DN—I —DN_2 cer T

LG)x" 42

D, —D,
1 0 .. 0 0
L= 0 I 0 0
0 0 .. 1 0
im Produktraum $ = Vo 5(2)69 @ H™ mit f)(”—~s')(2)—- =HpM=§ zu. Be-
kanntlich gilt dabei
(5) ! G(L):G(L)s O'p(L)=O'P(L),

und die zu einem Eigenwert A, gehorenden Jordanschen Ketten von L und L ent-
sprechen einander eineindeutig; insbesondere besteht zwischen den Eigenelementen
x9¢ % und xX9Y¢§ von L bzw. L der Zusammenhang -

{ A 1x(®

(I B
XTE | 2gx@
Xx(®

Die Resolvente (L--AI)~! gestattet fiir A¢ o(L)=g(L) die Matrixdarstellung

©) - @ =) = (Ry(D)i =1, ... v
mit
(7) Ru(j') _Z‘N_'L ](A)ZDN m+ll‘, i i-j=1,2,...,N,

m=1

wobei Dy =1 gesetzt wurde und die nicht aufgeschriebenen Summanden Polynome
in 4 sind. :



Eine Klasse nichtlinearer Eigenwertprobleme 77

Sind die Operatoren Dy, Dy, ..., Dy_, selbstadjungiert, so tiberzeugt man sich
leicht davon, daB der Operator L fiir den selbstadjungierten und beschrinkt invertier-
baren Operator

0 0 ... 0 I
0 0 o e . [ ‘DN—I
G = 0 0 . " Dy_y Dy_,

O I DN—I.‘ . )
I Dy_ Dy, ...D

G-selbstadjungiert ist,
Setzen wir fiir ein reelles A und x€$

AN-1x

50 ergibt sich fiir das G-Skalarprodukt (3) leicht
8) B [x, x]=(L'(A)x, x).

3. Neben der Schar L betrachten wir entsprechend wie in [4], [5], [6] die Operato-
rengleichung .
L(Z) = DyZN +Dy_ IZN 1. +D Z+Dy=0.

Ist Z€ R eine Losung dieser Gleichung, so ist offensichtlich jedes Eigenelement von
Z auch ein Eigenelement von L zu demselben Eigenwert. Man kann zeigen, daf
dies fiir Jordansche Ketten von Z ebenfals zutrifft. AuBerdem sieht man leicht,
daB auch jeder approximative Eigenwert von Z*¥ zu ¢ (L) gehort. '

Es sei von jetzt an stets Dy=I vorausgesetzt. Wie in [4], [5] erhalten wir eine
Losung Z von (2) mlt Hilfe des folgenden

Lemma 2. Ist (f ein znvarlanter Teilraum von L der Gestalt

ZM-Dy

€= T XEP mit Z(l),...,Z(N‘IjE‘R,

ZMx
X

so gilt ZW=(ZWY,j=1,2,..., N-1, und der Operator Z=ZV bildet eine Lisung

4 Die komplexe Zahl A heiBt ein approximativer Elgenwert von Z, wenn eine Folge (x,) mit . A
lx.ll=1 und Zx, — 2x, —~ 0 existiert.
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der GIezchung (2) Ist umgekehrt z Em eine Losung von (2) so laﬁt L den ]ellraum

ZN 1y . TR

invariant; dabei gilt 0 (Z)=0(L|&,).

Der einfache Beweis der ersten Aussagen dieses ‘Lemmas kann dem Leser
liberlassen werden. Zum Beweis der Aussage uber das Spektrum beachten w1r dlé
Beziehung :

ZVN Y (ZNx
L Zx “1zix |’
x \Zx

somit sind die Gleichungen U . T

ZN-lx i ,ZN-—Iy e el
L 2o |F Zy - | und  Zx=y
X Y

aqmvalent woraus leicht die Behauptung folgt. _

Wir erginzen diese Betrachtungen iiber d1e Wurzeln von (2) durch ein Lemma
das jedoch im folgenden nicht benétigt wird.

Jede Losung Z von (2) erzeugt einé Darstellung von L in der Form L(l) &=
= Lz(/l)(H Z) mit der Schar 4

Lz('l)__z AN - 1(2 Dy_ kzl ) DN—-I

Jj=

vom Grade N--1. Weiter bezelchne L, die Schar L,(A)=L3(%).

Lemma 3. Ist Z¢R eine Losung von (2), so ist der der Schar L, zugeordnete
Operator L, im Raume $V~' der Finschrinkung von L auf das G-orthogonale Kom-
plement €L von €, isomorph.® Insbesondere gilt also

o(L)=a(LIEH).

5 D. h.,, es gibt eine eineindeutige und in beiden Richtunigen stetige Abbildung von 5" ! auf
€., die L, in L|E, uberfihrt. i
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. Beweis: Der Teilraum @ 1:ist -offensichtlich invariant beziiglich L: Man tiber-
zeugt sich. unmittelbar davon, daB} er-aus:allen Elementen von $ der Form

"N—1
-2 (Z z*97 “Dy_ A]XN—J 1

j=1 \k=0
xl_V-Z _' Lo ) ,-xo, x‘la '-;9-XN—2€53_
Xo

i

besteht (Dy -—'-'I)_.'vFAii'r 'zvfn_ei s’61ché’fgiéﬁi¢'n';e ist die Bé’zigh_lihjg'

.\ X

dquivalent den folgenden N—1 Gleichungen:

N—1f{ j . k o )
-2 ; ZM Dy g | XN o1 =YN-2s

=0
' XN-2 » T =YN-3>

Xy .o =Y.

Daraus folgt leicht die Behauptung. = ‘
4, Hauptergebms dleser Mlttellung ist der

- Satz. 1. Die Schar L: L(i) = )NH-AN lDN Tt T/lDlTDo geniige der fol-
genden Bedingung: Es existiert em Intervall [A,, ;] der reellen Achse mit L(l,)<<0
L(4,)>0 und alég)
mit den folgenden Etgenschaften

1) L(Z)=0;

2) Z ist dhnlich zu einem selbstadjungierten Operator; i

3) 0(Z) = a(L)N[Ay, 43), 6,(Z2) = 6,(LYN [y, 2,), und die zu einem solchen
. Eigenwert gehirenden Eigenelemente von Z und L stimmen iiberein,
Der Operator Z ist durch die Eigenschaft 1) und die erste Gletchung von 3) eindeutig
bestimmu.

> 0 fiir alle lé[ll, 22] Dann gibt es einen Operator ZcR

Folgerung. Ist o(LYN[Ay, 4,) eine hichstens abzdhlbare Menge, so gibt es
eine Rieszsche Basis von $, die aus Eigenelementen von L zu Eigenwerten in [A, 1]
besteht; diese Eigenwerte bilden dann zusammen mit- ihren Haufungspunkten die
Menge 6 (L) N[4,, 2,), ihre Eigenriiume werden von Elementen der Basis aufgespannt.
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Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit setzen wir im Beweis des Satzes 0=1,=
- 34, <o voraus. Wir wihlen einen Punkt a«<(4,, A,) und betrachten neben der
Schar L die Scharen L,:

LO) = LA)+(—=DL(x), O0=r=l.

Oﬂ'ensichtlich gilt % = 3321)
denselben Voraussetzungen wie die Schar L. '
Im Verlauf des Beweises des Satzes formulieren wir einige Lemmata; dabei

seien stets die im Satz iiber die Schar L getroffenen Voraussetzungen erfiillt.

, und die Scharen L, geniigen beziiglich [4,, 4,)

Lemma 4. Es gibt eine Umgebung N von [4,, A,] mit
M\ [4y, 4,] € o(Ly) fir O0=t=1.
Beweis. Oﬁ'ensichtlich_ gibt es ein § =0, so daB fiir alle £€[0, 1] folgendes gilt:
L)<<0 fir AE[h —5, Ay,
CL()=>0 fir A€[d,, A,+8],
L'(A)=0 fir A€[A,—0d, A,+0).
Fir A = t4-ie, 1€[4, -4, 1, +6), gilt dann
| L,(A) = L()+ieL’ (1) +£20(1) (e ~0),

wobei das Glied O(1) fiir ¢€[0, 1] gleichméBig beschrdnkt ist. Deshalb hat fir
le} hinreichend klein einer der Operatoren + L,(4) einen streng positiven Imaginarteil,
ist also beschrinkt invertierbar. '

Wir wihlen jetzt #=0 so, daB der durch die Eckpunkte i, —in...4,—in...
woAy+in... Ay +in ... A, —in definierte orientierte Streckenzug @ ganz in der Umgebung
A aus Lemma 4 verlduft. Weiter sei

N .
K.‘"=EE¢fﬂL, Wdi, j=0, £1,....

Auf Grund der Beziehung (5) und Lemma 4 ist 6(L,) N[4,, 4,] eine Spektralmenge
fiir den gemiB (4) gebildeten Operator L, und der zugehorige Rieszsche Projektor E,
gestattet die Matrixdarstellung

. K&N-D
| 1 -1 : .
© Bo= g @m0 = ||
' ’ K©
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wir vermerken noch die spiter benotige Beziehung
| K=

o Lo : o

(10)  L/E, = ~2—méf,11(Lt—lI)‘ldl= koo | j=0, +1, ...
‘ ‘ KU) N

GeméifB der Aussage 1° von Abschnitt 1 ist der Operator E G-selbstadjunglert Der

Wertebereich von E, besteht aus allen x€$ der Gestalt »

N-—-1

o X

_X= o s x€$3
X

Um das zu sehen, beachten wir die fiir alle 4 aus einer hinreichend kleinen Umgebung
von A=« bestehende Be21ehung

= L@

wobei die nicht aufgeschriebenen Summanden holomorph von A abhidngen. Aus (6)
und (7) folgt dann leicht die Behauptung.

"Auf Grund der Beziehung (8) ist der Teilraum E;$ G-positiv. Da E, in der
gleichméBigen Operatorentopologie fiir 0=¢=1 analytisch von ¢ abhéngt, ist ge-
mifl Lemma | auch E, §, 0=r=1, ein streng G-positiver Teilraum, also ein Hilbert-.
raum fir das G-Skalarprodukt. In diesem Hilbertraum. ist L, G-selbstadjunglert
und es gilt o(L, |E,9)c[4,, 4,]. Fir belleblges X€H gllt also

[Ex,x] =0, A[LI7'Ex, x] = [L/E,x, x] = A,[L{7"E,x, x].
' Wgnden wir diese Beziehungen auf die Elemente -
{ x ‘
x=|[.], x€9,
0
an, so ergibt sich bei Beachtung von (iO)
i) K©=0; AIK,U‘”éK}f’ézzK,(f“), j=0, 1, £2, ... ;
Lemma 5. Es gilt K(°)>>0 (0=r=1). .

Beweis. Es genugt zu zeigen, daB der Nullpunkt mcht zu 6 (K?) gehdrt. Zuerst .
iiberlegen wir uns, daB8 der Nullpunkt kein Eigenwert von K ist. Aus K{?x,=0,

6 A
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X #0, folgt gemaB (11) KW x,=0 fiir j=1, 2, ..., also ist dann auf Grund von (9)
auch E,x,=0 fiir Xo=(x;) mit x,=xg,X,=x3=+-=xy=0. Somit IaBt sich
(L,--AD)"'x, auf ganz A holomorph fortsetzen, insbesondere gestattet. auch
L7 (A)x, eine solche Fortsetzung. Wir bezeichnen sie mit y(4). Fir ¢ (1) = (»(4), x0)
gilt dann ¢(4,)<0, ¢(4,)>0, andererseits ist aber fiir Punkte A=7, 1€,

') = — (L7 ' WD LIA LT (W) %o, Xo) = — (LD y (A, y(D)),
also auch- (p(i)SO fir A€[4,, 4,].
Um zu zelgen daB K@ sogar streng positiv ist, fiihren wir gemiB [11] einen

Hilbertraum \5 in folgender Weise ein: Die lineare Menge € aller beschrinkten
Folgen (x') von Elementen aus $ versehen wir mit dem Skalarprodukt

((x‘”)), ( y("))) =LIM (x, ym), |

wobei LIM einen beliebigen, im folgenden festgehaltenen Banachlimes bezeichnet,
n

bilden den Faktorraum nach £4={(x™) ¢ £:((x"), (x))==0} und vervollstindigen
diesen. Fiir einen beschrankten linearen Operator A in § bezeichne 4 den durch
die Festsetzung

/T(x(")) — (’Ax("))

in \"; induzierten Operator. Dann gilt fiir 4, 4;¢R, j=1,2, ...:01‘1714-}—0(2A2 =
= oA oy Ay, A = A" falls 0€o(A), o(A)=0,(A) falls A=A*, und fir eine
beziiglich der Operatorennorm gegen A konvergente Folge (4;) konvergiert auch
(/T) beziiglich der Operatorennorm in 5 gegen A.

Die Schar L,:L,(1) = - L)+ —1DL(x) in 5 geniigt denselben Voraussetzun-
gen wie L, in 35, und es ist gemiB den oben vermerkten Regeln fiir den Ubergang
A—~A

—— 1 -
(0) — ~1
KO=5— Lf L7 (A daA.

Nach dem ersten Teil des Beweises gilt folglich Oeiap(lz(ﬁ), d.h. 040 (K?). Damit
ist das Lemma bewiesen. '

Wir untersuchen den Teilraum E,$ genauer. Zunichst gibt es fir hinreichend
kleine ¢ Operatoren T,, die Ey$ eineindeutigund stetig auf E, § abbilden und zusam-
men mit ihrer Inversen stetlg (beziiglich der gleichmaBigen Operatorentopologle)
von t abhéngen. Wir setzen

9, = N M 3)
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) . -1 : -1 :
und betrachten den Teilraum T,E,$,. Fir 1=0 gilt T,E;H,=E$H. Dann bildet
-1
aber T,E, auch fiir hinreichend kleine ¢ den Teilraum $, ememdeutlg auf E;§ ab,

d.h., es gilt
—1 .
' TES)’l_Eoﬁ oder E$ =T.EH= Eg

Fiir die betrachteten 7 136t sich E . also in der Form

K,‘N_ 1) x

E,$H=1 ; :

. oD KM x xeH
i K:(O) X

schreiben. Auf Grurid von Lemma 5 folgt daraus mit ZW=KWP(K!”)*:

o

E 9= é,“)x 1. x¢€9¢.

V X

Anwendung von Lemma 2 ergibt mit Z,=Zfl):ij)=Z{' und
(12) - L,(Z)=0
fir alle hinreichend kleinen ¢. Nun hingen sowohl der Operator Z, als auch die

Koeffizienten. der Schar L, fiir 0=¢=1 analytisch von ¢ ab. Deshalb besteht die
Beziehung (12) auch fiir /=1, d.h., der Operator

. Z=K{(K{")~!
"geniigt der Gleichung (2). Offensichtlich ist Z von links symmetrisierbar durch den
streng positiven Operator (K(®)='. Damit sind die ersten beiden Aussagen des

Satzes bewiesen. Die erste Beziehung der Aussage 3) ergibt sich aus den Gleichungen
(beachte Lemma 2) '

-0(2) = o(LIE,H) = a(L)N[A1, 4] = o(D)N[Ay, A);

die Beweise der iibrigen Aussagen von 3) iiberlassen wir dem Leser.

Genligt Z’ der Gleichung L(Z’)=0 und gilt 6(Z’)c[A,, 4,], so ist der Teil-
raum €. invariant unter L und es gilt ¢(L|€;)C[4,, 1,]. Daraus folgt €, C(éz,
woraus sich leicht Z=Z" ergibt. Damit ist Satz 1 bewiesen.

5. Aus'Satz 1 folgern wir jetzt ohne Schw1er1gke1t den

Satz 2. Gegeben sei die Schar .
(13 M) = A= pl- 128G, BR)= 3 w*B,
. ‘ ]:

6*
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mit einem Operator AE€R, A=0 und einem Operatorpolynom B(u), das fiir p=0
zusammen mit seiner Ableitung B’(1) nichtnegative Werte (in ‘R) annimmt. Dann gibt es
einen Operator Y € R mit den folgenden FEigenschaften:
1) M(Y)=0;
2) Y.ist dhnlich zu einem selbstadjunglerren Operator;
3) a(Y) = a(M)N0, =), 6,(Y) = c,(M)N[0, =), und ‘die zu einem solchen
Eigenwert gehirenden Eigenelemente von Y und M stimmen iiberein.

Folgerung. Ist 6(M) N[0, =) eine hichstens abzihlbare Menge, so gibt es eine
Rieszsche Basis von $, die aus Eigenelementen von M zu Eigenwerten in [0, o) be-
steht; diese Eigenwerte bilden zusammen mit ihren Héufungspunkten die. Menge
6(M)M[0, ), ihre Eigenrdume werden von Elementen dieser Basis aufgespannt.

Beweis. Aus der Gestalt der Schar M ersieht- man leicht, dall Zahlen ul,. i
und n mit g, <0; ||A] <p,<n so gewihlt werden kdnnen, daB :

M(u)>0, M(u,)<<0
und ’

(14) _ Nn—_g_—ﬁ M@ +nM'()<0 fir p,=p=p,
gilt. Wir betrachten die Schar

L) = —(1+/1)NF‘”2M[1’_7:;]F‘”2 mit F = —M().

Dann gilt fiir 4; = LI i=1,2,
'7‘#;

L) ==Q+2DVF- 12 M(u,) F~'2<0;

L(%) = (1 +zz)"F4 M) F 70,

LO)=—(1+ ) 2F-1/2[N(I+;)M[ ),1]+ M'[l'f)”F“”-

'I

Durchliuft 1 das Intervall [4,, 2,], so ist 1+4 =

stets positiv, und fiir den

ns
Ausdruck in der eckigen K]ammer auf der rechten Seite erglbt S|ch mll U= 1—477 :

Nr, z’u M('“)_i_rlM/(“)s Hy é[-léﬂz, B
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also.ist L’(2) auf [4,, Z,] wegen (14) streng positiv. Schlxethh ist der Koeffizient von
AV-die identische Abbildung.

.Die Schar L geniigt also allen Voraussetzungen -von Satz 1. Daraus folgt die
Existenz eines Operators Z mit L(Z) 0 und 6(Z)C[4, 4,]. Wegen —1<4, exi-
stiert der Operator (I+2Z)™ ' ¢, und man iiberzevgt sich lelcht davon, daB .

Y=nFTZ(I+Z)7 F'2
die im Satz genannten Eigenschaften hat.

Bemerkung. Hat A aus (13)- die Gestalt A = al+A4, mit a=0 und einem
vollstetigen- Operator A, so ist das Spektrum von Y im Intervall (a, «) diskret;
insbesondere zieht die Vollstetigkeit von A stets die Vollstetigkeit von Y nach sich.

Zum Beweis dieser Aussage geniigt es zu zeigen, daB fiir A > g und jede beschriinkte
Folge (x,) mit (Y—AI)x, — 0 (stark), x, -0 (schwach) fiir r - e auch ||x,{| —0 folgt.
Aus den Voraussetzungen ergibt sich aber '

(a=M)llx)*— iz(B(?)x..,x") - 0

woraus leicht die Behauptung folgt.
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