
Eine Abschätzung des Maximums 
der Partialsummen von Orthogonalreihen 

Von KÄROLY TANDORI in Szeged 

1. Es sei A(x) eine monoton wachsende Funkt ion mit A ( l ) S l , Um A(x) = °o 
OO 

und A(x) = 0(log2 x). Wir bezeichnen mit A* die Klasse der im Intervall (0 ,1) 
or thonormier ten Systeme <p = {<pn(x)}™, fü r die 

11 « 
dt^A(n) ( 0 = g x = S l ; n = l , 2 , . . . ) L„(<p;x)= f \Z <pk(x)(pk(t) 

о l'[=1 

erfüllt ist. Für eine Folge a—{a„}^ setzen wir 

l 
| | a ; A | | * = s u p f sup \ai<pi{x)+ - +aj(pj{x)\ dx. 

<рел* $ i s i s j 

In dieser Note werden wir die folgenden Behauptungen beweisen. ( C x , C 2 , ... 
bezeichnen im Folgenden positive Konstanten.) 

S a t z I . Es sei /.(x) konkav von unten. Ist |a„| =jfl„+,| (n = 1 ,2 , ...), dann gilt 

( О С , { Д 0
2 А ( п ) } s | | e ; A | | * . 

S a t z I I . Es sei A(x) konkav von unten mit А (и 2 ) ёС 2 А(л) ( и = 1 , 2, ...). Dann gilt 

1 1 / 2 

(2) C3 { Д « Ц Д a*2/a2]} S | | a * i) s ||a; A||*. 

Ähnliche Abschätzungen wurden fü r die Klasse A* aller in (0, 1) or thonor-
mierten Systeme, bzw. f ü r die Klasse der in (0, 1) or thonormierten Systeme tp mit 
der Eigenschaft \(pn(x)\^K (K> 1; O S x i l l ; n=\, 2, ....) bewiesen ([2], [3], [4], [5]). 

" Im Falle ak = 0 soll man unter a\X У аЦа11 0 verstehen. 
. U=i / 
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Es sei A die Klasse der im Intervall (0, 1) örthoriormierten Systeme cp, für die 

erfüllt ist. Für eine Folge a setzen wir 
i 

IIa; = sup f sup \aiq>i(x)+...+ctj(Pj(x)\dx. 
<p€AQ I S I S ; 

Offensichtlich gilt für jede Folge a 

(3) ||fl;A|rs||a;A||.- .' 
Also ist Satz I die Verschärfung eines vorigen Resultates vom Verfasser ([4], Satz I V \ 

In [4] haben wir gezeigt, daß für jede Folge a 

||a; A||=sC4 j j ? a2A(«)} 

besteht. Daraus und aus (3) folgt, auf Grund des Satzes I, daß im Falle, wenn A(x) 
konkav ist und | a „ [ s | a „ + 1 | (n = l, 2, ...) besteht, man \\a; A|| und ||a;A||* genau ab-
schätzen kann: 

c t { i a„2 A(n)J ^ IIa; A||, . ||a; A | | * ^ C 4 { j a„2A(«)J . 

Ist A(x) konkav mit A( / j 2 )^C 2 A(n)(« = l , 2, . . . ) ,und gilt \an\s|an+, | (n = 1, 2, ...), 
dann sind die Abschätzungen (1) und (2) gleichwertig. Das folgt aus den Ungleichun-
gen 

(4) c 5 2 a l l 2 ai/a2 S 2" a 2 A(n) s a„2 A 2 "Hai 
\k= 1 

Zum Beweis von (4) kann man 2 ^ i voraussetzen. Dann ist aber na2 S } 
n= 1 • 

( n = l , 2 , ...), und so gilt 

2 a2
nX(n)^ J a„2A(l/a„2) . 

n=l n=l 

offensichtlich. Es seien <s.y und <r2 die Mengen derjenigen Indizes n, für die a 2 ^ l / / 7 2 , 
bzw. fl2<l/n2 erfüllt ist. Durch einfache Rechnung erhalten wir 

2 a 2 A(l / a 2 ) = 2 a2X(l/a2) + 2 ¡a2)^ 
n = l n£o, 

^ 2 a2X(n2) + C6 2 "n12 'OS2 0/an)S 
nia| n£o2 H 

n=1 n= 1 n 

Damit haben wir (4) bewiesen. 

c 7 2 2̂/-(«) + c8 2 2 a2„X{n). 
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In [6] haben wir gezeigt, daß im Falle ||a\ = °° ein System <p 6 A derart existiert, 
daß die Reihe 

( 5 ) 2°n<Pn(x) 

in (0, 1) fast überall divergiert. 
Auf G r u n d von (3) bekommen wir aus Satz I, bzw. aus Satz I I : 

F o l g e r u n g I . Es sei konkav von unten. Gelten \a„\^\a„+, | («= 1,2. ...)und 

2 a 2
n m = <~, 

dann gibt es (pZA derart, daß die Reihe (2) in (0, 1) fast überall divergiert. 

F o l g e r u n g I I . Es sei X(x) konkav von unten, mit ).(n2)^C2).(n) (n = l , 2, ...). 
Gilt 

ZalX 2 alläl\ = <*>, 
U=i ) 

so gibt es ein System cp^A derart, daß die Reihe (5) in (0, 1) fast überall divergiert. 

B e m e r k u n g . Durch Anwendung der Methode in [4] kann m a n zeigen, daß 
Folgerungen I—II mit einem solchen System tp richtig sind, fü r welches 

Ln((p;x) = 0(l(n)) (O^xSl) 

besteht. 

2. Z u m Beweis der Sätze werden wir einige Hilfssätze benützen. 

H i l f s s a t z I . ([1], S. 46—50.) Für das Haarsche System y = {/„(x)} gilt 
L n ( x ; x ) ^ 1 ( 0 S * S l ; « = 1 ,2 , ...). 

H i l f s s a t z I I . ([5], Hilfssatz XIV.) Es seien p( = 2), q natürliche Zahlen. Dann 
gibt es ein in (0, 1) orthonormiertes System. von Treppenfunktionen gt(p, q \ x) 
(/= 1, ...,2pq) mit den folgenden Eigenschaften. Es gilt 

f 2 gi(p,q\x)gl(p,q-,t) (= 1 
dt^Cl0\og2p (0sx^l;n=l,...,2pq; C 1 0 S 1), 

und es gibt eine einfache Menge E(Q(0, 1)) mit m(E) = -i- derart, daß für jedes x£E 

ein Index m(x)(<2pq) existiert, mit g,(p, q; x)^0 (/=1, ..., m(x)) und 

m(x) 
2 gi(p,q;x)^Ctl i2pq log p. 
i=i 

(Eine Funktion f ( x ) in einem Intervall / wird eine Treppenfunkt ion genannt , 
wenn sie stückweise konstant ist. Eine Menge wird einfach genannt, wenn sie die 
Vereinigung endlichvieler Intervalle ist. In dieser Note bezeichnet l o g a den 
Logari thmus mit der Basis 2.) 
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Es sei A(x) eine monoton wachsende, von unten konkave Funktion mit 
lim ¿ 0 ) = °° und 

(6) A(JC) = C]2 log2 x ( C 1 2 S l ; x^2). 

Wir werden eine Indexfolge {mk} definieren. Es sei mi = \, und mk+l sei die kleinste 
. natürliche Zahl mit l{mk+x) > 2X(mk +1) {k—\, 2, ...). Wegen der Konkavität gilt 

l{2mk)-A(mk+\) X(mk+ 1)- X(m{) 
mk - 1 mk — ml + i 

woraus 

A{2mk)-X{mk+\)^mk >.(mk+ \)^).(mk+ I) 
mk 

folgt. Nach der Definition von m k + i gilt also m k + i > 2 m k (Ars2). Daraus erhal-
ten wir 

Ci2 log2 (mk+l-mk) > C 1 2 log2 mk £ X(mk) (k = 2 , 3 , . . . ) . 

Ist A'genügend groß (A:>Ar0), dann gelten 

X{mk)^l(mk-1)+1, 1 W / C 1 0 C 1 2 S 8, 

und es gibt eine natürliche Zahl qk mit m k + i — m k > und 

m k J r X - m k 4 C 1 0 C 1 2 = — l o g 2 

2<?t 

([a] bezeichnet den ganzen Teil von a ; die Konstanten sind in Hilfssatz II, bzw. 
in (6) definiert.) Es seien n0 = \, nk = mk+k , qk = qk+k (k= 1 , 2 , . . . ) . D a n n gelten 

(7) 

(8) 

(9) 4 C 1 0 C 1 2 = — ^ ^ = C | 0 C 1 2 log2 

{k = 1 , 2 , . . . ) , 

A(« t + 1 ) =§ 7 1 K - 1 ) (A:= 1, 2, ...), 

n k + l - n k 

2 qk 
Hnk) (k= 1 ,2 , . . . ) . 

B e w e i s d e s S a t z e s I . Für eine Folge a={a„}~ und für eine natürliche Zahl 
N setzen wir a(\, N)= {flj, . . . , aN, 0, ...}. Offensichtlich gilt 

H l , TV); All* ^ | | a ( l , 7V+I ) ;A | |* - | |a; A||* 

So ist es genügend die Ungleichung 
| l / 2 l f 

(10) 
f""o-1 , 1 1 / 2 

2 *2A(«)J « * „ - ! ) ; All* (k0 = 2, 3 , . . . ) 

zu . beweisen. Weiterhin gilt | |{±a„}; A||* = ||{a„}; A||* offensichtlich für jede Vor-
zeichensverteilung von an; also kann man a „ S 0 ( « = 1 , 2 , ...) annehmen. 
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Es sei also Ar0(=3) eine natürliche Zahl. Wir setzen 

<P«(l',x) = Xn(.x) (n = l, ...,n2-\). 
Dann gelten 

OD / 2 <p*0 ;*)<p*0 ; 0 

r h - 1 , V' (12) / sup | a s < p s ( l ; x ) + . . . + a t ( p , ( l ; x ) | i / x S a 1 Ä C 1 3 { 2" rf*•(»)] . 
0 lSsSKn, ln=l J 

Weiterhin werden wir fü r jedes k ( 2 e i n in (0, 1) or thonormiertes 
System cpi(k; x) (/ = nk, . . . , nk+1 — 1) derart definieren, daß für jedes k gilt: 
< » ) / 

2 (Pt(k;x)<p,(k;t) 

(14) 

mit 

f sup \ascps(k; x)+...+a,(p,(k; x)\dx^Cl4Ak, 
0 " tSsSI<n t t l 

{.2 (»*-»*-i)<+«.l[--k.1)A(fi*)} , c(k) = 
r>k-"k-1 

Wir wenden zu diesem Zwecke den Hilfssatz II im Falle 

n k - n k _ i 
•» q = Qk-i 

an. Die entsprechenden Funkt ionen bezeichnen wir mit g s(x) ( $ = 1 , . . . , 2pq) . Dann 
gelten auf Grund des Hilfssatzes II und der Ungleichung (9) 

(15) I 2 gs(.x)gs(t) 

(16) 

J sup |a„t + (/_i)(„k_„ t_1)+s._ i gs (x) + ... + i)(„k_„k_ l)+ t-1 

£C15 ink — nk_ la„k + n„k_„k_ X{nk_xj (i=l,...,c(k)). 
i , c№) 

Es seien s 0 = 0, st = 2 < + j K - n f c - , ) / 2 2 a 2 n k + j ( n k - « k . l ) ('= 1 ,-.,c(k)), 

i c + 1 = 1 und /, = (Si_!, Si) ( / = 1 , . . . , c + 1). Wir setzen 

(p„(k; x) = 

1 (X — S)_ , 
ty,a\ I, xÇ,Ii, 

0, sonst 

(nk + {i-\){nk-nk_l)^n<nk + {i-X)(nk-nk_l) + 2pq\ i = 1,..., c (k)), 
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weiterhin seien die Funkt ionen q>n(k,x) (nk + (i—\)(rtk — iik_i) + 2pq<n^nk + 
+ i(nk—nk_i); / = ] , . . . , c(£)) der Reihe nach gleich den Funktionen 

x„(2(x— 1/2)), 

0, sonst 
( / i = l , 2 , . . . ) 

Offensichtlich bilden die Funktionen cpk(k;x) (/ = nk, ..., nk+1 — \) ein ortho-
normiertes System in (0, 1). Aus dem Hilfssatz I und aus (15), auf Grund der Defini-
tion der Funkt ionen ergibt sich: 

/ 2 <Pi(k; x)cp,(k; t) l=nk 
dt-

• C(k) 
¿("k)> X€UA, , 

/=1 ( « n i K l i + i ) , 
1) x€.Jc(k)+1 

also ist (13) erfüllt. Weiterhin aus (8), (16) und aus der Definition der Funktionen 
erhalten wir durch eine einfache Rechnung: 

0 nkSsSt<nk(i 

C(k) 

J sup \as<ps(k;x)+ ... +a,(p,(k; x)\dx^ 

|asq>s(k; x)+ ... +a,(p,(k; x)\dxl = 2 f sup . | 

1 7, »* + (/-1) 

c(k) ci5 2 i'h-nk_,a2
nkU(nk_nk_JX{nk_,)im(J,)s 

1=1 

im V'2 

also ist (14) auch erfüllt . 
Endlich definieren wir ein or thonormiertes System <p= {(pn(x)}" in (0, 1). Es 

seien 
1 1 

¿0 = 0, 4 = — , si = — + 2 A k ß 2 A k 0 '= 2 , . . . , k0 — 1), 4 0 = 1 , 
4 4 k = 2 k = 2 

und Ä = ( 4 - 1 ) 4 ) (k = 1,..., k0). Wir setzen 

. <Pn(x) = 
1 <pn\k;X St 1 ], xefk, 

l/m{Ik) 
0, 

m(Ik) 
sonst 

(für « 0 S/7< /7 2 im Falle £ = 1 , und fü r nk-sn<nk+i im Falle k = 2, ...,k0 — \, und 

2x„_„ +1 (4(x— 3/4)), 

0, sonst 
(nsBI1k). 

0 
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Offensichtlich bilden: die Funktionen <pn(x) (« = 1,2, ...) ein orthonormiertes 
System in (0,1). Aus Hilfssatz I, und aus (11), (13) bekommen wir durch ein-
fache Rechnung, daß </>6/1* gilt. Aus (12) und (14) folgt weiterhin: 

I 

(17) | | f l ( l , » * 0 - l ) ' ; A i r s / sup \as(ps(x)+...+at(pt(x)\dx^ 

— / sup \asips(x)+ ... ±alq>,(x)\dx + 

+ f SUP \as(ps(x)+...+at<p,(x)\dx^ 
k = 2 T "KÄSSI - = N T + 1 .*k 

, /"2-1 » 0 - 1 / — i"*-1 *0- ' 1 1 / 2 

s c ] 6 l / 2 a n
2 ; . ( « ) + c 1 4 2 Km(/k) A s c 1 7 2 2 A2 . 

r n=l k= 2 ln='l k = 2 J 

Wegen der Monotonität der Folge a und wegen (7), (8)'ergibt sich 

n2- 1 "2_1 »2+(»2 —»l) 2 2 a 2 A ( « ) s c 1 8 2 alX{n), /1=1 n = «, n =  n

2 

. " k + f ' a2
nl(n)^Cl9Ai (k = 2 ,3 , . . . ) , 

"=nk+(nfc-"k-i) 

" k + < " 1 t " H « i l W ^ - i ) < A K ) S C 2 0 A - i (Ar = 2, 3,. . .) . 
. z 

Daraus und aus (17) bekommen wir die Abschätzung (10). 

Beweis de s S a t z e s I I . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 
0 (« = 1, 2, ...) annehmen. Es sei a={a„}~ eine Folge, und bezeichnen wir mit 

aVk ( v t < vk+,; k = 1, 2, ...) die von 0 verschiedenen Glieder der Folge a. Für die Folge 

« = K J r g j l t 

(18) •' \\ä;A\\*S\\a;l\\*. 

Zum Beweis von (18) können wir ||ä; A||* = l voraussetzen. Es sei e > 0 beliebig. Dann 
gibt es ein System <p £ A* mit 

i 
(19) \ \ ä ; A s u p |aV|q> t(*)+.'..+ aVjq,j(*)| dx. 

L o i s i s j 

Es sei >/>0 derart gewählt, daß 

i 
(20) ( l - / ! - > ? ) / sap \aV:(pi(x)+...+aVjq>j(x)\dx<-~. 
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Die Indizes n mit a„=0 bezeichnen wir der Reihe nach mit ¿t, < ••• 
setzen 

1 f x 
-<Pi 

Wir 

,(*) 

yi-ri 

.0, 

1 
0, 

0 «= x < 1 — rj, 

sonst 

1 — 1, 

sonst 

( / = 1 , 2 , . . . ) , 

0 = 1 , 2 , . . . ) . 

Offensichtlich ist ij/ = {^„(x)}" ein or thonormiertes System in (0, 1), weiterhin gilt 
ip € A*. Aus (19) und (20) folgt 

i 

0 ^'^J 

D a e > 0 beliebig ist, erhalten wir (18). Auf Grund von (18) können wir auch 0 
(n= 1,2,- . . . ) voraussetzen. D a offensichtlich 

gilt, ist es genügend die Abschätzung 

(21) C3""z a2
nA 2 ßfc/««) = "fco — 1); 

71=1 J 

für ein beliebige natürliche Zahl A:0(S3) zu beweisen. Ohne Beschränkung der All-
gemeinheit können wir annehmen, daß 

(22) 
" f c o - 1 

2 «n2 = 1 • 
n= 1 

Es sei also k0(^3) eine natürliche Zahl. Es sei weiterhin {a v J (/ = 1, . . . , nk — 1) 
die monoton abnehmende Anordnung der Folge an (n = 1, — 1) (diejenigen 
Glieder, die miteinander gleich sind, bleiben in der originellen Reihenfolge). Für 
ein k (2^k<k0) und fü r ein i (/ = 1 , . . . , c(k)) bezeichnen wir mit Zj(k) die Menge der 
natürlichen Zahlen v, mit 

"* + ( ' - 1 ) ( " * - H * - i ) = l < + "fc-l>-

Die Anzahl der Elemente von Z,(A:) ist n k — n k _ l . Auf Grund von (7) gibt es 
[(«& — « f c-i)/2]-(-l Elemente v, von Zt(k) derart , daß v l ^ n k _ l . Die Menge dieser 
Elemente bezeichnen wir mit Z^k); die Elemente von Zt(k) bezeichnen wir mit 
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m,(i, k) (m , ( / , k)<mi + 1(i, k); 1=1, . . . , [(«fc —«fc_i)/2]-f-1)- Also gilt 

(23) nt-^mß, k) (/ = 1, ...,[(nk-nk_!)/2] + l ; ' = 1 , .... c(*)). 

k 0 - l c(k) _ 
Es sei Z j die Menge der Indizes n mit l=n und U U ^¡{k}', die Elemente 

k= 2 /= 1 
von Z t , bezeichnen wir mit — W i r setzen 

Y2xi(2x), 0 < i < 1/2 

. 0, sonst 

Diese Funkt ionen bilden ein orthonormiertes System in (0, 1), weiterhin gelten 

<P »>(*) = ( / = 1 , 2 , . . . ) . 

(24) 

(25) 

} | . i l , 0 s * < 1 / 2 , -
1 / 2 < x < 1 ( « = 1 , 2 , , . ) , 

/ sup [a,«,<?>„,00+ ... +a,1,<PflJ(x)| dx = 
o i^'Sy 

i r i h - 1 1 1 / 2 

= îÂf J sup K*i(*)+ - dx^-=aVl^C21 j 2 «?,*(/)[ . y 2 o « ' s ; y2 u=i J 
c(k) 

Für eine natürliche Zahl k ( 2 ^ k < k 0 ) bezeichnen wir die Elemente von U zi(l) 

mit mt(k) (k=l, ..., ([(nk-nk_1)/2] + l)c(k)), weiterhin sei 
i= i 

c(k) 
Ak = 2 (nk-nk_,) min a) • X(nk). i ss 1 J € ¿i\k) 

Für jede natürliche Zahl k (2^k<k0) werden wir ein in (0, 1) or thonormier tes 
System (pmi{k)(k; x) (/ = 1, . . . , ( [ ( « t - « 4 _ J / 2 ] +l )c(&)) derart definieren, daß 

i 
(26) 

(27) 

/ 2 <Pm,(k)(k; x)(pmi(k)(k; t) 

(A= 1 , . . . , ([(«fc — « t _ i ) / 2 ] + l)c(&)), 

/ sup l«B.,w<PB.,(k)(fc;x)+ ...+amcW(pmtik)(k;x)\dx^C22At. 

o issst^ac^-^.o/^+iMft) 

Es sei k eine natürliche Zahl ( 2 ^ k < k 0 ) . Das System 

9mmik-, x) (/ = 1, ..., ([(«*-»*_0/2].+ l)c(*)) 

definieren wir folgenderweise. Wir wenden den Hilfssatz I I im Falle 
+ 1 2 ? , , q=<ik-

12 A 
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an. Die entsprechenden Funkt ionen bezeichnen wir m i t g ^ x ) ( s = l , . . . , 2 p q ) . D a n n 
gelten auf Grund des Hilfssatzes II und der Ungleichung (9) 

I 

(28) 

(29) 

/ 2sÄx)gs(t) 
s= 1 

1 

dtsX(nk_1) ( 0 < x < 1; a= 1 , . . . , 2pq), 

f sup | a m s 0 > k ) f s ( x ) + . . . + aff l t(i,k)f t(je)| 
0 lSs^tälpq 

^C23ink-nk_ i min üj • y/.(nk) (i = 1, ...,c(k)). 

Es seien, s0 — 0, s{ = 2 m'n a t ß 2 m'n at (' = h •••, c(k)), scik) + l = 1, und 
j= 1 '€ZJ(T) j = I t £Zj(k) Ii = ( s ; _ i , ¡¡) (/= 1 , . . . , c(k)). Wir setzen 

F X — S J _ ] 

\lm{i:)8l{mQi) 

0, sonst 

(/= 1, ..., 2pq; i= 1, ..., c(kj), weiterhin seien die Funkt ionen 

. Vm.v.uik'iX) ( / = 2 M + U • [K-Wjt - i ) /2 ] + l ; / = 1 , . . . , c(kj) 

der Reihe nach gleich den Funkt ionen 

U x ) _ | Z „ ( 2 ( * - 1/2)), 1 / 2 < x < 1, _ IV2 

10, sonst 
( « = 1 , 2 , . . . ) . 

Offensichtlich bilden die Funkt ionen <pmi(k){k\ x) in (0 ,1 ) ein or thonormier tes 
System. Aus dem Hilfssatz I und aus (28), auf G r u n d der Definition der Funk-
tionen ergibt sich für.A = i , . . . , ([(«* — nk_1)/2]+ l)c(&) 

/ 
A 

2 <Pm,(k)(k;x)<pm{k)(kl t) 
1 = 1 

dt^A(nk_i) ( O s j s l ) , 

also ist (26) erfüllt. Weiterhin aus (8), (29) und aus der Definition dieser Funkt ionen 
erhalten wir durch eine einfache Rechnung 

I 

f sup K,(fc)<pm M(k- , x)+ ... + amtW<pmtW(k\x)\dx^ 
5 lässtm(.nk-nk_0l2]+l)c(k) 

- 2 sup \amAitk->(pmsiitk)(k;x)+ ... +amt(i<k)(pmtii<k)(k; x)\dxs= 1=1 läsStS2pq 

• S C 2 3 2 min y i f y Q ^ C 2 2 A * , 

also ist auch (27) erfüllt . 
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Es sei sg = I äf = i + 2 ATßk°Z A f , 1? = (s?_,, s f ) ( i = 1 , . . . , fc0- 1). Wir 
Z Z. y-= 1 j= 1 

setzen für / = l J : . . , ( [ ( / i t - n t _ 1 ) / 2 ] + l)c(Ä;); £ = 2 , . . . /c0 - 1 , 

</>m, <*)(*) = 
<Pm'(k){ m(/*) y X a * > M i D 

0 sonst 

Offensichtlich bilden die Funkt ionen (pn(x) (n = 1, . . . , —1) ein or thonormier-
tes System in (0, 1). Aus (25), (27) ergibt sich 

(30) / sup \ a i ( p i ( x ) + . . . + a j c p j ( x ) \ d x ^ C 2 X ^ 1 < m + k ° 2 A t 2 } -
o lä'Sj«''fcj ln=l k=2 ) 

Weiterhin aus (24) und (26) bekommen wir 

(31> (isA., ^ ( O . l K T j ' / f , n= 1 , 2 , . . . , 
I „ | ' = I 

/ 2 > i ( * M ( 0 A O * ^ ) , * € / * V H S min «,(! ,*:) , k = 2,... , k 0 - \ , 1 /.i 
i* 10, x £ /**, « < min w, (/, k), k = 2 , . . . , k0 — 1 . 

Wegen (8) und (23) gilt 

(32) A ^ . , ) ^ ^ « ) (n a min m,(i, i ) ; k= 2, ... ., k0 — \). 

Aus (32) erhalten wir cp £ A. 
So bekommen wir aus (30) 

(33) | | a ( l , nk0- 1); A | | *SC 2 4 2 < * ( « ) + 2 2 m i r { a ) • A(n,) . 
ln=l k=2 i= 1 J(.ztm J 

Wegen der Monotoni tä t der Folge a und wegen (7), (8) ergibt sich 

2 2 < A ( « ) ^ c 2 5 2 < * ( « ) , 
N= 1 N = M| « = ̂ 2 

"fc2_1 <A'(«)sC26/ir (k = 2,..., k0 — 1), 

ti — rtfe + Olfc — i) 
nk + (nk~ nk- l)— ^ 2 < M « ) = C 2 7 ( « t - " k - i ) . f 7 m i n •a2

J-Xink)sC28Atil n=nk . JiZcW(k- 1) 

Daraus und aus (33) bekommen wir die Abschätzung 

(34) I H i , « * 0 - i ) ; A i r s c 2 9 { * 2 ' <A(«)J 
/2 
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W e g e n 2 = 1 u n d wegen av S a t (n = 1, ...,nk —2) gilt 1 ja2 E s 1 " n n + n 

seien < — = ( c d i e j e n i g e n Indizes , f ü r die 1/a* S / 2 g i l t ; die a n d e r e n Ind izes 

zwischen 1 u n d nko~ 1 beze ichnen wir mi t />!<•••</>, . ; für. diese Ind izes gilt 

a lso l/a2 >p2. A u f G r u n d de r Vorausse tzungen ü b e r die F u n k t i o n / .(x) fo lg t d u r c h 

eine e in fache R e c h n u n g 

" 2 ' < ¿ 0 / 0 = 2 « V ( 1 K ) + 2 
n= 1 s= 1 s t— 1 

S Z < M + C12 Z-^AL'2LOGHUA2VP)^C2 J < M + C ^ Z ' 
s= 1 * t=l i V ' ' 5=1 * (=1 i 

f V 1 < U c 3 2 " 2 < a ( » ) -
\ 11— 1 n=l 7 n=l 

Z u s a m m e n mi t (34) f ü h r t dies zu r A b s c h ä t z u n g (21). 
D a m i t h a b e n wir a u c h Satz I I bewiesen. 
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