Erweiterung von Halbgruppen durch
wiederholte Quotientenbildung. II

Von H. SEIBT in Potsdam (DDR)

Einleitung

Im Teil I dieser Arbeit [4] untersuchten wir Halbgruppenerweiterungen, die
sich durch wiederholte Bildung von Rechtsquotientenhalbgruppen und Links-
quotientenhalbgruppen einer Halbgruppe 9t ergeben. Dabei verstehen wir unter
einer Rechtsquotientenhalbgruppe ©=2Q,(N, n) einer Halbgruppe M nach einer
Unterhalbgruppé n regulirer Elemente?) von N eine solche Oberhalbgruppe von
"9t mit Binselement, in der jedes Element « € 1t ein Inverses besitzt und deren Elemente
sich als Rechtsquotienten .ax~* mit €M und acn darstellen lassen. Eine solche
Rechtsquotientenhalbgruppe ©=Q,(N, n) existiert bekanntlich (vgl. [1] und [2])
genau dann, wenn die folgende Bedingung Q,(9, n) erfiillt ist: Zu je zwei Elementen
‘a€MN und a€n gibt es Elemente /¢t und A€ n mit al=al. Im Falle ihrer Existenz
ist dann di¢ Rechtsquotientenhalbgruppe ©=2Q,(N, n) durch die Halbgruppe N
und die rechtsseitige Nennermenge n bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (vgl.
[11,{2]). Dagegen konnen verschiedene Unterhalbgruppen n; (i€7) von N zur gleichen
Rechtsquotientenhalbgruppe S=Q,(N, n) fiihren. Untér diesen ist dann genau eine
relativ maximale Nennermenge n (sie besteht aus allen in & invertierbaren Elementen
von M) dadurch ausgezeichnet, daB aus a-bé€n fiir beliebige reguldre Elemente a
und b von N stets a< n und b€ n folgt (vgl. [2]). - .

Ist es nun moglich, eine Halbgruppe 9 zuerst zu einer Rechtsquotlentenhalb-
' gruppe R, =Q, (N, n,) nach einer Unterhalbgruppe n; &N zu erweitern, diese Halb-
gruppe N, wieder zu einer Linksquotientenhalbgruppe M, =2,(N,, n,) nach einer
Unterhalbgruppe n, &N, u.s.f,, so nennen wir eine auf diese Weise nach k Schritten
entstehende Oberstruktur 9, von M eine k-te r-Quotientenhalbgruppe N, =
=QY(MN; ny, ..., 0y, wobei 1, (x=1, 2, ..., k) die jeweils im x-ten Schritt verwendete
Nennermenge bezeichnet. (vgl. [4], Def. 1). Entsprechend definieren wir eine k-te

1) Regulire Elemente erfiillen die Kiirzungsregeln. .

13%
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I-Quotientenhalbgruppe QF (N; ny, ..., n,) einer HalAbgruppe' N, wobei aber dererste
Erweiterungsschritt .eine Linksquotientenerwéiterung ist. Wir wollen auch in dem
vorliegenden Teil 1T unsere Verabredung beibehalten, dafl mit jeder Begriffsbildung
bzw. Aussage auch die durch formale ,,Vertauschung von rechts und links* her-
vorgehende duale Begriffsbildung bzw. Aussage als gegeben angesehen wird.

Wir zeigten dann, daB wir fiir die bei der schrittweisen Quotientenerweiterung
von 9N verwendeten Nennermengen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stets
-, En, und n;t Sn, (x=2,3,...,k) voraussetzen diirfen und betrachteten ihre
Durchschnitte x, = 1, NI mit der Halbgruppe R. Eine so entstehende Unterhalb-
gruppenkette ¥, Sx, S --- Sx, nannten wir eine Q,-Kette von N der Linge k und
wiesen nach, dal} schon diese Unterhalbgruppen x, von M die k-te r-Quotienten-
halbgruppe. R, =Q%(M; n,, ..., 1) bis auf Isomorphie eindeutig festlegen, wor-
aufhin wir die Bezeichnung R, =Q*M;, z,, ..., ) einfithrten. Vor allen Dingen
ist es nun moglich, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
der k-ten r-Quotientenhalbgruppe M, =Q*(M; x,, ..., x,) auszusprechen (vgl. [4],
Satz 3): Eine Kette x, Sx, - S %, von Unterhalbgruppen reguléiref Elemente einer
Halbgruppe 9 ist genau dann Q,-Kette der Lange k, wenn die folgenden Forderun-
gen erflllt sind. 1) Fir jedes x=2,3, ..., k und beliebige Elemente a und b von
N folgt aus a-b€x, und bex, | (bzw. a€x,_,) stets a€ x, (bzw. b€ x,). 2) Fiir jedes
x=1,2,..,k gilt die mit Q¥(N; x, ..., x,) bezeichnete Bedingung:-Zu beliebigen
Elementen a' €M und x. € x, gibt es geeignete Elemente?)

al €N, xjex, (j=2,3,..., %),
BeM, yiex, (j=1,2,...,%),
u; und v; aus x; (j=1,2,..., %),
so daB die folgenden Gleichungen erfiillt sind
alu,,=v,1-b‘, Xiuy=v,y% (A=1,2,...,%),
U= Yies V=X,

. - » N I3 ;_ . . . EX
aZx — a21+1’ xle — x’2‘1+1, b21 1 bZI, ygl y;l,

wobei der Index i fiir ungerades »x die Werte 1, 2, ..., x| und fiir gerades » die
Werte 1, 2, ,—; durchliuft.

Fir die duale Bedingung QF(M; x,, ..., x,) sind natiirlich die Faktoren in allen
auftretenden Produkten zu vertauschen.

2) Die hochgestellten Indizes dienen zur Untcrschéidung derl Elemente.
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§ 4

Freilich ist mit diesem allgemeinen Kriterium noch nichts dariiber ausgesagt,
ob es fir eine natiirliche Zahl & {iberhaupt eine Halbgruppe 9 gibt, wélche eine
" k-te r-Quotientenhalbgruppe N, =Q*(N; x;, ..., x,) zu bilden gestattet, ohne dafB
man dabei mit weniger als k& Erweiterungsschritten auskommen kann. Wir erginzen
daher unsere Untersuchungen aus Teil I durch folgenden.

Satz 6 (Hauptsatz). Fiir jede natiirliche Zahl k gibt es eine Halbgruppe N,
zu der eine k-te r-Quotientenhalbgruppe W, =Q (M; x,, ..., x,) existiert, die auf keine
Weise in weniger als k Schritten durch Quotientenerweiterung gewonnen werden kann.

Wir werden diesen Satz zusammen mit seiner dualen Aussage beweisen, indem
wir fiir jede natiirliche Zahl k=1 zwei (zueinander duale) Halbgruppen &, und
9, angeben, die folgende Eigenschaften besitzen:

) In &, gibt es eine Q.-Kette der Linge k und eine Q,-Kette der Liinge k+1, die
beide mit &, selbst enden.

In ; gibt es eine Q,- Ketfe der Linge k und eine Q -Kette der Linge k+1, die
beide mit ©, selbst enden.
1) Jede mit & endende Q -Kette bzw. Q,-Kette von §; hat mzndestens die Liinge k
bzw. k+1.

Jede mit 9, endende Q,-Kette bzw. Q,.-Kette von 9, hat mindestens die Linge k
bzw. k+1.

Das heif3t: Die Halbgruppen &, und £, sind in° Gruppen einbettbar, die durch
Quotientenbildung nicht in weniger als k Schritten gewonnen werden konnen.

Wir konstruieren zunéchst gew1sse Halbgruppen &, und $,, von denen wir
dann in den beiden folgenden Paragraphen zeigen werden, daB sie die in I) und II)
genannten Eigenschaften besitzen. Wir zeigen fiir jede natiirliche Zahl k dle EXlStenZ
zweier Halbgruppen &, und $; mit den Elgenschaften

a) &, und 9, sind zueinander antiisomorphe regulire Halbgruppen mit dem gleichen
Einselement. '

bj Es gibt einen Homomorphismus i, von §&, und einen Homomorphismus. j, von
Oy in (fiir k=1 sogar auf) die additive Halbgruppe der nichtnegativen ganzen
Zahlen.

¢) Der Antiisomorphismus Yy von §y auf Oy erfullt bezughch der in b) genannten
Homomorphismen i, und j,

WD =i () fiir alle [€F,,
womit auch j(h)=i, (Y * (W) fiir alle he$, gilt.
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Die Halbgruppen &, und $, konstfuieren wir induktiv, wobei wir fiir k=0
‘die_aus nur einem Element ¢ bestehende Halbgruppe §,=$, mit io-(e)=j0(e)#0
und der identischen Abbildung i, verwenden. Es seien nun &, und $, Halbgruppen
mit den Eigenschaften a), b) und c). Dann definieren wir zunichst §, ., , als diejenige
Halbgruppe, die von den Elementen von $, und zwei weiteren Elementen C=C,,,
und D=D,,, erzeugt wird’), wobei neben den Relationen von $, noch folgende
Relationen gefordert werden

1) _ Di+1Crs1 = Coy1 Dyt .
) hCiy1 = Cis1hs Diyih = hDEE"  fir alle he$,
3) eCriy = Cry1, eDy,q = D, fiir das Einselement e von sjk

Ersichtlich ist das Einselement e von £, wegen ji(e)=0 auch Einselement von &, ,.
Die Elemente von &, ., sind dann jedenfalls von der Form AC°D? mit h€$, und
nichtnegativen ganzen Zahlen ¢ und 4, und je zwei Elemente von ‘(‘ykﬂ werden
gemaB

™ hy Co1 D%y Co2 D = hy hy Cor e Da+ 24007724,

multipliziert. Dariiber hinaus - besitzt jedes Element von &,.; sogar genau eine
~ solche Darstellung AC°D?. Dazu betrachte man die Produktmenge kax = §H, X
X NoX Ny, worin N, die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen bezeichnet, und
definiere in Fjq: :

o) Es sei (hy, ¢y, d))=(h;, c;, d,) genau dann, wenn hl—hz, cl—cz und d, =d,
gilt;

B (hy, ¢4, dy)+ (hz,cz,dz) = (h1/12- i+ ca, dy + 200D+ d1)-

Wegen «) wird durch f) ersichﬂich eine assoziative Multip]ikation in F,, definiert,
so daB in F,,, auch die Relationen (1), (2) und (3) erfiillt sind. Wir zeigen noch,
daB §y., eine regulire Halbgruppe ist. Dazu sei

' “hCeD*+ by C1 D% = hCeD? « h, C2 D%,

also : '
hh, Cetey pd 270 hh,Ce+ea D 2’*"‘1)+°2d’ _

-~ woraus sich zunichst
hh1 = hhz,' C+C1 = C+C2, dl +2j’<(h1)+cld = d2+2jk(hl)+czd

ergibt. Wegen der Regularltat von 5k gilt A, =h,, auBerdem folgt c1=¢; und aus
beidem d, = dz, womit :
l11 Ccl Ddl : hz Ccdez

%) Sind keme Verwechslungen zu befiirchten, werden wir zur Vereinfachung im Folgenden auf
dle Indizes verzichten und einfach C und D schreiben.
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gezeigt ist. In gleicher Weise zeigt man die Giiltigkeit der rechtsseitigen Kiirzungs-
regel. Es ist also &, eine reguldre Oberhalbgruppe von £, mit demselben Einsele-
ment. Wir betrachten nun' die zur Halbgruppe §;., duale Halbgruppe 55-‘,2 =
=$9r+1, die also dadurch entsteht, daBl man in &,,, die Multiplikation ab durch
die duale Operation gob = ba ersetzt. Da wir ‘&, und $, als duale Halbgruppen
vorausgesetzt hatten, wobei, es einen Antiisomorphismus ¥, von §, auf $, gibt,
der c¢) erfiillt, ist die Unterhalbgruppe $, von &;,; =%+, isomorph zu §,, wes-
halb wir $,,, als Oberhalbgruppe von &, annehmen diirfen. Setzen wir nun ‘noch
C,‘Jrl =B, 4, und D], ,=Ai+1, 50 wird durch

Vs 1 (CES D) = A5 B ()

fiir alle Elemente hCgx+y Disst € Fp oy €in Antiisomorphismus ,,, von ., auf
9+1 erklirt, der Fortsetzung von ¥, ! ist. Mit anderen Worten: Wir betrachten
9,41 als die von der Halbgruppe &, =y, (9,) und zwei weiteren Elementen Ak; =
=Y+ 1(Drey) und Byi =y, ,(C,.,) erzeugte Halbgruppe,  wobei zu den Rela-
tionen von &, noch die folgenden zu (1), (2) und (3) dualen Relationen hinzugenom-
men werden:

) - . Bk+14k+1='pk+1(Dk+1Ck%1)=Wk+1(ck+1Dz+1)=A:+1Bk+1,
@) Bk+1f='h;y-1(hck+1):¢k+1_(ck+111)=f3k+1
sowie |

ZJk h) ij('ll ) ‘k(f)

2 fAp = 'ﬁk+1(Dk+1h) Y1 (MDivy ) = A" f= k+1 S
fiir alle Elemente f=y~'(h) aus §,

(3) ) : Bk+1e='/’k+1(eck+1)=Bk+1

Agvr16=Yy, (eDyy )= Ak+1A

fiir das Elnselement e=y,"! (e) von T

Damit ist $,,, eine reguldre Oberhalbgruppe von &, mit demselben Eins-
element, deren Elemente eindeutig in der Form Ajx+; Blx+if mit f€F, und nicht-
negativen ganzen Zahlen a,.und b, dargestellt werden konnen. Je zwei Elemente

von 9,,; werden nach der Regel
** . ‘ A% BY f, . A% Bl f, = A 4t laszb'+b2f1fz

multipliziert, wenn wir auch hier zur Vereinfachung auf die Indizes k+1 verzichten
und einfach A bzw. B schreiben. Um noch die Gultlgkelt von b) und c) fiir die Halb-
gruppen ‘,‘}Hl und 9, ; zu zeigen, definieren wir

2 k(f1)+b

ies 1 (RCSDY = j,(W +c fir alle Elemente hC°D?€ i v1s
Jree1(A°B) = i (H+b fiir alle Elemente A°B f€Dr.y.
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Ersichtlich handelt es sich wegen (*) und (**) um Homomorphismen von &;.,
bzw. von $,,, auf die additive Halbgruppe der nichtnegativen ganzen Zahlen.
Es sei noch bemerkt, daB} sich die Multiplikation in &,,, bzw. in $,,, dann auch
gemil :
hy C D iy CCZD"- = h h,CO +02Ddz+2’k+l(’lzc zl)dz)
bzw.

Jie+1(491 BY1£))

A“lexf A"szzf Aa‘+2 2 Bb, +bzf1f

kennzelchnen 1aBt. SchlieBlich erfiillt ¥, .., auch die Forderung von c¢).
Es ist also etwa &, eine regulare Halbgruppe mit Emselement deren Elemente
sich eindeutig in der Form

eC5i DI =C{iD{r  (cy,d, nichtnegative ganze Zahlen)

schreiben lassen, wobei i, (C{! D4)=c, fiir jedes Element von & gilt und die Mul-
tiplikation in §, nach der Regel

+chd +2

C‘;'Dl' . 'ledll -
erfolgt. Wir bemerken noch, da3 diese Halbgruppen &, und entsprechend $, gerade
die bereits in § I von Teil I verwendeten Halbgruppen § und $ sind.

Allgemein ist &, eine regulare Oberhalbgruppe von $,_, mit demselben Eins-
element, deren Elemente sich eindeutig in der Form
A“k+| bk Aak 3B . Ag2Bz'2 C;'ID:I CgaDgn CszZk

fir ungerades k.bzw.
b, . d d d
Aak 1B, k 1Aak r’Bbk— A;llel 62 ZCCA 4 . Cszkk

fiir gerades & mit nichtnegativen ganzen Zahlen als Exponenten darstellen lassen.
Dabei gilt fiir alle Elementefké 7%

(i) = ci+by+ces+bs+---+b-1+c,, k ungerade
bzw. . :
i(fi) = bi+cy+b; +C4+"‘+bk_1+_6‘k, k gerade.

Entsprechende Darstellungen gelten fiir die Halbgruppe ;.

§s5

Wir wenden uns jetzt der Untersuchung von 0,-Ketten und Q,-Ketten der
im vorigen Paragraphen konstruierten Halbgruppen &, bzw. 9, fiir k=1 zu. Auf
‘Grund der Dualitit von &, und 9, bilden Unterhalbgruppen

uEnsEy
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von & genau dann eine Q,-Kette der Lénge / von §,, wenn die Unterhalbgruppen

e (x) EYi(2) & - Su(x)

von §, eine Q,-Kette von 9, der gleichen Lange darstellen. Fiir den Nachweis der
Behauptung I) im Anschlufl an Satz 6 stellen wir zundchst zwei Hilfssdtze bereit,
die (ibrigens auch unter etwas allgeméineren Voraussetzungen erfiillt sind.

Hilfssatz 5. Ist M eine regulire Halbgruppe mit Einselement, die sich als
Komplexproa’ul\t M=NOG=06N einer Unterhalbgruppe ‘.RCEDE und einer Untergruppe
® SM darstellen lifit, wobei a®=0a fiir alle Elemente acN gilt, dann existiert
mit jeder Rechtsquotientenhalbgruppe S=2,(M, n) von N nach einer Unterhalb-
gruppe n von W auch die Rechtsquotientenhalbgruppe T=RQ,(NG, n@) von M=NG
nach der rechtsseitigen Nennermenge n® S M. Uberdies gewinnt man T=2, (NG, n®)
“als Komplexprodukt T=86 von S=R,(N, n) mit ®©, und fiir alle Elemente s gilt
56 =Gs.

Da gemilB [2] jede Quotlentenhalbgruppe einer reguldren Halbgruppe eben-
falls regulir ist, folgt durch vo]lstandlge Induktion liber k aus Hilfssatz 5 und seiner
dualen Aussage der :

Hilfssatz 6. Ist WM eine regulire Halbgruppe mit Einselement, die sich als
Komplexprodukt M =NG =GN einer Unterhalbgruppe M I und einer Untergruppe
® S M darstellen lift, wobei a®=Ga fiir alle Elemente acN gilt, dann existiert mit
Jjeder 'k-ten r-Quotientenhalbgruppe N, =Q(M; ny, ..., ) von N auch die k-te .
r-Quotientenhalbgruppe QMG ; 1, ®, ..., 0, ®) von M=NG, die man als Komplex-
produkt N, ® von N,=QN; ny, ..., n,) mit & gewinnen kann.

Den ersten Teil der Behauptung 1), daB es in der Halbgruppe T (k=1) eine
0Q,-Kette x, &%, S-S x, =9, gibt, verschirfen wir dahingehend, daB} dabei stets
das Einselement e von &, in ¥, enthalten ist, und beweisen dies zusammen mit der
dualen Aussage iiber $, durch vollstéihdige Induktion dber k. Dabei konnen wir
uns immer auf die Durchfiihrung jeweils eines der zueinander dualen Schliisse be-
schranken. Fir k=1 zeigen wir, dall §, eine rechtsseitige Nennermenge von sich
selbst ist, was wir zwar aus unseren Uberlegungen in § 1 iibernehmen konnten,
hier aber der Vollstdndigkeit halber noch einmal ausfiihren wollen. Fiir beliebig
vorgegebene Elemente a= C{ Djund a=C] D3 aus &, erfiillen die Elemente /=C¢ D™
und A=C7?D?* aus §, gerade die Gleichung '

al = C{D{C]D¥ = X{t7 DIo+2? = C’D" CCD”" = ozl
womit Q,(%l, &) nachgewiesen ist. Fiir den Induktionsschritt sei nun

085,58 55=58
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eine Q,-Kette der Linge k von §,, wobei ¥, das Einselement e von &, enthlt, -
also
1)1%‘)2%--'gl)k=55k mit V. = lpk(‘)x): . }{:1, 25'--sk

eine Q;-Kette der Linge k von $,, wobei y; das Einselement von §, enthilt. Nun
ist die von C=Cy,,€F+, und D=D,, €T, erzeugte Unterhalbgruppe mit
Einselement 3, der Elemente C°D? von &, ., auch rechtsseitige Nennermenge von
&+ 1, denn mit beliebigen Elementen a=hC°D*¢ §,.; und a=C?D’¢3, erfiillen
die Elemente / = hC*D¥¢F,,, und i = C'D*™*?c3, die Gleichung

@k = hCeD*. CTD¥™ "% = pCety pH M2 = OV P pCED =

also gilt die Bedmgung Q,(Fir1530)- Die Elemente der Rechtsquotlentenhalbgruppe
R, (F+15 30) gestatten die Darstellung ‘

"hC°D*D™*C~" (c,d, y, 6 nichtnegative ganze Zahlen),

und alle Elemente der Form C°D‘D=?C~7 bilden auf Grund der Relationen (1),
(2) und (3) eine Untergruppe & von Q,(Fis1, 30)=9.®. Es zeigt sich, daB sogar
h®=G6nh fiir alle Elemente /1 € §, erfiillt ist. Da nach Induktionsvoraussetzung

9,59, S Cn=9H

eine Q-Kette von §, ist, erfiillt die Halbgruppe $,6=2,(F.,,3,) alle Voraus-
setzungen der dualen Aussage von Hilfssatz 6. Es existiert also mit der k-ten /-Quo-
tientenhalbgruppe

6=Q?($jk;l)1s ey I)k)zﬁf(sjk: nl, vy nk)

von $,, wobei vy, = n,NYH, gilt, eine k-te /-Quotientenhalbgruppe T=CG=
=Qf(H:0;n, 6, ..., n,6) von H,6=,(F+1, 30). Diese ist zugleich eine (k +1)-te
r-Quotientenhalbgruppe T=24"(F+1; 30, 1, O, ..., &) von F,.,, weshalb 3, S
€3, E3 mit 3, = 1, OGN Ty, fir 6=1,2, ..., k eine Q,-Kette von §F,,, der
Linge k£ +1 ist, die mit der das Einselement von {, . ; enthaltenden Unterhalbgruppe
30 S &r+1 beginnt und mit 3, =%, , endet. Aus 3, = n,®6NF,,., folgt .ndmlich
D= =mNYP, & n/kQs O Fr+1 = 3, was mit 30 S 3, auf Fip 1 =930 S3 fiihat.
Damit ist die angegebene Verscharfung der ersten Teilaussage von I) bewiesen.
Aus ihr erhdlt man sofort auch die zweite Teilaussage, indem man bei der schritt-
weisen Erweiterung von &, zu QF(&; x(, ..., ) vor die erste Rechtsquotienten-
erweiterung eine triviale Linksquotientenerweiterung mit der Nennermenge x,=
={e} Sx, davorsetzt. Damit sind die Aussagen von I) fiir alle Halbgruppen §, und
9 (k=1) nachgewiesen.
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§6

Unsere Untersuchungen iiber die minimale Linge der mit , endenden Q,-Ket-
ten und Q,-Ketten der Halbgruppen &, (k=1) beginnen wir mit einer Modifizierung
des Begriffes Q,-Kette fiir regulire Halbgruppen: Eine Q,.-Kette x, &%, S--Sx,
einer reguliren Halbgruppe R heifit Q.-Kette von N, wenn sie an Stelle der Forderung
1) aus Satz 3 der schirferen Bedingung geniigt.:

1 ) Fiir alle Elemente a und b aus N folgt aus a- bEx stets acx, und bex,
(x=1,2,..., k). :

Hilfssatz 7. Zu jeder Q,-Kette x,Sx, S .- &%, einer reguliren Halbgruppe
N gzbt es eine Q)-Kette 1, Sy, & - _ -Ciy, von N der gleichen Lénge k, so daf
QMR xy, . 5 )= Wy, ..., 1) gilt:

Beweis. Wir wihlen in jedem Erweiterungsschritt der Quotientenerweiterung
von M zu der k-ten r-Quotientenhalbgruppe QE(R; x,, ..., x) =TX(R; 1y, ..., 1)
von N an Stelle der jeweiligen Nennermengen 1, die zugehdrigen relativ maximalen
Nennermengen 1, fiir die dann ebenfallsm,_, Sm,undm;!, Sm, mitx=2, 3, ...,k
erfiillt ist. Dann bllden die Unterhalbgruppen p, = m, (19 eine Q,-Kette von ER
der Linge k, und es gilt ' : '

Qr(gt, MWiyeens nk):Q’:(“n’ My, mk)=Q',f(%; Dyseens I)k)

Fiir je zwei Elemente a und b aus % folgt'aus a- b €9, zunéchst a-b€m,, also wegen
der relativen Maximalitdt von-m, gerade a¢m, und b €m,, woraus sich sofort aet),,
und b€, ergibt.

Auf Grund dieses Hllfssatzes und seiner dualen Aussage durfen wir uns im
Folgenden auf die Untersuchung von Q,-Ketten und Q}-Ketten von §, bzw. 9,
beschranken. Dabei wird es sich als niitzlich erweisen, daB es einen Homomorphismus
von &, auf die Unterhalbgruppe §,_; S &, gibt, der jede Q;-Kette und jede Q, -Kette
von & m eine ebensolche von §,_, gleicher Linge iiberfiihrt. Die durch

o (hC°DY)= h€$y—y- fir alle Elemente hC°Dc &,
deﬁnlerte elndeutlge Abblldung ¢ von &, auf H,_, ist ndmlich gemaB

(p(hCCDd WCe Dd') — (p(hh Cet+e p¥ +21k 1)+ d)

=hh' = <p(hC°D") -p(h'C®D%)
ein Homomorphismus von &, auf $,_,, bei dem sich auch die Fordefung 1) von
einer Q) -Kette x; &%, S --- £, von &, auf ihr homomorphes Bild ¢(x,) S -- S o(x,)
iibertrdgt. Denn gilt A+-h" € p(y,) fir beliebige Elemente % und A" aus $,_; mit
v=1, 2, ..., n, so folgt zunéchst, daB x, ein Element 44’C° D? mit gewissen Exponen-
ten ¢ und 4 enthilt. Dann sind geméiB' 1) auch 4 und %’ Elemente von %, und damit
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auch Elemente von (p(_iv). Weiterhin zieht auch die Giiltigkeit der Bedingungen
Q' (s %y, ..., x,) die Giltigkeit der Bedingungen Q¥(9:_;; ¢(x,), ..., ¢(x,)) nach
sich; denn svihd a'€9,_, und x'€¢(x,) beliebig vorgegebene Elemente, so gibt es
wegen a' €, und x!€x, geeignete Elemente aus den entsprechenden Unterhalb-
gruppen von §&,, die alle Gleichungen der Bedingung Q)(&; ¥, ..., x,) erfillen,
und damit nach Ubergang zu den jeweiligén Bildern bei der homomorphe Abbildung
¢ von &, auf 9,_, auch.geeignete Elemente aus den entsprechenden Unterhalb-
gruppen von §,_,, die alle Gleiéhungen der Bedingung Q}(DHi—,; @(xy), ..., ¢(x,))
erfiillen. Die Uberlegungen fiir Q] -Ketten verlaufen analog.

Insbesondere folgt aus der Existenz eines solchen Homomorphismus.von §,
auf $,_, und der dualen Aussage iiber §,, daB es fir alle j=k moglich ist, die
Halbgruppe &, auf ihre Unterhalbgruppe &; bzw. $; homomorph abzubilden, je
nachdem ob k—j gerade oder ungerade ist, so dal3 dabei jede Q,-Kette (Q;-Kette)
von &, in eine Q;-Kette (Q;-Kette) von §; bzw. $; derselben Linge iibergefiihrt
wird. :

Ersichtlich hat nun jede Q)-Kette von &, mindestens die Lénge 1, und fiir
k=2 1aBt sich die Frage nach der minimalen Linge einer mit &, endenden Q!-Kette
von &, jetzt auf die Frage nach der minimalen Lidnge einer mlt -, endenden Q-
Kette von &, _, zuruckfuhren denn jede Q; Kette von &,

=B

I Sx;

lﬂ

der Linge p<k fiihrt zu einer Q) -Kette von \gk 1

(11)C<P(12)C So(x,) = Doy

der Liange p<k, also zu einer Q; -Kette von &, _,

t/f{_‘l(w(xn))gl//;?_‘n((p_(rz))g lek_-lx((l’(xp)) = -1

der Linge p < k = (k—1)+1. _

Damit haben wir jetzt nur noch zu zeigen: Fiir alle k=1-hat jede Q;-Kette
von &, die mit &, selbst endet, mindestens die Liange k+1. Dazu zeigen wir:
Fiir jede Q;-Kette x, Sx,S--- Sx, von &, der Lédnge p gilt fiir alle s=1, 2, ..., p:
x, enthdlt kein Element B; und kem Element C; mit j = k—s+1.

In der Tat folgt hieraus, dal C, bzw. B, nicht in x, mit s=k liegt und damit
fiir die Lange p jeder mit x,=, endenden Q;-Kette von §, gerade p = k+1 gilt.

Es sei nun x, S --- &£ x, eine Q;-Kette von §,, fiir welche die genannte Aussage
nicht zutrifft; dabei sei x, diejenige Unterhalbgruppe aus dieser Q;-Kette mit dem
kleinsten Tndex s, die wenigstens ein Element C; oder B; mit j = k—s-1 enthalt.
Wir skizzieren den weiteren Beweis fiir den Fall, daB k—(k—s+1) = s—1 eine
gerade, also s eine ungerade Zahl ist. Wir bilden dann die Halbgruppe &, in der
vorn angegebenen Weise homomorph auf ihre Unterhalbgruppe §,_,., ab, wobei
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die Q;-Kette x, Sx, S+~ Sx, von &, in eine Q] -Kette ¥, Sx, S -+ Sx, von Fi_giq
libergeht und die Unterhalbgruppe ¥ ein Element C; oder B; mit j = k—s+1 ent-
hilt. Wit wihlen ein solches Element als x! ¥/ sowie a'=Cy_ 11 Dy €Frost1
und zeigen, daB die Bedingung OF (&i—¢+(; ¥}, -.., x,) nicht erfiillt sein kann. Es

gibe ndmlich sonst zu den Elementen x! €x/ und a' €, _,,, geeignete Elemente

ajégk—s-i-l, xéex; (j=23.35"':s),
e i, yi€x,  (j=12,....9),
u; und v; aus ¥ (G=12,...,9),

so daB} die folgenden Gleichungen erfiillt wiiren

A 3 —_
(4) ) ua :blul, ulx.é:ys)vl (;'_1’27"-,5)’
- U=Y5, Ds=X3,
(6) aZi — a2i+l, x?l = xs2i+1, bZi—l — bli, ySZi—l — ysli’ .

wobei in (6) der Index / die Werte 1,2, ... ,S—l durchlduft. Fiir alle Unterhalb-

gruppen ¥, (o<s) gilt nach Wahl von s, daB sie kein Element C;und kein.El_ement
B; mit j = k—s+1 = k—o+1 enthalten und damit wegen 1°) auch kein Element,
in dessen Darstellung irgendeine Potenz mit von O verschiedenem Exponenten dieser
Elemente vorkommt. Das bedeutet gerade

(7 fioss1 () = By (v) = 0 (“=12..,5-1.

Hiermit erhalten wir aus den Gleichungen von (4) fir A =1,2,...,5—1

fk_s41 (al) = ik—x+l(bl) und ‘ik—s+l(x:>) = i_ge1 (¥)).

Beriicksichtigen wir noch die Gleichungen (6), so erhalten wir

Cieess1 (@) = g @) = ) = =1
® '

feese 1 O3) = feos1 (57 = g 3D = o= L
Fir jedes Element f=AhC{-st1Dik-st1 € Fgrr (Mit hEH,_) setzen wir nun
d(f)=di-s+1, und auf Grund der Multiplikationsvorschrift fiir die Elemente von
T+ gilt die Regel d(ff") = d(f")+2%-=+:2d( f). Mit dieser Schreibweise er-
halten wir fiir A = 1,2, ..., s—1 aus-(4) zusammen mit (7) und (8) '

d(@)=d(v;)+d(b*) modulo 2,

d(x}) =d@)+d(y}) modulo 2,
also . '
d@)—d (Y = d(x})—d(y}) modulo 2.
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Mit Hilfe von (6) erhilt man schlieBlich
9 d@V)—d@ ) =d(x)—-d(xs-") modulo 2.

Wir ziehen nun noch die erste der beiden.noch nicht betrachteten Gleichungen
fir A=s aus (4) heran, die wegen (5) die Form y{a®=5°x annimmt und

d(a%)+ 2k-s 1@V g (yS) = d(xg).q.z"k-”l(x:)d(bs)’
also wegen (8)

(10 d(@®)=d(x)) modulo 2

liefert. Aus (9) und (10) erhalten wir schlieBlich wegen &*=¢*"" und xi=x5"!
(gemitd (6)
d(a")=d(x}) modulo 2,

wihrend doch einerseits d(a')=d(Cy_,41D;-s+,)=1 und andererseits d(x!)=0
wegen x}=C; oder x!=B; gilt. In dhnlicher Weise fiihrt man auch den Fall zum
Widerspruch, daB k—(k—s+1) = s—1 ein ungerade Zahl, also s eine gerade Zahl
ist, nur bildet man jetzt die Halbgruppe &, in der vorn angegeébenen Weise homo-
morph auf ihre Unterhalbgruppe $;_,+; ab. Man wihlt dann a'=4,_,, (B,_ 4+, €
€9r_s+q und zeigt, daB die Bedmgung O (Dk—s+1; 3.1, ..., ¥7) nicht erfiillt sein
“kann. ] '

Die in 11) ausgesprochenen Behauptungen iiber die Halbgruppen &, sind damit
bewiesen, womit wegen der Dualitidt der Halbgruppen ;, und $, auch die Aussagen
von II) iiber die Halbgruppen $, richtig sind.
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