Sur les décompositions directes C,— C;, des contractions

Par RADU L TEODORESCU' a Brasov (Roumanie)

Le but de cette Note est de donner urie condition nécessaire et suffisante pour qu’une contrac-
tion complétement non-unitaire dont la fonction caractéristique admet un multiple scalaire, soit
somme directe (pas necessalrement orthogonale) d’une contractlon C, et d’une contractlon de
classe Cy;.Y)

1. Soit {€, €, ; ©(4)} une fonction an‘alytiqﬁe contractive. On dit que @ (1)
admet le multlple scalaire 6(4), 6(4) étant une fonction analythue scalaire, §’il
existe une fonction analytique contractive {€,_, €, Q(1)} telle que

0NN = 3]s, 2NO() = 5D

Rappelons que toute contraction complétement non-unitaire T€% (H) admet des

triangularisations de type _ ,
Co. . * ' [C.1 *
o caf ® [o ¢,

par rapport aux décompositions .
H=H.0H, et H=H,0H.,.

On a donc en particulier T'|H,.€C,. et T|H.,€C.,. Dans le cas ot la fonction ca-
ractéristique © (1) de T admet un multiple scalaire, on a aussi

1) T|Ho.€C,, TIH. €Cns

2) Hy. = {he H; my (T)h = 0}, H., = my (T)H ou me'(/l) est la fonction
minimale de T = T|H,.; ‘ '

3) H,.NH,,={0}, H=H.VH,;

4) Si L est un sous-espace de H, invariant & T et tel que TlLeC0 ou T'|L¢ Cu, .
alors LC H,. ou LC H,, selon les cas.

1) Toutes les définitions et notations sont celles de [4].
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Ces propriétés ont été démontrées dans [4] ch. VIII pour le cas ol 7 est une
contraction faible. Il est facile de vérifier que les démonstrations données 13, con-
servent leurs validité pour toute contraction complétement non-unitaire 7" dont la
fonction caractéristique admet un multiple scalaire. Pour cela nous ne répétons .
pas les démonstrations et nous utiliserons les mémes notations que dans [4] ch.
VIII. Notamment nous noterons, dans ce cas, les sous- espaces H,. et H., par H, et
H, et nous les appellerons les sous-espaces C, et Cy; de T.

Aussi nous utiliserons dans la suite le modéle ‘fonctionnel (au sens de {4] ch.
VI) de T, unitairement equlvalent a T. Plus exactement nous considérons I’opérateur
T défini par

T*(ueav) = e‘-"'(u—u(O))eae""v

sur Iespace H=K,OG ol K+=H2(@*)EB4L2((E) et G={Qw€94w:'w€'Hz'((E)}.
. De plus nous noterons 4, (¢)=[/—0O(")O*(e")]'* et rappelons que .

O A() = 4,0, ()4, = A() O*(e"). 2)

, 2. Pour le début nous déterminerbns les espaces H,. et H.;. On_ sait que
Ho.={u@®veH: T"(u®v)~0}, mais _ : . :

Tru@) = PLUL(®Y) = (€"u—Ow) (e v—1aw,)

ol w,,-EH é((E) est déterminé par la condition

) N  em(@*ut+Av)—w, L HE).

Puisque u ®v€ H nous aurons O@*u+dv | H2(E). Soit
- O"u+dv = é"‘f e e

De (1) on déduit que

Wo = forb €y oyt voe keI = (e e 4 €M)

donc |Iw,,||2—>!|@*u+Av||.2. D’autre part un calcul sinjpl_e mqint_ré que
- Lo T ) = el + o) - IIW..H2

La condition T"(u@®v)—~ 0 étant équivalentea ||w,,|]2—>|[u|[2—{-||v]|2 nous avons obtenu
"Péquivalence a<»b dans la suivante :

- Proposition 1. Soitu®v€H. Les conditions suivantes sont équivalentes: .

a) u®veEH,; b) ul*+]|v)?= ||@*u+Av|]2; c) @v = 4,u.

%) Quand il n'y a pas de dahger de ‘confusion nous omettrons la variable. '
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Pour compléter la preuve observons que

uun2+1|vn2~|[@*u+4vn2 1)+ (©,9)—(O"n, O*u)—(0*u, Av)~ -
-~ (v, @*u) (4v, Av) (u,u)+(v v) (@@*u,u) (A@*u,v) (@Au u)—

— (420, 0) = (u, u)+(@*@q, v)~(@@*u, u)—___(@*A.*u, v)'—(A*@v, u) =

| = (4%u, u)+(@v,@v) (4., Ov) — (B0, A,1) = |4,u~ Ov|* |

d’ou I’équivalence b= c €5t évidente. .
Pour déterminer le sous- espace H,, partons de la relation

o Hl—HeHo
dans laquelle - _
Ho = (u®0CH)} = (u@0: ucH(E,), O*u L H'(®) =
{uGBO u€H2(Q';*) u_L@Hz((E)} = {u®0: uEHZ((E*), ulo; H2(8-)}

ol O(A)=0(2)0.(2) est la factorlsatlon canonique avec {€, §, o.M} fonctlon
extérieure et {3’- €, , 0,0} fonction intérieure. Ainsi nous pouvons affirmer la
_Prop’os_ition 2. Le sous-espace H., de H est donné par; N |

| o H.l;‘{uaaqu: ue O, H ).

Proposition 3. Soit T une contraction complétement non-unitaire dont la .
~ fonction caractéristique @ (%) admet un multiple scalaire. S’il existe des sous-espaces
- Ly et Ly, invariants &'T et tels que T{L,€C,, T| L €Cy, et

(3) ' ' ) ' H = Lo’;‘Lp

alors Ly=H, et LI—H1

Démonstration. De la propriété 4 de H0 et H,; il résulte que LOCHO et
L, H,. Pour démontrer inclusion H,C L, soit h,€ H,. En appliquant (3), A, se
décompose sous la forme hy=1,+1; ou lgc L,y et-1,€ L,; mais T"l,=T"h,—T"[,—~0,
donc /;=0 et aussi hy=I,€L, d’oﬁ_Hoc‘Lo; Soit maintenant h,€H,, hy=I,+1; ou
"IcL, et IJeL,. Comme L,=H,, il résulte que lo€ H,, donc ly=h,—I,¢ H,. Mais
~comme Ay —I[{€Hy. et H\NHy={0} il résulte /;=0, d’olt iy;=/]. 'Donc, H,CL,.

Corollaire. Soit T une contraction complétement ron-unitaire dont la forictio
caractéristique admet un multiple scalaire. S’il existe une décomposition de I’espace .

P
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H en somme directe H=L,4- L, telle que Lyet L, soient des sous-espaces invariants
a T et tels que T|LyeC, et T|L,€Cyy, alors cette décomposition est unique.

3. Soit T une contraction complétement non-unitaire dont la fonction carac-

. téristique admet un multiple scalaire; supposons que H=H,+ H, et soit P la projec-

~ tion de H sur H, paralléle 3 H,. Parce que H, et H, sont invariants 2 T et H=H,+ H,,

il résulte que TP=PT; donc ([4], ch II) il existe un. opérateur lineaire borné
Y:K,~K, tel que

i) YU, =U.Y, Y| =Pl iy YG < G, iii) P= P,Y|H.

D’apres 5], Y doitavoirlaforme Y= [g E % Cg' Nou 4 (+) estune fonction analy-

que bornée et B(-), C(-) sont fortement mesurables bornées -telles que

A(+):€, ~G,, B(:):€, —~AC, C(-):4E —~ A€
et de plus

(4) ‘ A0 = 04y, BO+C4 = 44,

ol Ay(+): €—~C est une fonctlon analytique bornée.
Puisque H=H,+ H, et P=P.Y IH les opérateurs P.Y et I—P,Y doivent
vérifier les conditions:

P, YHcC H,, P, YH1 {0}; d—-P.Y)Hc H,, (I-P.Y)H, = {0}.
Puisque P,.YGCP,G={0} il s’ensuit que |
P,YK,c Hy; (I-P,Y)K,CH&G.
Nous continuons avec le suivant » .
Lemme 1. Les Sfonctions A(-), B(-), C(+) vérifient
(3) C(-)=0,
©6) 4,4 = OB.
Pour démontrer (5), soit 0pveK, . Envisageons la décomposit.ion
0@v = O(—w)® (v—Aw)+ OWe dw

ou 6(—w)ea(v¥Aw)€H et OwdAweG. En vertu de la proposition 2 on a de plus -
O(—w)®(v—Aw)EH,, d’ou P Y(0®v)=0 donc 0@ Cv=Y(0Dv)€G quel que soit
_vEAL2(E). 1l faut donc que pour tout v€ALE(E) il existe wc H2(E) tel que Ow=0

~
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et Aw=Cv; mais comme @ (%) admet un multiple scalaire, en appliquant Q 2 la
relation O®©w=0 on trouve w=0, d’ot Cv=0 pour tout v€AL*(€). Donc C=0.

Pour démontrer la relation (6) nous utilisons les relations (4). Si I'on applique
a la premiere relation 4, et a la seconde” ©, on obtient (4, 4A—6OB)O=0, ou’
(4,A—0B)OQ=0,d’ou 4, A=0OB. '

Lemme 2. I existe une Jonction analytique bornée '{(E ", ‘Cy,'cb (M)} telle que
Q] I-A =00

-Démonstration. Pour udveK, on a _
' (I—P,Y)u®v) = (u— Au+Ow)® (v—Bu+4w) -
avec un we€ H*(€). Mais (I-P,Y)K, CH, &G donc
. u—Auc ©;H*(F) pour tout ucH?(E),
cest-a-dire (I—A)u=0;t avec t=du ou & est la multiplication par la fonction
D(-)=0}(-)I—A(+)] qui est évidemment bornée et de plus anal.ytique parce que
&: HX(€,)~H*(F).
. Lemme 3. Il existe une fonction analytique bornée {i}, €, Y (D)} telle que
®) ' . AO; = OV. .
~ Démonstration. Notons d’abord cjuepour @iu®0€K+ ona P, Y(Ou®0)=0.

En effet, si Qu@0=(Qu—Ow,) ®(—Aw;)+Ow, ® Aw, ou (O u—Ow,) &(—Aw,)€H
et Ow, ®Aw,€G, il s’ensuit en vertu de la proposition 2 que (Qu—Ow,)d
. @(=dw)EH,, d'ou 4 |

P.Y(Q,u®0) = P, Y[(O,u~ Ow)@&(—Aw,)] = 0.
Mais on a . : :

P, Y(O,ud0) = P, (A0,ud BO,u) = (40,u—~ Ow)® (BO,u— Aw)

oll we H2(€). Donc on a : :
AOu = Ow et BO,u = Aw,

et par conséquent w="¥u ol ¥ est la mulﬁplication par la foncﬁon
¥(-) = 07(-)A()0:(-)+4(-)B(-)0y(-) .

qui est évidemment bornée et de plus analytique parce que ¥ H3(F)~H2(C). .
Donc A@u=0Yu pour tout u€ H2(§) et alors A@;=0¥. En tenant compte
de (7) et (8) nous trouvons @,$0,+O¥ =0O,, mais comme O; est une isométrie,

I= ¢@i+@eql.

Ainsi nous avons démontré la nécessité dans le suivant
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‘"Théoréme. Soit T une contraction complétement non-unitaire dont la fonction
caractéristique admet un multiple scalaire et soient Hy, H, les sous-espaces Cy et Cyy
de T, selon les cas. La condition nécessaire et suffisante pour que I’espace H se dé-
compose en somme directe H=H,-}+ H, est qu’il existe des foncttons analytiques bornées
{€.. & <D())} et {8 €, Y’(A)} telles que

© o [=30,+6,¥

ol @(A)=0,(N)O,()) est la faclorzsanon canomque de O(2) en ses facteurs intérieur
et extérieur.

Il reste a démontrer la suﬂ_isahqe. Soit pour cela A=I—0;%. Parce que O (1)
admet un  multiple scalaire, le facteur {, €, , ©,(1)} de la factorisation canonique
admet aussi un multiple scalalre donc il ex1ste une fonction analytique contractnve

(€., & Q1)) telle que _
0.NUW) = 5N .. 2()0,0) = é.-(%

ou J,(%) est une fonction scalaire intérieure. Nous posons B= 0FAYQ; et observons
. que B satisfait 2 4, A=0B. En effet,

OB =6:04¥Q, = 5t 4,090, = 5¢4,0,0,¥Q, =
= 514,0,(I- 00)Q, = 4,(I—0,0) = 4,4,

Il est clair que A est analytique bornee et B mesurable bornee Considérons
loperateur

A(-) 0 ' '
=A[B(") O] et soit P = Pﬂ'L Y|H
Dé’cémposbns les éléments u®vEH sous la forme
| u@®o = P Yu®0)+(I—P, ¥) (D).
Pulsque P, Y(ueau) (Au—Ow) D (Bu—Aw), on a
‘ 4, (Au—0w) = @(Bu Aw) donc P Y(uGBu)EHo
D’autre part, on .a‘
| I~ P, V@) = (u— Aut Ow)@(v— Bu+ Aw) =
. = (@"i<1§u+ @wjéB(t;——Bu+Aw) = @i'(¢u+@ew)ea(v;Bu+Aw);
donc , .
R ) (I—-P.Y)Yudv)EH,.
De_plus cette d'écomposition est unique parce que Hy(H,= {0}.

*



Décompbsitions directes des contractions 187

Nous remarquons que ce théoréme est la généralisation du résultat obtenu
par I'auteur dans [6] pour le cas des contractions complétement non—umtalres aux
indices de défaut 1, 1. :

‘Corollaire. Soit T une contraction faible a fonction cdractéristique {€,¢c o0}
ayant les facteurs extérieur {€, §, @,(N)} et intérieur {§, € _, ©,(1)}. Supposons de
plus qu’il existe des fonctions analytiques bornées @ et ¥ telles que .

. 1=90,+0,Y.
) Alofs T est un opérateur décomposable.

Démonstration. 11 est suffisant d’observer que T peut étre décomposé en
somme directe T=T,+ T, ou T,=T|H, et T,=T|H,, que T, est décomposable (cf.
[2]), que T; est décomposable (cf. [1] ch. V) et que la somme dlrecte d’opérateurs
decomposables est aussi un opérateur décomposable.
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