
Sur les décompositions directes c0 - cn des contractions 

P a r R A D U I . T E O D O R E S C U à Braçov ( R o u m a n i e ) 

L e b u t de cet te N o t e est de d o n n e r u n e cond i t ion nécessaire et suff isante p o u r qu 'Une con t r ac -
t ion complè t emen t non-un i t a i r e d o n t la f onc t i on carac tér i s t ique a d m e t u n mul t ip le scalaire, soit 
s o m m e directe (pas nécessa i rement o r thogona le ) d ' u n e con t r ac t i on C 0 è t d ' u n e con t r ac t ion d e 
classe C n . 1 ) 

1. Soit {©, (Ê̂  ; 6> (A)} une fonction analytique contractive. On dit que 0(X) 
admet le multiple scalaire S (A), ô (A) étant une fonction analytique scalaire, s'il 
existe une fonction analytique contractive {(£+, (S, Î2(A)} telle que 

0(A)i2(A) - <5(A)/Œt, i2(A)0(A) = <5(A)/g. 

Rappelons que toute contraction complètèment non-unitaire T£â8(H) admet des 
triangularisations de type 

[C.! * 1 
et l o c j [Cq. * 

o Cj.J 
par rapport aux décompositions 

H = H0.®H1. et H=H.1®H. 0 . 

On a donc en particulier T\H0.<eCQ. et TlH.^C.i- Dans le cas où la fonction ca-
ractéristique 0(A) de.T'admet un multiple scalaire, on a aussi 

1) T\H0.ecQ, TiH.^Cn, 
2) H0. = {h£H; mTo(T)h = 0}, H.x = mTo(T)H où mT0(A) est la fonction 

minimale de T0 = T\H0 

3) H0.C]H.1 = {0}, H = H0.\/Hn-, 

4) Si L est un sous-espace de H, invariant à T et tel que T\L£C0 ou T\LÇ.CU, 
alors LczH0. OU L(zH.it selon les cas. 

*) T o u t e s les déf in i t ions e t n o t a t i o n s son t celles de [4]. 
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Ces propriétés ont été démontrées dans [4] ch. VIII pour le cas où T est une 
contraction faible. Il est facile de vérifier que les démonstrations données là, con-
servent leurs validité pour toute contraction complètement non-unitaire T dont la 
fonction caractéristique admet un multiple scalaire. Pour cela nous ne répétons 
pas les démonstrations et nous utiliserons les mêmes notations que dans [4] ch. 
VIII. Notamment nous noterons, dans ce cas, les sous-espaces H0. et par Hn et 
H1 et nous les appellerons les.sous-espaces C0 et C u de T. 

Aussi nous utiliserons dans la suite le modèle fonctionnel (au sens de [4] ch. 
VI) de T, unitairement équivalent à T. Plus exactement, nous considérons l'opérateur 
T défini par 

T*(u®v) = e-"(u-u(0))®e-i,v 

sur l'espace H=K+QG où K+ =H2{^) ®AL2 (g) et G={0w®Aw: w£H2'(<£)}. 
. De plus nous noterons A.^(t)=[I—0(e")0*(e")]112 et rappelons que . 

0{ë')A{t) = A^t)0{ë\ 0*{e!')A^t) = A{t)0*(e").2) 

2. Pour le début nous déterminerons les espaces H0. et On sait que 
H0. = {u®vÇ.H: T"(u@v)~0}, mais . 

T"(u® v) = P+Ul(u®v) = (e"" u - 0wn) © (e'"' v-A w„) 

où- wnÇ.H2(f£) est déterminé par la condition , -

(1) . e""(0*u + Av)-wn ± H2(<S). 

Puisque u(BvÇ.H nous aurons 0*u + Av J_H2(<&). Soit 

0*u + Av = e - ' / j + e-2i% + • • • -f e~nitfn + • • • . 

De (1) on déduit que 

=fn + <Pfn-x+ - +e<«-»i'/1 = e""(e-"fx+— +e-"»f„) 

donc \\wn\\2-*\\0*u+Av\\2. D'autre part un calcul simple montre que 

l |7 , - («eo)f = M I 2 + M 2 - l h „ l l 2 - . 

La condition T"(u®v)-» 0 étant équivalente à ||wn||2—||«||2 + ||u||2 nous avons obtenu 
l'équivalence a<=>b dans la suivante 

P r o p o s i t i o n 1. Soit u®vÇ.H. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

a) u®v£H0.; b) ||w||2 + M 2 = \\0*u + Av\\2; c) 0v = A„u. • 

a) Q u a n d il n ' y a pas de danger de confus ion n o u s ome t t rons la variable. 
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Pour compléter la preuve observons que 

\\uf+\\vf-\\0*u + Avf=(u,u)+(v,v)-(0*u,0*u)-(0*u,Av)-

.-(Av,0*u)-(Av,Av) = (u,u) + (v,v)-(00*u,u)-(A.0*u,v)-(0Av,u)- . . 

~(A2v, v) = (u,u) + (0*0v,v)~(00*u,ù)-(0*A:,u, v)-(A^0v, u) = 

= (A%u, u) + (0v, 0v)-(A*u, 0v)-(0v, A^u) = \\Aifu-0v\\2 

d'où l'équivalence b o c est évidente. 
Pour déterminer le sous-espace Hmi partons de la relation 

(2) H.x = HQH.0 

dans laquelle 

H.0 = { w © 0 € # } = («ffiO: u£H2(<SJ, 0*ul_H2(<£)} = 

= {«©0: m€//2((£,), u L 0 H H V ) } = {«©0: u£H2(<&J, w±0 ; t f 2 G5)} 

où ,0(A) = 0j(A)@e(A) est la factorisation canonique avec {(fi, 5 , 0e(A)} fonction 
extérieure et ( 5 , , ©¡(A)} fonction intérieure. Ainsi nous pouvons affirmer la 

P r o p o s i t i o n 2. Le sous-espace H.x de H est donné par 

H.l={u®veH:ue0iH2X%)}-

P r o p o s i t i o n 3. Soit T une contraction complètement non-unitaire dont la 
fonction caractéristique 0 (A) admet un multiple scalaire. S'il existe des sous-espaces 
L0 et Lx, invariants à T et tels que T\L0Ç_C0, T\L1^Cn et . . . 

(3) H — L0 + Llt 

alors L0=H0 et L1 = H1. 

D é m o n s t r a t i o n . De la propriété 4 de H0 et Hl il résulte que L0cH0 et 
L^H^. Pour démontrer l'inclusion H0czL0 soit h0£H0. En appliquant (3), h0 se 
décompose sous la forme h0=l0-\-lx où l0~£L0 et / t ÇL x ;ma i s T"lx = T"h0—T"l0—0, 
donc / j = 0 et aussi H0=l0£L0 d 'où H0ŒL0: Soit maintenant H1^H1, H1 = l'0 + ri où 
r0£L0 e t l'1FL1. C o m m e L0 = H0, il r é s u l t e q u e l'0Ç.H0, d o n c / q = — I'^HQ. M a i s 

comme h^l'^H^ et H^H^-fi} il résulte /0 '=0, d 'où hx=l'v Donc Hxç:Lx. 

C o r o l l a i r e . Soit T une contraction complètement non-unitaire dont la fonction 
caractéristique admet un multiple scalaire. S'il existe une décomposition de l'espace 
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H en somme directe H=L(¡+Lx telle que L0et Lxsoient des sous-espaces invariants 
à T et tels que C0 et T\LXÇ_CXX, alors cette décomposition est unique. 

3. Soit T une contraction complètement non-unitaire dont la fonction carac-
téristique admet un multiple scalaire; supposons que H=H0+HX et soit P la projec-
tion de H sur H0 parallèle à Hx. Parce que H0 et Hx sont invariants à J e t H— H0 + Hx, 
il résulte que TP=PT\ donc ([4], ch. II) il existe un opérateur lineaire borné 
Y: K+ -*K+ tel que 

i) YU+ = U+Y, ||F|| = \\P\\, ii) YG c G, iii) P= P+Y\H. 

D'après [5], Y doit avoir la forme Y= ^ ^ ^ j où A ( • ) est une fonction analy-

que bornée et B( • ), C ( - ) sont fortement mesurables bornées telles que 

B(>) M, 
et de plus 

(4) A0=0Ao, B0 + CA=AAo 

où y40(-):(£— G est une fonction analytique bornée. 
Puisque H=H0+BX et P=P+Y\H les opérateurs P+Y et I-P+Y doivent 

vérifier les conditions : 

P+YH c H0, P+ YHX — {0} ; (I-P+Y)H cz Hx, (I-P+Y)Ha = {0}. 

Puisque P + yG , c .P + G ! ={0} il s'ensuit que 

P+ YK+ cH0, (I-P+ Y) K+ c Hx © G. 

Nous continuons avec le suivant 

L e m m e 1. Les fonctions A(-), B(•), C(• ) vérifient 

(5) C ( . ) = 0, 

(6) A*A = 02?. 

Pour démontrer (5), soit Envisageons la décomposition 

Offiu = 0(-w)®(v-Aw) + 0w®Aw 

où 0(—w)ffi(u—Aw)£H et 0w®Aw^G. En vertu de la proposition 2 on a de plus 
0(-w)®{v-Aw)£Hx, d'où P+ y (0©i ; )=0 donc 0®Cv = Y(0®v)£G quel que soit 
v£AL2(<&). Il faut donc que pour tout v£AL2(Ç) il existe w£H2(<&) tel que 0w=0 
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et Aw=Cv\ mais comme 0(A) admet un multiple scalaire, en appliquant Q à la 
relation 0 w = O on trouve w=0, d'où Ct>=0 pour tout vÇAL2((é). Donc C—0. 

Pour démontrer la relation (6) nous utilisons les relations (4). Si l'on applique 
à la première relation A+ et à la seconde 0 , on obtient (A^A — 0 5 ) 0 = 0 , ou 
(AJfA-0B)0Q=O, d'où A^A^GB. 

L e m m e 2. Il existe une fonction analytique bornée #(A)} telle que 

(7) I-A = 0,<i>. 

D é m o n s t r a t i o n . Pour u®v(iK+ on a 

(J-P+Y)(u®v) = {u-Au+0w)®(v-Bu + Aw) . 

avec un w£H2(<&). Mais ( / - P J ^ + c ^ e C donc 

u - A u e 0 i H 2 ( % ) pour tout wÇ//2((£+),. 

c'est-à-dire ( /—A)u—0 t t avec t—<Pu où i> est la multiplication par la fonction 
$ ( . ) = 0* ( . ) [ /_y4(- ) ] qui est évidemment bornée et de plus analytique parce que 
<P:H2((è,)~H2(%). 

Lemme 3. Il existe une fonction analytique bornée {(5>®> '^(A)} telle que 

(8) A0i = 0!F. 

D é m o n s t r a t i o n . Notons d'abord que pour ©¡m © 0 6 K+ on a P+ 7(0 ;m © 0)=0. 
En effet, si 0tu © 0 = (0tu- 0 Wj) © ( •- A Wj) + 0 wt © A wt où (©¡w - 0 v^) © ( - A wj £ H 
et ©WjffiidWjÇC/, il s'ensuit en vertu de la proposition 2 que (©¡h —©Wj)© 
© ( - ^ W i ) € / / i , d'où 

P+y(0 fM©O) = P + Y [ ( 0 i U - 0 w ù ® ( - A w J \ = 0. 
Mais on a 

P+F(0(M©O) = P+(A0iu®B0iu) = (A0iu-0w)®(B0,u-Aw) 

où wÇH2((£). Donc on a 

A0iU = 0w et B0iU = Aw, 

et par conséquent w=Wu où W est la multiplication par la fonction 

qui est évidemment bornée et de plus analytique parce que H2(0r)-*H2(<£). 
Donc A0iu=0'Pu pour tout w£/ / 2 (g ) et alors A0—0W. E n tenant compte 

de (7) et (8) nous trouvons ©^©¡-(-©IF^©;, mais comme 0 f est une isométrie, 

Ainsi nous avons démontré la nécessité dans le suivant 
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T h é o r è m e . Soit T Une contraction complètement non-unitaire dont la fonction 
caractéristique admet un multiple scalaire et soient H0, H1 les sous-espaces C0 et C u 

de T, selon les cas. La condition nécessaire et suffisante pour que l'espace H se dé-
compose en somme directe H—H0 + H1 est qu'il existe des fonctions analytiques bornées 
{<£+, g, 0(A)} et {5, G, telles que 

(9) 1= <t>0t + 0eV 

où 0 ( / ) = &¡ (À)0C (À) est la factorisation canonique de 0(A) en ses facteurs intérieur 
et extérieur. 

Il reste à démontrer la suffisance. Soit pour cela A=I—0¡0. Parce que 0(1) 
admet un multiple scalaire, le facteur {5, (S^, 0¡(A)} de la factorisation canonique 
admet aussi un multiple scalaire, donc il existe une fonction analytique contractive 
{ ( £ , , 5 , ^ ( A ) } telle que . 

. 0¡(X)Q¡(X) = <5,(A)/gt, Í2f (;.)©,(;.) = <5;(Â)/5 

où ¿¡(A) est une fonction scalaire intérieure. Nous posons B=ôf A¥Q¡ et observons 
que B satisfait à A^A = 0B. En elfet, 

0B = ôf 0A¥Qi = ôfA^VQi = ôf A,G,0eVQ, = 

= ôfA„0i(Î-<P0i)Qi = A¡,(I-0i0) = A,A. 

Il est clair que A est analytique bornée et B mesurable bornée. Considérons 
l'opérateur 

\A(-) 01 
7 = et soit P=P+Y\H. 

[«(•) oj 
Décomposons les éléments u@vÇ_H sous la forme 

. u®v = P+Y(u®v) + (f-P+Y)(u®v). 

Puisque P+Y(u®v) = (Au — 0w)®(Bu — Aw), on a 

A^(Àu-0w) = 0(Bu-Aw), donc P+ Y(u ® v) € H0. 

D'autre part, on a 

(I-P+Y)(u®v) = (u-Au+ 0w)@(v - Bu + Aw) = 

= (0l$u + 0w)@(v-Bu->rAw) = 0i($u + 0ew)®(v-Bu + Aw), 
donc 

( / - P + 7 ) ( m ® D ) € / / i . 

De plus cette décomposition est unique parce que HQC\Hy= (0}. 
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Nous remarquons que ce théorème est la généralisation du résultat obtenu 
par l'auteur dans [6] pour le cas des contractions complètement non-unitaires aux 
indices de défaut 1, L 

Corollaire. Soit T une contraction faible à fonction caractéristique {(£, , 0(A)} 
ayant les facteurs extérieur {(£, g, Qe(})} et intérieur {5>®*> ©¡(A)}- Supposons de 
plus qu'il existe des fonctions analytiques bornées 0 et 'F telles que 

I=$0i + &eV. 

Alors T est un opérateur decomposable. 

D é m o n s t r a t i o n . 11 est suffisant d'observer que T peut être décomposé en 
somme directe T=T0+ 7\ où T0=T\H0 et T1=T\H1, que T0 est décomposable (cf. 
[2]), que Tx est décomposable (cf. [1] ch. V) et que la somme directe d'opérateurs 
décomposables est aussi un opérateur décomposable. 
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