Zur Eindeutigkeit des Holomorphs bestimmter Ringe

Von LUTZ WARLICH in Worms (BR Deutschland)

L. REDEI hat in seiner Arbeit [4] in Analogie zu dem Holomorph einer Gruppe
den Begriff der Holomorphe eines Ringes eingefiihrt, indem er Paare von Abbil-
dungen eines Ringes in sich definierte, die bezliglich der Ringstruktur vergleichbare
Eigenschaften besitzen wie die Automorphismen einer Gruppe beziiglich der Gruppen-
struktur. Fir gruppentheoretische Sitze iliber die mit dem Begriff ,,Holomorph
einer Gruppe™ eng zusammenhidngenden Begriffe ,,charakteristische Untergruppe™
und ,,vollstdndige Gruppe™ lassen sich nun ringtheoretische Entsprechungen ableiten.
Wihrend das Holomorph einer Gruppe eindeutig bestimmt ist, kann ein Ring mehrere
Holomorphe haben. Die Frage, unter welchen Bedingungen ein Ring genau ein
Holomorph hat, wurde mehrfach untersucht, unter anderem von VAN LEEUWEN [1],
[2], REDEI [4], WEINERT/EILAUER [5]. In seiner Arbeit [3] beweist G. POLLAK ein hin-
reichendes Kriterium fiir die Einzigkeit des Holomorphs eines Ringes.' Eine von
ihm angegebene Folgerung aus diesem Kriterium soll in dieser Arbeit widerlegt
werden. Es sei R ein Ring, ferner E(R+) der Endomorphismenring des Moduls R+,
- in dem die Verkniipfungen +, o durch

(a+pB)a = aa+Pa und (@of)a = a(fa) (a€R, u, BEE(RY)) ..
definiert sind. E,(R*) sei der zu E(R*) entgegengesetzte Ring mit'den Verkniipfungen
a(@+p) = ax+ap und a(xof) = (ax)B (ac€R, o, B Eg(R)).

Die direkté Summe dieser Ringe |
 E(RY) = ERYSERY)

heiBt voller Doppelendomorphismenring von R*. Fir a€R und a=(0y, o), f=
=(B,, f)€E(R*) gilt also

x a—(aa, ax) = (o a, 0,a),
a+p: a—~((a+pa, a(a+p)) = (ea+fa, ax+ap) = (ma+pa, a,a+ f,a).
aof:  a—((acp)a, a(xop)) = (x(Ba), (a0) f) = (2 (B1a), Po(220)).
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Ein Doppelendomorphismus o heiBt ein Doppelthomothetismus, falls gilt
a(ab) = (aa)b, (ab)a = a(ba), (ax)b = a(ab), (xayu = a(ax)
fiir alle a, b€R. Zwei Doppelhomothetismen o, B mit
(@a)f = a(af) und P(ax) = (Pa)a fiir alle acR

nennt man befreundet. Als Ring befreundeter Doppelhomothetismen bezeichnet
man jeden in €(R+) enthaltenen Ring von paarweise befreundeten Doppelhomothe-
tismen. Nach REpEr [4] ist jeder Ring von befreundeten Doppelhomothetismen von
R in mindestens einem maximalen Ring D befreundeter Doppelhomothetismen
enthalten. Als Holomorphe eines Ringes R bezeichnet man die zerfallenden Everett-
schen Ringerweiterungen von R mit den maximalen Ringen befreundeter Doppel-
homothetismen von R. Ist D% R ein Holomorph von R, so sind die Verkniipfungen
+, o in D% R also definiert durch :

(@ a)+(B,b) = (a+f,a+b) } a, bER, o = (4, ) €E(RY),
(o, @)o(B, b) = (xof, fra+a;b+ab) B = (B1, B)EE(RY).

Die Einzigkeit des Holomorphs eines Ringes R ist also genau dann gewihrleistet,
wenn es nur einen maximalen Ring befreundeter Doppelhomothetismen von R
gibt.

PoLLAK [3] beweist in seiner Arbeit:

Satz 1. Hat der Ring R einen charakteristischen Unterring R’, der ein einziges
Holomorph hat, und ist dabei jeder Homomorphismus von R/R’ in den Annullator N
von R der Nullhomomorphismus, so hat auch R genau ein Holomorph. '

Dabei heiBt ein Unterring L von R charakteristisch, falls er unter allen Doppel-
homothetismen von R invariant ist. (L ist dann insbesondere ein Ideal, da jedes
a€R einen Doppelhomothetismus induziert.) Nach Pollak folgt aus diesem Satz,
daB R ein einziges Holomorph hat, wenn dies fiir ein Primideal R” von R gilt, weil
R’ dann charakteristisch (REDEI [4]) und R/R’ nullteilerfrei ist. Nun soll zunachst
gezeigt werden, daB fiir einen Ring R mit Primideal R’ (R” habe genau ein Holomorph)
nichttriviale Ringhomomorphismen von R/R’ in den Annullator existieren konnen,
daB also fiir einen solchen Ring im allgemeinen nicht die Voraussetzungen von
Satz 1 erfiillt sind. Dazu wihle man einen nullteilerfreien Ring 4, der homomorph
auf einen Zeroring Z » {0} mit kommutativem. Endomorphismenring E(Z+) abgebil-
det werden kann. a: A—~Z sei ein Homomorphismus. Man setze R=A4A@Z. Dann-
ist Z Primideal und R/Z (= A) nullteilerfrei. Ferner hat Z wegen des kommutativen
Endomorphismenringes nur ein Holomorph. Der Annullator von R ist Z. Daher
gibt es einen. nichttrivialen Ringhomomorphismus von R/Z in Z, denn bezeichnet
B den Isomorphismus von R/Z auf A, so ist v=oof ein solcher. '
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Sei Z[x] der Polynomring iiber Z (dem Ring der ganzen Zahlen). Als Ring
A wihle man zum Beispiel den Unterrmg x - Z[x] aller Polynome der Form p(x)—

= Za,xJ mit #n€N, q;€Z..Ferner sei Z der aus der additiven abelschen Gruppe
(Z +) gebildete Zeroring und R=x- Z[x]®Z. Die Abbildung

o: x+Z[x]—~Z,
definiert durch
: n
o iZ; ax - a (a,€Z)
ist ein nichttrivialer Ringhomomorphismus von x-Z[x] in den Annullator Z von
R, der wegen x-Z[x]=R/Z einen nichttrivialen Rlnghomomorphlsmus von R/Z
in den Annullator Z von R induziert.

Obwohl Satz 1 demzufolge auf den Ring R=x-Z[x]®Z nicht anwendbar ist,
konnte dennoch R genau ein Holomorph haben. Weitere Sitze von POLLAK [3]
ermdglichen eine weitergehende Untersuchung des Ringes R hinsichtlich der Anzahl
seiner Holomorphe.

Satz 2. Sei R=R, DR, und bezeichne N, den Annullator von R,. Genau dann
ist Ry charakteristisch in R, falls nur der triviale Ringhomomorphismus v: Ry—~N,
existiert.

. Satz 3. Hat der Ring R ein Holomorph, so ist jeder dzrekte Summand in R
charakteristisch.

Da der Ringhomomo'rphismus w: xe Z[x] —Z ein nichtrivialer Homomorphismus
von x - Z[x] in den Annullator von Z ist, kann x - Z[x] wegen Satz 2 nicht charak-
teristisch in R sein, so dafl R nach Satz 3 mindestens zwei Holomorphe besitzt.
Zwei nichtbefreundete Doppelhomothetismén von R erhilt man folgendermaBen:
Fir o’: x-Z[x]®Z~2Z, .deﬁniert durch

#(p(9,2) = 0, ap(x),

ist a*=(o, o) ein Doppelhomothetismus von R, -wie man leicht nachpriift. Ist =
die Projektion von R auf x-Z[x], also n(p(x), z)=(p(x), 0), so ist auch n*=(x, n)
ein Doppelhomothetismus von R. Fiir 2x, 1)€x-Z[x]®Z ist

o*((2x, 1)7*) = a*(2x, 0) = (0, 2)
und '
(o*(2x, D)a* = (0, 2)n* = (0, 0),

also sind o* und =* nicht befreundet.
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In der Arbeit von WEINERT—EILHAUER [5] wird bewiesen: Ist R=R,®R,
ein Ring, in dem ein Zeroring R, als direkter Summand auftritt, so hat R mehrere
Holomorphe, wenn dies fiir R, zutrifft.

Der Ring R=x.-Z[x]®HZ zeigt, daB das hinreichende Kriterium dieses Satzes
nicht notwendig ist.
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