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Обратимые мультиоперации и подстановки 
М. Д. САНДИК 

Мультиоперация sá на непустом множестве Q определяется как от-
ображение декартовых степеней этого множества, sí: Q"-*Qm (см. [3]). Здесь 
n=8sí называется степенью, m=gsí рангом, \SÍ\-8SÍ—QSÍ-\-\ —арностью 
мультиоперации sí. Ясно, что мультиоперация sé однозначно определяется 
упорядоченной последовательностью QSÍ операций одинаковой арности 8sí,. 
т.е., л/=[Л(*]; именно, если sl(x^)=f^, то Ai(xs

1
s*)=yi, i=l, 2, ..., osí. 

Операция At называется г'-той компонентой мультиоперации sí. 
Условимся в следующих обозначениях: множество, наделенное мульти-

операцией, обозначим буквой Q, элементы этого множества — малыми, 
мультиоперации — большими прописными, операции — большими заглав-
ными буквами латинского алфавита. Совокупность всех мультиопераций одина-
ковой степени п и одинакового ранга т, определенные на множестве Q, 
обозначим через Q("'m). Совокупность всех мультиопераций, определенных 

оо оо 

на множестве Q, обозначим через T G = U U g<">n,), см. [3]. Там, где не 
п = 0 т = 1 

могут появляться недоразумения, степень ős/ обозначим через п, а ранг 
osí — через т. Буквой Fi обозначим г'-тый селектор: Fi (х")=х;, а после-
довательность [Fj] —через Напомним, что если i s j , то х/ означает 
краткую запись последовательности х,-, хг+1, ..., х̂ -; если i j , тогда x\ оз-
начает пустую последовательность. 

1. По аналогии с определением операции i (см. [3]), на множестве ТЕ. 
определим композицию о,к следующим образом: 

Í -л / t—l еЯ ]sf,&\+k-t\ 50) \ , . {sí(Xi , yí , хк+\ ), Х1*,я1+Л-,+1), если t < |sí, Щ, 
séол <%(х[) = (л/ (х[-\ yi%-í+2, xiti), если \sé, Я\ ^ t ё Ss/y 

t t ' - 1 sm M) \ s * {sí (xi ), xM+i, уг , xk+1), если t > ösí, 

где \já,&\=Öjá-QSi+\\ y f = ^ ( x f ) ; l=8(sí Qtk@). 

Поступило 20. IV. 1974 г. 
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Замечание 1. Закон композиции о,к определен для любых ¿4, 
и для любых натуральных чисел /, к ((=к). 

Если /=&=/ , тогда композицию 0,к обозначим через о,-. 
Таким образом, множество Т е относительно закона композиции о,к 

•образует алгебру, которую обозначим через (Тс; 0[к). В [3] дана абстракт-
ная характеристика алгебры (Те; О;). Здесь мы не зададим себе целью описа-
ния алгебры (Те; о1к). Определение закона композиции Огк приведено здесь 
только потому что ниже оно нам понадобится. 

Замечание 2. Соотношение между степенями и рангами мультиоперации 
0,к8# и ее факторов и 38 устанавливается без труда. 

Замечание 3. Если *=1, к=5$4 и тогда 

= ( ^ ( у ' Л У$%+г). 

Мультиоперации и 38 можно рассмотреть как отображения декарто-
вых степеней множества £). В этом смысле ¿4 о,к38 означает последователь-
ное применение этих отображений, т.е., их произведение. Поэтому, когда / = 1, 
к—ЬМ и мультиоперацию ¿4 о,к38 имеет смысл обозначить 
естественным образом — • 39. 

Определение. Мультиоперация называется {},^-обрати-
мой мультиоперацией, если в равенстве ¿¿(х'^1, х{, х"+1)=у™ любая тройка 
последовательностей л^-1, У™, элементов 2 однозначно определяет после-
довательность х{. 

Из определения следует, что если мультиоперация является (/,/)-
обратимой, тогда существует закон согласно которому любой последователь-
ности 04_1> У™, х " + 1 К 6 п + т - ( ' , _ , + 1 ) однозначно ставится в соответствие после-
довательность элементов х{£(). Этот закон не что иное как мультиоперация, 
отображающая Q»+m-u-i+l) в Обозначим эту мультиоперацию 
через и назовём её (г,]~)-обратной мультиоперацией к мультиопера-
ции 

Замечание 4. Если мультиоперация ¿4 — (г,у')-обратима и ¡—г + 1 = и 
-(т.е., ¡—1,]—п), тогда является взаимнооднозначным отображением <2" 
на О". Очевидно, что при п—т множество (2 может быть конечным или 
•бесконечным, а при п?±т оно может быть только бесконечным множеством. 

Замечание 5. Пусть ./—г + 1 < я . Тогда (г,])-обратимая мультиоперация 
зй не может быть взаимно однозначным отображением множества б" на 
множество О". 

Действительно, пусть является (2, и)-обратимой и взаимно однознач-
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ной. Предположим, что л/(с")=Ь™. Уравнение ¿4 (ах, однозначно 
разрешимо для любых фиксированных элементов a1,b™£Q. Возмём а1т£с1. 
Пусть для этих фиксированных элементов решение уравнения есть х2 = (12-. 

Так как а 1 ^ с 1 , то последовательности (а1;^2") и с[ различны. Однако эти 
последовательности мультиоперацией отображаются в одну и ту же после-
довательность Ь™ — противоречие с предположенным. 

Рассмотрим ещё вопрос: в каких случаях (г, _/)-обратимая мультиоперация 
может быть определена на конечном множестве? 

Возможны два случая: 1) 7—1*4-1 на который даёт ответ замечание 4; 
2) у—г+1</7. 

Второй случай распадается на два подслучая: 2а) п=т, и 2Ь) п~т. 
Пусть мы имеем условия подслучая 2а). Тогда уравнение 

однозначно разрешимо. При фиксированных а"+1 мультиоперация 
индуцирует мультиоперацию х{, а"+1), которая (1,7—/+1)-
обратима и <5/ Однако в таком случае, согласно замечания 1, 
множество £> может быть только бесконечным множеством. 

Следующие примеры показывают,. что в условиях подслучая 2Ь) (/, _/')-
обратимые мультиоперации могут быть определены и на конечных мно-
жествах. 

П р и м е р 1. Пусть 2 = {1, 2}; п = 3; т=2; /=2; ; '=3 . Определим 
следующим образом: 

Легко убедиться в том, что — (2, 3)-обратима. 

П р и м е р 2. Пусть 2 —конечное множество, I,), т —некоторые нату-
ральные числа такие, что 7 — г + 1 =т. Возмём произвольную взаимно 
однозначную подстановку О". Для любого и ё у определим 
мультиоперацию следующим образом: ^(х'^1, х{, х^+1)—у" если 
только л#(х{)=у™. Мультиоперация будет (/,у)-обратимой. 

Из вышеизложенного можно делать следующее заключение: 

П р е д л о ж е н и е 1. (г,])-обратимая мультиоперация может 
быть определена на конечном множестве, если только 7 —/ +1 = т. 

*(а1г с11) = Ы •Г. 

¿/(а[~\ х{, а"+1) = Ы 
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Предложение 2. Если л/=[А™] — (/,¿Уобратимая мультиоперация, 
тогда её компоненты попарно различны. 

Действительно, если — (/, у')-обратимая, тогда уравнение 
л/(а1!-1, х{, а"]+1)=Ь™, то есть система 

АрСа'г1, х{, а"+1) = ЬР; р = 1, 2,... , ш 

однозначно разрешима для произвольных фиксированных элементов ар 1 , 
¿>™€б- Пусть зафиксированы такие элементы Ьр^Ьк, относительно которых а{ 
является решением системы. В таком случае Ар(с$=Ьр ^Ьк=Ак(с^), т.е. 
Ар^Ак. 

Предложение 3. (/',¡Уобратимая мультиоперация С т ) связана со 
своей обратной мультиоперацией ^ соотношением 

л /Оу^-С 'Л = ^ ( | > и + | _ 1 ) . 
На самом деле, если 

(1) х{, *3+1) = у?, 
тогда по определению 

х{ = уТ, Х]+1). 

Подставляя эти значения последовательности х{ в равенстве (1), получаем 
у?, х».+1Ъ = у*. 

На основании определения композиции о(([, последнее равенство принимает 
вид: 

Этим и доказано наше утверждение. 
При г = у, »1=1 (г, /)-обратимая мультиоперация становится (г')-квазигруп-

пой *. Извествно, что множество всех (г')-квазигрупп (при фиксированном г) 
одинаковой арности, определённые на одном и том же множестве относительно 
композиции О; образует группу. Аналогичное утверждение справедливо и 
для некоторых (г, у')-обратимых мультиопераций. 

Предложение 4. (г,])-обратная мультиоперация к мультиоперации 
является (г, у ' )-обратимой, где у "=т + 1 — г. 

Пусть выполняются условия предложения и 

^ - ( ' • ^ (аГ 1 , * / ' , = Ь?, 

* Операция А называется (/)-квазитруппой, если в равенстве А(х{ 1, Хц х"+1)=хп+1 

любые заданные элементы х*1~х, х"?} € (2 однозначно определяют элемент х1. 
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где т'=)—/+1. Тогда 

^ О х { , а"+1) = Ь?, а>}+1). 

Так как то х{=л/(а[~1, Ь™', а"+1). Это означает, что 
является (г,у ')-обратимой. 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть г, 7 — натуральные числа (/=/), а — 
множество всех {}, ])-обратимых мультиопераций одинаковой степени п и 
одинакового ранга т, определённые на одном и том же множестве (). 

(I). Если 7 —/+1 т̂ ш, тогда множество Л^ ^ относительно операции Оц 
не замкнуто. 

(II). Если ] — 1 + 1= т, тогда множество относительно операции Оц 
образует группу. 

Пусть сперва выполняется условие пункта (I). Если 7—1 + 1 т^т, тогда 
либо 7—г'+ либо 7' —/ +1 < т . Предположим, что 7— /+1>/и ; тогда 

= — д@+1=п— т+\>п—}+1>1, т.е., Отсюда получим 
Ои@) = тах [п ,п + ( 1 - 1 + 1 ) - т ] > п . Следовательно л /О и

т ) . При 
7 '—/+1 < т утверждение (I) доказывается аналогично. 

Докажем втрорую часть предложения. Если 7—1 + 1 =т, тогда <3(.р/ 
= т а х [и, и + (7~г+1) — т]=п, если Щ, и Ои^) = т а х (п, г — \)=п, 
если ¡л/, (заметим, что в данном случае число г не может быть 
больше Из доказанных выше условий и на основании замечания 1 
имеем: 

В случае г'< |,я/, Щ имеем сШ=и=и + (7 — г+1)— т = (и— т + \)—7 — г = 
= 1 ^ , ^ 1 + 7 ' - / и поэтому Ои@) = дл#. 

В остальном случае получаем 53$=п^1=к и поэтому 

д(л/ = п + т— п + т — 1 + г— 7 = т + т— (7—1 + 1) = т. 

Доказано, что О и.^)=п и о;}@) = т, т.е. л / о П о к а ж е м , 
что ¿4 —(г',7')-обратима. 

Пусть 
(2) о у ^ ( а 1 - 1 , х{, = Ъ™, 
т.е. 

<Я(аГ\ х{, а"+1), а'}+1] = Ь". 

Обозначим ^(г^ - 1 , х{, а"+1)=у{. Уравнение 
У 1 = ЬГ 

однозначно разрешимо. Пусть у{=с{, т.е. 
«(я!"1, */, <+1) = с{. 
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Это уравнение также однозначно разрешимо. Её решение будет и решением 
уравнения (2). Однозначность этого решения очевидно. Таким образом s4 
6 Л т . е . , A(lJ) замкнуто относительно операции Ои, если j—i+1 =т. 
Из самого определения операции о у следует её ассоциативность. Сущест-
вование единичного элемента ^"(¡,„+¡-1) и обратного элемента s#~ 0 , i ) дока-
зано в предложении 3. 

Предложение 5 доказано. 

Следствие 1. Если A(iJ) — группа, то 

Следствие 2. Множество всех {г)-квазигрупп (при фиксированном i) оди-
наковой арности образует группу относительно операции Ог. 

2. Рассмотрим теперь мультиоперации, являющиеся подстановками де-
картовных степеней множества Q и связь между их компонентами. 

Пусть bsí—Qsú, тогда мультиоперация sé является отображением мно-
жества 0S s i в себе. Если оно взаимно однозначное, назовём его подстановкой. 
Ясно, что если só подстановка, то она (1, <5.я/)-обратима и наоборот. 

Имеет место следующее 

Предложение 6. Операция А является [})-квазигруппой тогда и только 
тогда, когда [F[_1, A, F"+1] — подстановка множества Q". 

На самом деле, если [FJ-1, A, F"+1] подстановка, то уравнение 

однозначно разрешимо. Другими словами, система 

Г Fj(x*1) = aj-, j = \,2,...,i-\,i + \,...,n í А (х") = а ; 

однозначно разрешима. Следовательно, однозначно разрешимым будет и урав-
нение А (а[~ хИ cfi+!)=«(. Так же просто доказывается и обратное утверж-
дение. 

Предложение 7. а) Если две из мультиоперации 

[Fi"1, A\+1, F/VJ, [Ft1, A„ F"+J, [F<, Л | + 1 < М г ® , .FJVJ 

являются подстановками, тогда и третья мультиоперация — подстановка 
Ь) Если две из следующих трёх мультиоперации являются подстановками: 

[Fí"1, А[+\ FU, [Fi, Ai+1,FГ+2], [F/-1, At 01 + 1^гЛ'+ 1 ) . 

тогда третья мультиоперация также является подстановкой. 
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На самом деле, пусть выполняются условия нашего утверждения. Тогда 
мультиоперация [Т^-1, Аг(% Е"+1], где А ^ обратная операция к операции 
А1 в группе (г')-квазигрупп относительно операции ©¡, также является под-
становкой. Подстановкой будет и произведение подстановок [Т^-1, А\+1, Е"+2] 
и [Т^-1, Аг(0, Е"+1], которое, однако, равняется А1+1о1А~"\ Е"+2]. На 
самом деле, 

А\+\ • А Г = 
= А\+\ Г?+2}(х>г\ АГ

(0(хд, х?+1) = 
= ( * Г \ А1(4~1,Аг&(х"1), А1+1(х\-\ Аг<°, М), х?+1), *?+2) = 

= [х\~\ А, о,Аг ® (х», А1+1 о,АГ «М), х?+2) = 
= (хГ1, х ;, А1 + 10;Аг ® (хЭ, х?+2) = 

т.е. 
(3) А}+\ ГГ+2] • А,~'Т, Е?+1] = 1П, А1 + 10,А,-

Здесь мы использовали равенство А1О;Лг(0(х,)=хг, которое всегда верно, 
так как А1 является (г')-квазигруппой, и — её обратный элемент в группе 
всех (г)-квазигрупп (см. следствие 2) с единицей Е1=А1 о,-Лг(1). 

Аналогично доказывается и равенство 
(4) А\+\Е?+2] • АГЛ+1К Р^} = А, о1+1Аг+1+1), Е?+1]. 

Из доказанных равенств (3) и (4) следуют и остальные утверждения пред-
ложения 7. 

Следствие 3. а) Если А1 является (г)-квазигруппой, то А\+г, Е"+2] 
является подстановкой если и только если А1+1является (г+1 )-квази-
группой. 

Ъ) Если А1+1 (г+1)-квазигруппа, то [Т^1-1, является подста-
новкой если и только если Л,- является (1)-квазигруппой. 

Замечание 6. Бинарные операции А и В ортогональны тогда и только 
тогда, когда л/=[А,В] является подстановкой множества 0?. 

При I— 1 и п=2 (т.е., для бинарных операций) получаем следующее 
обобщение леммы 2 из [1]: 

Следствие 4. Если Ах является (I^-квазигруппой (левой квазигруппой), 
то [Аг, является подстановкой множества О* (другими словами, Ах и 
А2 ортогональны) тогда и только тогда, когда А201Ах

(-1) будет (2)-квази-
группой (правой квазигруппой). 

Аналогичное утверждение получаем и в случае Ь) следствия 1. 
Заметим, что на основании определения операции • = 0 1 п (см. след-

ствие 3) для мультиопераций л/=[А"] и = [¿ЗД, таких что =дЗ$, следует 
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справедливость равенства: 

(5) [АЯ • [В",] = [.А1 • [51], Л2• [ВЦ ...,Ат-[5?]]. 

Также очевидно, что если В — (г)-квазигруппа, тогда для любой операции К, 
однаковой арности что и В, справедливы равенства: 

(6) КО1В-0).[РГ\ = К, 
(7) РГ[А?\ = А1. 
На основании равенств (5) и (6) без особых трудностей доказывается равенство 
(В) 
[ВЧ] = [^ о , В г Д - ! о,Вг\ Ъ, Д + 1 о ДГ (0, -,ВП о • И " 1 . В-., Л, 

если В1 является (г)-квазигруппой. 
Говорим, что мультиоперация = /4£] удовлетворяет условию ак, 

если и её компоненты таковы, что Л,- является (г)-, (г+ ^-квази-
группой для ¡=к+1, к+2, ..., и —1; — (7с +1)-квазигруппа и А„ — (и)-
квазигруппа. 

Имеет место 

Предложение 8. Если мультиоперация л/=[А"] удовлетворяет усло-
вию о̂  и В]=А] Oj+1

 1}, / = 1, 2, ..., п -1, Вп=Ап является (])-квазигруппой, 
тогда — подстановка, и 

* = [АЦ = П Ш ^ В ^ ^ . 

Действительно, пусть решением уравнения Хо¡+1А1+1=А1, ¿—1,2, ...,п — 1 
является операция В1 (В1 всегда существует и является (/+ 1)-квазигруппой, 
так как нам дано, что Аь А1+1 — (7+ 1)-квазигруппы, которые принадлежат 
группе всех (г+1)-квазигрупп /1(о ;+1)). Следовательно А1 = В1о1+1А1+1. Обоз-, 
начим А„=В„. Тогда 
(9) А, = В,о,+1В1+1о,+%... Оя_15„_1оп5п. 
Поэтому 

* = Ш = [^О,^ О,... ОпВп, В2о3В3о^.. опВп,..., Вп]. 
По предположению В1 является (г)-квазигруппой, и тогда В 1 о 1 Вг^=Е 1 . На 
основании равенства (8) имеем при /=и 

^ = [Д1О2 . . .Оп_15„_1Оп^,5203 . . .Оп_15„_1Оп^„, ... 
•••> В„-1ОпЕ„, •[7Г1-1, Вп], 

а при 1=л —1, используя равенство (6), получаем 

= [В±о2.•. О„_2ДП_2ОЛ_17 ;;-10„7 ;;,52ОЗ...ОП_25П_2ОП_1ГП_1ОП^, ... 

. . . , в . - ^ - ^ о л , ©„*•„, в„-!, т7,,]• Вп], 
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Продолжая этот процесс, на л-ом шаге получаем: 

* = [ ^ о 2 . . . П [ Н ~ \ Ву, /7+1]. 
7=1 

Однако ..., = так как Ек единица в группе 
Л(Ок), к=]+ 1,у + 2, ..., и. Кроме того, тождественная подстановка. 
Поэтому 

(Ю) 
7=1 

Замечание 7. Очевйдно, что если В{ (¿=1,2, . . . ,«) является (/^квази-
группой и А1=В1О1+1ВИ.1О1+2..,О„В„, ВП=А„, тогда [А"] является подста-
новкой множества £)"• 

Другими словами, при наличии и (г')-квазигрупп (/=1,2, . . . ,л) арности 
я, мы всегда можем построить подстановку множества О". 

При и=2 получаем следующее 
Следствие 5. Если Ах, А2 — бинарные операции, то [Ах, А2] — под-

становка множества (?2 тогда и только тогда, когда В1 = А1 явля-
ется (\)-квазигруппой, и В2=А2 являются (2)-квазигруппами. 

Необходимость этого утверждения доказано утверждением предложения 8. 
Достаточность сразу следует из того, что при л = 2 равенство (9) прини-
м а е т в и д : Г А ^ ^ Ы ^ ] . 
Если В] — (у)-квазигруппа, тогда [Ви / у и В2] — подстановки мно-
жества О?-, подстановкой будет и их произведение [Вх, ^ • В^\=[А1, А2]. 

Возникает вопрос: будут ли справедливы утверждения обратные к утверж-
дениям предложения 8 для любого л? 

Следствие 6. Если компоненты мультиоперации. 

= л и л , = 

удовлетворяют условиям ак и ал+1 соответственно, тогда = [Ех~г, Ак] 
является подстановкой. 

Действительно, если компоненты мультиоперации удовлетворяют 
условию ак, то [Ех, Ап

к+Х\ — подстановка и равенство (10) принимает вид: 

П 
j=k + l 

На основании пункта Ь) предложения 7, [Т^-1, Вк, Ек+1], где Вк=Ак 

также является подстановкой. Произведение подстановок 

Вк, • Ц В], Е]+1] = П Вц = 
7=4+1 }=к 



162 М. Д. Сандик: Обратимые мультиоперации и подстановки 

— подстановка. Становится очевидным и обратное утверждение, что даёт 
нам возможность в итоге утверждать справедливость следующего предложения. 

Предложение 9. Если [Т7*-1, А1
к
+1, — подстановка, то [Р* -1, А%} 

будет подстановкой тогда и только тогда, когда её компоненты удовлетворяют 
условию ак. 

Предложение 10. Если компоненты мультиоперации • к / = [ / г у д о в -
летворяют условию ак, то 

]=к+1 

и, следовательно, является взаимно однозначным отображением О1-* 

Действительно, из условиях предложения и на основании равенства (9) 
следует, что 

¿ = ИЯ = [Вк0к+1Вк+10к+2...0„В„, ...,5п_1о„5л,5„]. 

В силу (7), из последнего равенства имеем 

(И) = п 

Замечание 8. Если Ак+1]=л/ взаимно однозначное отображение 
б"—6", т о является взаимно однозначным отображением <2П—<2"_Й: 

и обратно. 
На основании этого замечания и доказанного равенства (11) заключаем, 

что от взаимно однозначного отображения компоненты кото-
рой удовлетворяют условию ак , можно переходить к взаимно однозначному 
отображению £ ? " - > - и обратно. 

Замечание 9. Если В1 0 '=к, ...,п) является (1)-квазигруппой и А{= 
=В1 ©¡+1Д-+10 ;+2... ОпВп, В„=А„, тогда [Ак]=л4 — взаимно однозначное 
соответствие между О" и ()"~к+1. 
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