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Produit de convolution des mesures opératorielles 
S. K. BERBERIAN 

Si, pour i '=l, 2, A¡ est un opérateur normal dans l'espace hilbertien H¡, avec 
la représentation spectrale A¡=f XdE¡, l'opérateur 

(1) A=A1®1 + 1®A2 

dans l'espace produit tensoriel hilbertien H ^ H ^ est aussi normal, donc possède 
une représentation spectrale A=j XdE. Dans un article récent [6], D. W. Fox 
a montré qu'on peut regarder E comme un produit de convolution E=E1*E2 

dans un sens convenable (Fox ne considère que des opérateurs hermitiens, mais 
ses raisonnements se généralisent immédiatement). Le but de cet article est de pousser 
les raisonnements de Fox vers leurs limites naturelles, et indiquer quelques applica-
tions aux représentations des groupes abéliens et aux représentations intégrales 
des contractions. 

Par espace à mesure p. o. (sur un espace hilbertien H) nous entendons un triple 
(X, ¡ f , E), où X est un ensemble, Sf est un c-anneau de sous-ensembles de X, et 
E est une mesure positive opératorielle (c'est-à-dire une PO-mesure au sens de 
[1, Def. 1]) définie sur y , dont les valeurs sont des opérateurs positifs dans H. 
Ainsi, pour chaque couple de vecteurs x, y dans H, il est défini sur Sf une mesure 
complexe bornée telle que 

(2) y(M) = (E(M)x\y) pour tout M^Sf. 

Si, de plus, X est un espace topologique et si la mesure E est birégulière [1, p. 88] 
au sens que, pour chaque MÇ.Sf, on a 

(3a) E(M) = sup {£(C): C e M, C compact, C£Sf}, 

(3b) E(M) = inf {E(U) : U •=> M, U ouvert, U^}, 

nous appellerons (X, y , E) un espace à mesure p. o. birégulière (sur H). 
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Lemme 1. Si, pour i= 1, 2, (X¡, E¡) est un espace à mesure p. o. birégulière 
sur l'espace hilbertien Ht, alors il existe une mesure p. o. £^<g\E2 (sur Hx®H¿) 
définie sur SP1X&'2, et une seule, telle que 

(4) = E ^ M ^ E ^ M ^ 

pour chaque rectangle mesurable M1XM2. 

D é m o n s t r a t i o n . Définissons les mesures p. o. £i<g>l et 1 ®E2 sur Sfx et y2, 
suivant les cas, par les formules 

(£^(S>l)(Afi) = i i W a i f f , , (1 = lHl®E2(MJ. 

On voit immédiatement que (X1, £ f x , i?!® 1) et (X2, £f2, 1 sont tous les deux 
des espaces à mesure p. o. birégulière sur i71<8>Jíf2, et que E l®\++\®E 2 , c'est-à-dire 
que chaque valeur de E^l est permutable avec chaque valeur de 1 ®E2; l'existence 
et l'unicité de E ^ E ^ dérivent donc immédiatement de [1, Th. 33]. | 

Il y a une relation naturelle entre le produit tensoriel des mesures opératorielles 
et le produit des mesures numériques : 

Lemme 2. Avec les notations du lemme 1 on a 

/ C\ ® W 

pour tous x1,y1^H1 et x2,y2£H2. 

Démons t r a t i on . Les deux membres de l'équation sont des mesures bornées 
sur ^ (g> et il est immédiat des définitions qu'elles sont égaux pour chaque 
rectangle mesurable. | 

Avec les notations du lemme 1, supposons donné une application q>:X1XX2—Y 
( 7 un ensemble quelconque). Soit ST = {Na Y:q>-1(N)£&'1X&?

2}; alors est 
un cr-anneau de sous-ensembles de Y, et la correspondance N^~(E1<g>E¿)(<p~1(N)) 
définit une mesure p. o. sur 2T, qu'on appelle l'image de EX(&E2 par cp et que l'on 
note (piExQE^-, (piE^E^) s'appelle aussi le produit de convolution de Ex et E2 

pour <p et se note E1*q)E2 [cf. 4, Ch. VIII, § 1, Déf. 1]; lorsque Xx=X2 =Y est 
un groupe abélien et cp(s, t)=s+t (la loi du groupe), nous supprimons le q> et 
écrivons simplement E1*E2. La convolution des mesures opératorielles et la con-
volution des mesures numériques sont liées par une formule naturelle: 

Lemme 3. Si F=El*Ç)E2, avec les notations précédentes, on a 

{c\ ^ I E^ jBj \P) fix1®xi,yl8yî — /iJt1,j'1 *<ptlxi,y1 

pour ,^€H1 et x2,y2Ç.H2. 
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D é m o n s t r a t i o n . Les deux membres de (6) sont des mesures complexes 
bornées sur Si. Écrivons \i pour la mesure à gauche; pour tout on a (en 
citant le lemme 2 et les définitions) 

H(N) = (F(N)(x1®x;d\y1®y2) = ((£"! ® £2) (<p ~1 ( AO) <» *21 J^i ® = 

= iïXUvyAv-W)) = ( ^ U x / ^ U X ^ C A O ) = 

Adaptons les résultats précédents au contexte des espaces localements com-
pacts et des mesures (de Radon) au sens de [4]. Soient X un espace localement 
compact, ¡M(X) la c-algèbre engendrée par les ensembles fermés de X, c'est-à-dire 
la tribu des ensembles boréliens de X (appelés les ensembles « faiblement boréliens » 
dans [1]). Si E est une mesure p. o. (sur un espace hilbertien H) définie sur âS(X), 
la formule Tf=f fdE définit une application linéaire f—Tf de l'espace J f ( X ) 
des fonctions complexes continues / sur X à support compact, dans l'espace 
des opérateurs linéaires continus dans H', cette application est positive au sens 
que / ë O entraîne et bornée au sens que | |7}H^M| | / | | „ pour tout 

où M=\\E(X)\\. Inversement: 

Lemme 4. (Théorème de Riesz) Si X est un espace localement compact, H 
un espace hilbertien, et f-*Tf une application linéaire positive bornée de J f ( X ) 
dans £C(H), il existe une mesure p. o. birégulière E sur 3ê{X), et une seule, telle que 

(7) 7} = f fdE pour tout fe.y<T(X). 

D é m o n s t r a t i o n . D'abord on définit E sur le cr-anneau engendré par les en-
sembles Gs compacts de X [1, Th. 19], puis on l'étend à une mesure opératorielle 
positive «régulière à l'intérieur» sur 38(X) [1, Ths. 21, 22], puis on observe que 
E est en fait birégulière (parce qu'une mesure positive, bornée, régulière à l'intérieur 
sur la tribu âiï(X) est automatiquement régulière à l'extérieur [3, Th. 3]). | 

Des lemmes 1 et 4 on déduit aisément (cf. 5, p. 105, Prop. 3.1]: 

Lemme 5. Si, pour i= 1, 2, Xt est un espace localement compact, Hi un espace 
hilbertien, et /— Tj une application linéaire positive bornée de dans =$?(//;), 
alors il existe une application linéaire positive bornée f^-Tf de J f X X2) dans 

<g> i/a), et une seule, telle que 

(8) T f l 0 f 2 = Tf\<S>Tf\ 

pour tout fi<E^(Zl), f2eJiT(X2), où (/i®/2)(.ii, S2)=f1(s1) f2(s2) pour s^Xu 

s2dX2. En effet, si Ei est la mesure p. o. birégulière sur qui représente 
f-+T}, alors l'application f—Tf est représentée par la mesure p. o. birégulière 
unique E sur 08(X{><.X^ qui prolonge la mesure p. o. E1®E2 sur â§(Xj)XâS(X^). 
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Avec les notations du lemme 5, écrivons simplement E=EX®E2 (abus de 
notation); ainsi, par EX®E2 on entend la mesure p. o. birégulière unique sur 
â§{XxXX2) qui associe à chaque rectangle borélien MxXM2 l'opérateur EX(M^)® 
®E2(M^). Continuant avec ces notations, considérons un espace localement com-
pact Y et une application (p:XxXX2^-Y. Pour simplicité supposons que cp est 
continue (ce qui suffira pour nos buts), donc borélienne. Si f:Y—C est une fonc-
tion borélienne bornée, alors foq> est une fonction borélienne bornée sur XxXX2, 
et on peut former l'opérateur / ( / o cp)dE\ en particulier, f— j ( / o (p)dE définit 
une application linéaire, positive, bornée de Jf(Y) dans donc 
(lemme 4) une mesure p. o. birégulière cp(E) sur âS(Y), telle que 

(9) lfd(cp(E))=f(fo<p)dE 

pour tout / Ç J f ( y ) . Conformément aux notations antérieures, la mesure p. o. 
(p(E) aussi s'écrit Ex*<fE2. On a encore (cf. lemme 2) la formule 

( 1ÎW ® «o f̂ x1<»x1,y1e>y1 = ßx1,y1
(ö)ftx2,y2 

(le produit à droite est pris au sens de [4, Ch. III, §4, n° 2]) et, en écrivant 
F=Ex*ipE2, on a 
( 1 1 \ .J. UU P-x1®x2,y1®y2 - ;'x ,yi*<pßx2-y2 

(cf. lemme 3 et [4, Ch. VIII, § 1, Déf. 1]). La formule (9) devient alors 

(12) f fd(Ex*cpE2) = f (Jo(p)d(Ex®E2y, 

cette formule reste valable pour toute fonction borélienne bornée / sur Y, et, en 
l'appliquant à un couple de vecteurs élémentaires xx®x2, yx®y2, l'intégration 
numérique indiquée à droite peut être calculée par des intégrations simples successives 
[4, Ch. V, § 6, Th. 1 et § 8, Th. 1]. Si les supports Sx, S2 de Ex, E2 sont compacts, 
il est évident de (11) que le support de Ex*(pE2 est contenu dans (p(SxXS2), donc 
est aussi compact [4, Ch. VIII, § 1, Prop. 5a)]; la formule (12) est alors valable 
pour toute fonction borélienne/qui est bornée sur le support de Ex*q>E2, en parti-
culier pour toute fonction continue / . On voit aisément que les constructions pré-
cédentes, appliquées aux mesures p. o. normalisées (resp. dont les valeurs sont 
des projecteurs) produisent des mesures p. o. de la même sorte. 

Considérons maintenant quelques applications. 

T h é o r è m e 1. Soit ou C, et soient Ex, E2 des mesures p. o. (nécessaire-
ment birégulières) définies sur &(X), à support compact. On a alors 

(13) f M(EX*EJ = ( f MEX)®E2(X)+Ex(X)®[fldE2) . 
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Démons t r a t i on . Ici E1*E2=cp(E1'XEoù <p(i ,
1 , i2)=j1+j2 . Si f-.X^-C 

est l'injection identique, on a (fo(p)(slt s^)=s1+s2. En écrivant A1=fXdE1, 
A2=f XdE2, A=f Xd(E1*E2), il résulte de (12) et (10) que 

(-4(xi®*2)|j'1®j'2) = / / ( S j + Sa) d/i^ly^) = 

= f l(A1x1\y]) + (E1(20x1\y])sJdi£l»(sJ = 

= ([A1®E2(X)+Ei(X)®A2](xi®xJ\y1®yù 
d'où A=A1®E2{X)+E1(X)®A2. f 

Si de plus Ex, E2 sont des mesures spectrales normalisées sur 3S{R) [resp. 3S(C)], 
on obtient la formule de Fox pour un couple A1, As d'opérateurs hermitiens (resp. 
normaux). Alternativement, si EX,E2 sont des mesures spectrales sur ^(R) et si 
l'on pose A±=f X dE1, A2=f XdE2, A=f X d(E1*E2), en appliquant (12)à la fonc-
tion bornée f{s)=eits (s,t réels, t fixé) on obtient la formule eitA=eUAl®eitAî\ 
en dérivant cette formule par rapport à t, divisant par i, et substituant /=0, on 
obtient la formule (1). Cette méthode ouvre la porte pour les opérateurs hermitiens 
non bornés (ce qui étaient en effet considérés par Fox). 

Dans le théorème suivant, les lois du groupe sont notées multiplicativement: 

Théorème 2. Soit G un groupe localement compact abélien et, pour i= 1,2, 
soit s— Ul

s une représentation unitaire fortement continue de G dans V espace hilbertien 
Ht. Soit X le groupe des caractères de G et, selon le théorème de Stone, soit Et la 
mesure spectrale normalisée sur 33 (X) telle que 
(14) Uï = JsdEi pour tout s£G, 
où s(a) — a(s) pour sÇ_G et <xfX [cf. 2, p. 182]. Alors la mesure spectrale sur 
3S(X) pour la représentation unitaire fortement continue s-» t/*®t/s

2 est E1*<pE2, 
où <p:XXX—X est T application (p(<x1,oc2)=a1a2; c'est-à-dire, 
(15) - fsd(E1*E2) pour tout s£G. 

Démons t r a t i on . On a (soq>)(<x1,a2)=s(oi1)s(a2), et on voit que 
j (so(p)d(E1®E2) = Uj®Uj tout comme dans la démonstration du théorème 1. | 

Pour G = Z (le groupe additif des entiers) on a -JT=T={X £C: \X | = 1} (le groupe 
du cercle), l'élément XfT s'identifiant au caractère de Z; pour «ÇZ 
et XÇT, on a donc n(X)=X". Rappelons qu'une mesure p. o. Esur 3iï(T) s'appelle 
une mesure opératorielle de Sz.-Nagy [2, p. 181] si i;(T) = l et si 

(16) JX" dE = ( f XdÉf pour n = 2, 3, 4 , . . . . 

Si T est une contraction dans un espace hilbertien, il existe une mesure opératorielle 
de Sz.-Nagy E, et une seule, telle que T= j XdE (théorème de Sz.-Nagy 
[2, p. 181]); E s'appelle la mesure opératorielle de Sz.-Nagy associée à T. 



8 S. K. Berberian: Produit de convolution des mesures opératorielles 

Théorème 3. Si Tlt T2 sont des contractions dans les espaces hilbertiens Hx, H2, 
et si E^, E% sont les mesures opératorielles de Sz.-Nagy associées, alors la mesure opéra-
torielle de Sz.-Nagy associée à la contraction TX®T2 dans HX®H2 est Ex*<pE2, où 
ç>:TxT-<-T est l'application cp(Xx, X2)=X1X2; donc 

(17) Tx®T2 = fXd(Ex*EJ 

est la représentation de Sz.-Nagy pour TX®T2. 

D é m o n s t r a t i o n . Fixons un entier positif n et posons f(X)=Xn pour AçT. 
Alors ( /o f ) (A 1 ; donc foq>=f®f, donc 

/ Xnd{Ex*E£ = / / Xl^dtE^EJ = (/X"dEx)®(f X"dE2) = 

= ( f XdEx)n ® (/ XdE2)n = [(/ XdEx) ® (/XdE2)]" 

ce qui montre que EX*E2 est une mesure opératorielle de Sz.-Nagy pour la con-
traction j Xd{Ex*Es)=(f XdEx)®(f XdE2)=Tx®T2. | 
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