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Otsukische Ubertragung mit rekurrentem MaBtensor

ARTHUR MOOR

§ 1. Einleitung

Im Aufsatz [3] begriindete T. Otsuki eine Ubertragungstheorie in den n-dimen-
sionalen Punktriumen, die in der lokalen Schreibweise auf die folgende Weise
charakterisiert werden kann:

Der invariante Differentialquotient eines Tensors V}:;:;Z ist langs einer
Kurve C:x'=x'(t) durch die Formeln

D i, def r,
(11) dt Vh J:— P V-‘H1 q'k dt P;l Ps
P
(1 2) Vsl :Plkgit- aszrll......s:P'l‘ Z]'.’Fhrths’;l.s:;r'_lfl.r.ttlm 2 ”I-'s, szl S 1"-‘”1 ',
t= t=

definiert, wo die Indizes jetzt und im folgenden immer die Werte 1,2, ...,n an-
nehmen werden, und ‘I',%,, "I b, gewohnliche affine Ubertragunsgparameter bedeuten.
P} bedeutet in diesen Formeln und auch im folgenden einen gemischten Tensor
(vgl. [3], Formeln (4.9) und (4.10), wo aber diec — von uns im folgenden nicht zu
beniitzende — Bezeichnung:
B%mhﬁﬁ,dﬂ
dr s gy

verwendet wurde). Die Ubertragungsparameter ‘I’,’, bzw. “T',%., die bei der Bildung
des invarianten Differentialquotienten bei den kontra- bzw. kovarianten Indizes
verwendet sind, brauchen nicht iibereinstimmen.

Neben dem Tensor Pji soll auch der inverse Tensor Q} eindeutig bestimmt
sein, d. h. es ist det(P})=0 und

(1.3a) PiQ] =5, (1.3b) PiOs =658

. Eingegangen am 12. November 1976.
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Satt (1.2) beniitzt man in der Otsukischen Theorie lieber die kovariante
Ableitung:

(1.4) - ViV S PR L PRV P L PR

(vel. 3], (3.8)), wodurch der fundamentale Differentialquotient (1.1) die Form:
D d f f

I A = Az

haben wird. Mit den Bezeichnungen

(1.62) rhE T, (1.6b) AL PP

kann leicht verifiziert werden, daB unsere Formeln (1.4) und (1.5) — auf Grund
von (1.2) und (1.3a), (1.3b) — eben in die Otsukischen Formeln (2.15) und (2.14)
von [3] iibergehen, wo ‘I’ und “I'j}; der Bedingung
I/I'i —,——Pi ‘rm Ql Q aPi
1k m il ki X 3xk
unterworfen sind.

" Im folgenden wollen wir eine solche Otsukische Ubertragung bestimmen,
in der die Ubertragungsparameter durch einen, in seinen Indizes symmetrischen,
Fundamentaitensor g;;(x) bestimmt sind, der den Relationen
a7 : ngij = Yk(x)gij
geniigt, wo y,(x) einen kovarianten Vektor bedeutet. Die Formel (1.7) driickt aus,
daB diese Ubertragungstheorie, die wir im folgenden entwickeln werden, die Weyl-
sche [5] und Otsukische [4] Ubertragungstehorien in sich vereinigen wird, wobei
sie als ein Spezialfall von [3] betrachtet werden kann. Vom metrischen Fundamental-
tensor g;; soll noch angenommen werden, daBB det(g;;)0 ist, d. h. der inverse
Tensor g" eindeutig bestimmt ist.

Die Grundgriffen des Raumes sind also der metrische, symmetrische Grund-
tensor g;;, der Rekurrenzvektor vy, und der gemischte Tensor P}, der im folgenden
der Symmetriebedingung
(18) Pu?ifgp‘P':gw _Pji
geniigen soll. .

Mit Hilfe von g;; bzw. mit Hilfe des inversen Tensors g’* konnen die Indizes
in der gewShnlichen Weise herauf- bzw. heruntergezogen werden.

Das Ziel unserer Arbeit ist die Bestimmung der Form der Ubertragungspara-
meter und die Untersuchung des invarianten Differentials der Eigenvektoren bei
einer Kontraktion mit g;;; ferner wollen wir im Satz 5 von §4 die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen bestimmen dafiir, da Dg,-j ein Eigentensor lings
einer Kurve des Raumes sei. Diesen Satz mit dem Satz 7 zusammen betrachten
wir als Hauptsitze dieser Arbeit. ‘ '
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§ 2. Bestimmung der Ubertragungsparameter

In diesem Paragraphen wollen wir die der Relation (1.7) geniigenden Ubé;;tra-
_ gungsparameter bestimmen. Aus (1.7) folgt auf Grund von (1.4):

(2.1a) PiPjg sk = 1 8ij-

Wir wollen hier bemerken, daB fiir den kontravarianten metrischen Funda-
mentaltensor g;; die analoge Forderung: : :

(2.1b) PiP{g"y=—7g"

wire (vgl. etwa [1], Formel (7.1)a)). Doch wire die Formel (2.1b) im allgemeinen
in der Otsukischen Ubertragungstheorie nicht eine Folgerung von (2.1a), sondern
eine neue Forderung, die — abgesehen von gewissen Spezialfillen — nicht mit
(2.1a) gleichzeitig gelten konnte, da nach (1.2) 6, #0 ist. Gelten aber die Iden-
titaten: P{=5% (=Kronecker-d), ferner ‘I',>.="T,"., so. wire (2.1b) eine Folgerung
von (2. la) In diesem Fall wire aber die Otsukische Ubertragungstheone mit der
gewohnlichen affinen Ubertragungstheorie identisch.

Auf Grund des durch (1.3a) und (1.3b) definierten inversen Tensors Q‘ von

, kann (2.1a) bzw. (2.1b) in Hinsicht auf (1.2) in der Form:

(2.2a) ' O 8rs— T 81— T 8 = V8 Q2 0%
(2.2by : 08" +'T g+ +' T8 gt =—18"0505

geschrieben werden.

Sind die Ubertragungsparameter "I’ in den unteren Indizes symmetrisch —
was wir im folgenden immer annehmen wollen —, so erhilt man diese Ubertragungs-
parameter in der gewdhnlichen Weise, durch zyklische Permutation der Indizes
r,s, k in (2.2a), bei der letzten Permutation mit einer Vorzeichenverinderung und
dann nach einer Addition, in der Form:

) (23) ”rrtk = ';_ g‘s {ak 8rst ar Sk~ 3.: Srx— ('Yk m}s +7r Mg —7Ys mrk)} .
mit
m E gij QrQs. .

Bemerkung. Nach den Bezeichnungen von H. Weyl: [5] ist y,=—¢, und
"Iy =Ts,p.—

Etwas - komplizierter wire die Bestimmung von ‘I'), aus (2.2b), die wir nur
skizzieren wollen. Eine Uberschiebung von (2.2b) mit £::8s; gibt eine Identitit fiir
T ;. Angenommen, daB ‘T';; in (j, k) symmetrisch ist, erhdlt man ’Fj,,, in analoger
Weise — abgesehen von Vorzeichenverdnderungen — wie “I'j; . Eine Uberschlebung

mit g* ergibt die gewiinschte GréBe: ‘T'jf.
‘ Wir beweisen den folgenden:

9‘
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Satz 1. Ist “I" die durch 'T' induzierte Ubertragung (vgl. [2), S. 161, oder [3]
S. 109) s0 lst
@4 (3kP’")(ng"+Q‘ £+, 0103 8P + 0 g+ 0 T P+
+05,TmPr =0, P pigir

Gilt die Relation: o
(2.5) R Pi= g6% (o= Konst. #0),
so ist ‘'I'="I', und (2.2a) und (2.2b) sind gleichzeitig erfiillt.

Beweis. Beziiglich der erste Behauptung des Satzes beachte man, dal wenn
“T" die induzierte Ubertragung von ‘I’ ist, so gilt nach der Formel (3.13) von [3]:
(2.6) - O Pi+"T 3 Pi—"T [ P = 0. '
Aus dieser Formel folgt nun nach einer Uberschiebung mit 0! nach (1 3b), daB

‘ T} = Qno P7+0: "I P .

Substituieren wir das in (2.2b), so erhiit man unmlttelbar 2.4); dle Identitit (2 4)
entspricht der Identitit (2.6) im metrischen Fall.

Beziiglich der zweite Behauptung des Satzes beachte man, daB3 aus (1.3a) folgt,
daB neben (2.5) auch . ’
QD ' Q)= 0718, (o= Konst. = 0)
besteht. Auf Grund der Form (2.5) von P} folgt noch nach (2.6), daB die affinen
Ubertragungen ‘I" und T bereinstimmen, d. h. es ist T/, ="T'/,. (2.2a) geht somit
im Hinblick auf 'I'="T" in :
(28) akgrs rkgts Fstk 8r = Q_2Yk Ers
tiber. Es ist nun g;,g™ =065, woraus nach einer partiellen Ableitung nach x*,
auf Grund von (2.8), die Formel

Ok 8™)8im =—8"0k8im = 8" (@ >V 8jm+ T /x&m+ T 851

folgt. Eine Uberschiebung mit g’ gibt nun — unter einer nochmaligen Beachtung

von (2.7) — unmittelbar (2.2b). Die Formeln (2.2a) und (2.2b) sind also glelch-
zeitig giiltig, wie behauptet wurde.

§ 3. Eigenvektoren und ihre Kontraktionen

Ein kontravariantér Eigenvektor ¥*(x) ist durch die Definitionsformel
3.1 Pi(x)Vi(x) = t(x)V'(x) (z=0)
festgelegt (vgl. [3], Formel (5.2)); fiir einen kovarianten Eigenvektor Vk(x) lautet

die analoge Formel:
(3.2) _ PY(x)Vi(x) = T(X)V.-(X),
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wo 7(x) eine im Raum definierte Eigenfunktion bedeutet. Fiir die folgenden wird
es hinreichend sein, wenn V* bzw. ¥, und © nur lings einer Kurve C:x'=x'(r)
definiert sind. Es kann sehr einfach der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 2. Ist P;; in (i, j) symmetrisch, so folgt aus (3.1) die Relatzon (3. 2) mit
Vi girV .
Ist Py in (i, j) m'cht symmetrisch so folgt aus (3.1):

(3.3) PV, =V, Pfkf—_ef g Py gt
Beweis. Eine Kontraktion von (3. 1) mit g;, fihrt 1m Hmbhck auf
Vi=ghv,, hEg,vr
nach gewissen Indexverinderungen auf die Relafion:
Pi*Vi = g, PighVy = 1V,

womit wir schon gezeigt haben, daB aus (3.1) die Relation (3.3) folgt. Ist nun P;;
symmetrisch, so folgt aus (1.8), daB P}*=P¥ ist, wodurch aus (3. 3) d1e Formel
(3.2) entsteht, w. z.. b. w.

Im folgenden wollen wir eine w1cht1ge Formel von Otsuki, d1e wir auch ver-
- wenden wollen, durch eine einfachere Methode ableiten (vgl. [3], Formel (5.8)).

Nehmen wir an, daB8 fiir den kontravarianten Vektor V7, (3.1) besteht. Da
auf beiden Seiten von (3.1) je ein kontravarianter Vektor steht, bekommt man
nach invarianter Ableitung von beiden Seiten auf Grund von (1.1) und (1.2):

' ' dP* - de‘]

G4 (d V+P"~——-+ r,sp'y 5
. (dV . ,dx‘]
—P"[dtV+ dt +T5V d

Beachten wir nun die Formel (3.13) von [3], die offenbar mit unserer. Formel (2.6)
dquivalent ist, so wird:

dPt _ oP% dx* s ok 4%
3:3) Tdt T ox® dr ETS =P
Substituiert man das in (3.4), beachten wir ferner auf der rechten Seite die Formel
des invarianten Differentials (1.1) fiir den kontravarianten Vektor V%, so wird nach
entsprechenden Vertauschungen der Indizes:

—_ +__P1Vk"

dx‘) DV dr
Yar Tdr

 (DV* .
69 7B+ prCrh- v
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~ Auf Grund von (1.1) und (1.2) hat man
. D s pipers—riy 42
(3.7) 8= PUP(TA—"TA)
Beachten wir in (3.6) diese Identitit, ferner (3.1), so wird:

Ddl: D&,V, (ﬂ+drV,)

dt ' d
was mit der Forme! (5.8) von [3] iibereinstimmt.

Wir gehen nun zur Untersuchung des invarianten Differentials von
Vi=g,V' iiber, falls fiir den kontravarianten Vektor V* die Bedingung (3.1)
besteht, der metrische Fundamentaltensor g;; der Relation (1.7) bzw. (2.1a) geniigt,
und endlich fiir den Tensor P} die Symmetriebedingung (1.8) giiltig ist.

Aus den Formeln (1.4) und (1.2) folgt, daB

(39) - Vk (gls V’) = P:(Vlak 8rs + 8rs ak Ve— ”Frtk 8ts Vs)

(3.8) Pi

besteht, da g, V* ein kovarianter Vektor ist. Beachten wir nun (2.2a), die eine Folge-
rung von (1.7) ist, so wird durch die Elimination von 8, g,:

Vi(gisV) = Pi(ng im QZ OV 4 g, . Vo + 8, "THV?).

Auf Grund der Symmetriebedingung (1.8) ist nun nach gewissen geeigneten
Verianderungen der Indizes, und im Hinblick auf (1.3b):

Vi(8isV*) = 148, OV + 8, Py (0 V4T 5 VY).

Eine weitere Umformung — d. h. die Eliminierung von “I';’, — mittels der Identitit
(vel. [3], Formel (3.10)):

(3-10) 5511: =TT, k>
gibt nach den Grundformeln (1.1) und (1.2)
(3.11) Vi(8sV*) = 1.8, OV + 8. ViV — g, PLO}V*.

Nun ist nach (1.4):
V,‘a' = P'Pj 5?]*,

woraus nach einer Uberschlebung mit Q7 die Relation
.12 Pi8i = OPV, 5,
folgt, und das fiihrt die Formel (3.11) in
Vi(8uV) = 8, ViV + 8 WG~ QP Vi SV
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iiber, woraus nach einér Uberschiebung mit dx*/dt die Formel

D
(3.13) E‘(guV’) = 8&ir
folgt.

Nehmen wir nun an, da8 V! ein Eigenvektor ist, d. h. (3.1) ist giiltig. Zieht
man mit g, den Index ,,i”” ab, so folgt wieder nach gewissen Verinderungen der
Summationsindizes und im Hinblick auf die Symmetriebedingung (1.8):

DV* dx ,Dé']
( +Q'V g~V =

(3149 - Pig V)=1g,V".

D dxk -
Bilden wir jetzt die Operation E—EIV,‘ auf beide Seiten von (3.14), so erhalten

wir nach den Definitionsformeln (1.4) und (1.2)

a1 Pfg, iR A= TiFg, V) G =

=P’(d gV "+ 10 8) V" — -+ g,,(c?kV')—“t s'kg"V'W)?

r
3

Eliminieren wir von der linken Seite

mittels der Formel (3.5), beachten
wir dann (3.9) und (3.10), so entsteht auf der linken Seite der Ausdruck:

dx*
Ps{vk(gsjVj)'*—P'aslkger}T’

Auf der rechten Seite von (3.15) erhilt man wieder unter Beachtung von (3.9)

dr . o dx*
qt Pig. V' +1(VigyV' )7,

und somit wird aus (3.15) im Hinblick auf (3.12) und (3.14)

Do} dv

D
Vi + Vi= VL= (g,.V*
(3.16) e ar (gsj ) grj T [dt 8ir ar (gis )} .

Vergleicht man (3.8) und (3.16), so folgt der

Satz 3. Ist V' ein Eigenvektor, die der Formel (3.1) geniigt, ist ferner P,; in
(i, j) symmetrisch, so verhdlt sich der Vektor V=g, V" beziiglich der invarianten
Dtﬂerenttatwn (1.1) ebenso wie der Vektor V*.

In #hnlicher Weise folgt unmittelbar aus den Glexchungen (3.1), (3:8) und
(3.16), unter Beachtung von Satz 2 der folgende
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Satz 4. Gilt fiir einen Vektor V' die Relation (3.1) lings einer Kurve C:x'=x!(t),
i i

V r
s} I/iEgier

Dé*,
ist Py in (i, j) symmetrisch, ist endlich _dTJ;O’ so gehoren V', —

i A
73 zu demselben Eigenraum von <.

Dé! :

Fiir den Fall, daB —dt-j¢0 besteht, kann noch eine Formel fiir die Eigen-
vektoren mittels (3.16) und (3.13) abgeleitet werden. Eliminiert man aus (3.16)
D
58 V7 mittels der Formel (3.13), so wird unter Beachtung von (1.8):

Dy” at ,,Da;,,) . D&
g“F(dt +OVi dt 14 ar )t gV’ dt __

de . DVT . odx ,,DarJ
—‘tgxr[dtV dt +QhV Y5 dt _QhV dt

Beachten wir jetzt die aus (3.1) folgende Rleation

Vr=Qip
und (1.3a), so wird:
Dyr mpaz,) D D,
_ dt . DV’)
= 2,7 (EV +TV .

Auf Grund der Formel (3.8) wird aus dieser Identitit:

D&, . D&%
dt =18V’ dt -’

(3.18) g V™

~ Offenbar muf (3.18) lings der Kurve x'=x'(¢), lings der unsere Tensoren
genommen wurden, eine Identitét sein. (3.17) wird somit auch eine Identitiit, nimlich
eben die mit g;, kontrahierte Formel (3.8) (abgesehen von gewissen Indizes-Verinde-
rungen).

§ 4. Der metrische Fundamentaltensor als Eigentensor

; N D,
In diesem Paragraphen werden wir die Eigenschaften von g;; und -% unter-

suchen, falls der metrische Grundtensor ein Eigentensor ist, d. h. lings einer Kurve
C:x'=x(t) der Identitit

@1 : PiPig,=1g; (#0),
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geniigt. In unseren Untersuchungen werden wir aber meist nur die Symmetrie von
g;; in seinen Indizes beniitzen und die kennzeichnende Identitdt (1.7) bzw. (2.2a)
auBer Acht lassen. Wenn also nicht nachdriicklich betont wird, sind unsere Resultate
auch fiir allgemeine symmetrische rein kovariante Tensoren zweiter Stufe giiltig.

Bilden wir den 1nvar1anten Differentialquotient auf beiden Seiten von (4.1),
so wird:

D _ d D gtj
- E(P:Pigrs)_}) sgrsdt+r dt .
Bemerkung. Die Leibnizsche Regel besteht fiir die Operation (1.1) im all-
gemeinen nicht.
Auf Grund von (1.1) und (1.2) wird unter Beachtung (auf der rechten Seite)
der Formel 4.1):

dpP; dP; dg,. ., ” dx*
PP Pyt B g b PR (T BB T PP g, S

e dt Y“ar
_ dt Dg,j)
- T[g” T ar

DP}
Wir eliminieren nun die Glieder Ttm mittels (3.5) und beachten dann noch
die Formel (3.10); im Hinblick auf (1.2) und (1.4) wird somit:

S . s dx* Dg, dv
Pan(‘SaIk bgrs+_5glkP;,Pp grs+Vk'gab)7 = T( dtj'l'glj EJ .
Auf Grund der Formeln (1.1) und (1.5) wird nun das folgende Lemma bestchen:

Lemma 1. Ist fir den in (i, j) symmetrischen Tensor g; dle Relation (4. I )
gilltig, so besteht:

Dg, (,, Ds; . Dés] _ [Dgij dt )
“42) PLF e UL i ol L2l el

 Wir wollen betonen, daB in der Formel (4.2) der Tensor g;; nicht unbedingt
der rekurrente metrische Fundamentaltensor sein muB, da bei der Herleitung von
(4.2) nur (4.1), d. h. die Annahme, daB g;; ein Elgentensor der Eigenfunktion t
ist, beniitzt wurde. Es gilt aber das

Lemma 2. Ist g;; der rekurrente metrtsche Fundamentaltensor der ein Eigen-
Dg;;
tensor der Eigenfunktion vt ist, so ist auch —Jt—'i ein Eigentensor von 1, d. h. es gilt

’ Dg Dg--
Pa b~ Sab _ ij
“3) ' P Tdt dt
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Beweis. Da fir g;; die Annahme (1.7) gilt, d. h. g;; rekurrente kovariante
Ableitung hat, bekommt man nach der Formel (1.5):

Dg dx* dx*
dtu ngu ar 81/?&7-

Beachten wir nun auBer dieser Relation noch (4.1), so wird :

. Dg dx* dxt Dg
PPy — 2 = PiPjgan—- = gyn—- =17,
und das beweist das Lemma.
Mit Hilfe des Lemmas 1 kann der folgende Satz, die wir, mit dem spateren

Satz 7 zusammen, als Hauptsdtze unserer Arbeit betrachten wollen, bewiesen
werden:

Satz 5. Ist der Tensor g;; ein symmetrischer Eigentensor der Eigenfunktion
120, die ldngs einer Kurve C:x'=x'(t) definiert ist, und gilt fiir P} die Symmetrie-
bedingung (1.8), so ist die Relation

Dét D& dr

(4'4) rj dt + 8i dt —gu dt

D,
notwendig und hinreichend dafiir, daf —"Ig;—j ldngs C auch ein Eigentensor der Eigen-

Sunktion 1 sei.
Die Eigenfunktion t ist eine Konstante dann und nur dann, falls lings C

Do} D¢
B gy ~r tei g dt =0.

Beweis. Nehmen wir erstens an, daB g;; ein Eigentensor ist, d. h. lings C besteht

@.5)

D
(4.1), und nach Lemma 1 gilt auch (4.2). Ist nun neben g;; auch —5:‘—] ein Eigen-
tensor, d. h. ist auch (4.3) giiltig, so reduziert sich (4.2) auf Grund von (4.3)-auf

Dot Dé‘] dt
dt ~+PiP dt ) Brs = g B

Eine Kontraktion von (4.1) mit Q! gibt:

46) (P"Pz

P§ 8ms = tQm g Jjs*
Beachten wir dlese Relation zweimal auf der linken Seite von (4.6), so wird:

6} dr
gbsQr dt + i 8 ers dt =7 8u-



Otsukische Ubertragung mit rekurrentem MaBtensor 139

Diese Identitit geht nun nach der Beachtung der Symmetrieforderung (1.8) im
Hinblick auf (1.3a) unmittelbar in (4.4) iiber, womit die Notwendigkeit von (4.4)
bewiesen ist.

. Zweitens beweisen wir, daB (4.4) hinreichend ist. Eine Multlphkatxon von
(4.4) mit 7 gibt im Hinblick auf (4.1)

[P“P" Do; Ly PPt Da; ) tg,j%:-,

woraus auf Grund von (1.8) unmittelbar die Relation

: D& Dé - dt
) (BB 202 g, =B,
folgt. Das reduziert aber die aus (4.1) entstandene Identitit (4.2) eben auf (4.3),
D v

d. h. %’- ist ein Eigentensor. Damit ist bewiesen, daB die Bedingungsgleichung
(4.4) hireichend ist.

Die letzte Behauptung des Satzes ist eine triviale Folgerung von (4. 4)

Aus dem Lemma 2 folgt nach dem Satz 5 das

Korollar. Ist der rekurrente metrische Fundamentaltensor g;; ein Eigentensor
lings einer Kurve C und geniigt P, (1.8), so ist lings C die Rleation (4.4 ) immer
giiltig.

Aus den Formeln (4.2) und (4.5) folgt noch der

Satz 6. Ist g,; ein symmetrischer Tensor, der, lings einer Kurve C, ein Eigen-

tensor der lings C definierten Funktion v ist, und gilt lings C (4.5), besteht ferner
D,

fir 1”,i die Symmetriebedingung (1.8), so gehiren g,; und %”— zu demselben Eigen-

raum von <T.

Beweis. Ebenso, wie vorher, im Beweis des Satzes 5, von (4.4) die Formel
(4.6%) abgeleitet werden konnte, bekommen wir aus (4.5) nach einer Multiplikation
mit 7, und dann unter Beachtung von (4.1) und (1.8) die Relation:

D& Dé’)
b —
(PPi 5 Ly PPy o) & =0
wodurch-(4.2) sich auf ,
Dg, [Dg. dr ]
b b _ J
@7 PP = Tar Tar s

reduziert; das beweist schon die Behauptung des Satzes.
Wir beweisen jetzt den



140 o A.Moér - S

‘Satz 7. Ist ldangs einer Kurve: C

D&
4. -
“4.8) T
und ist ferner lings der Kurve: C der symmetrische Tensor g;; Eigentensor der Eigen-

Junktion t, so gehdren lings C

=0,

g Dg; D3gy
ode? der T
zu demselben Eigenraum von <.

Bemerkun g Der Satz 7 ist im wesentlichen ein Anaiogon eines Otsukischen
Satzes (vgl. [3], Satz 5.7 auf S. 120) auf die symmetnschen kovarianten Tensoren
zweiter Stufe. —

Beweis des Satzes 7. Die Behauptung des Satzes konnen wir in der fol-
genden Form ausdriicken: ‘

'Dmgrs - 'Dmng Dm-kglj — )
Jim = T g +Zlﬁk ar- ——— (m—1,2,...),

wo die Funktionen ¥, Polynome von

. oo dv
*ode’ d2’ 7 drm

@9) PP

sind. :
Die tber g;; gestellte Bedingung ist die Giiltigkeit von (4.1). Auf Grund des
Lemmas 1 ist aber auch (4.2) giiltig; diese Identitit geht aber nach der Annahme
(4.8) in (4.7) tiber. Die Identitit (4.7) driickt schon aus, da8 (4.9) fiir m=1 besteht.

Der Beweis werden wir nun durch vollstindige Induktion durchfithren. Nehmen
wir also an, daB (4.9) bis irgendein m=1 gilt.

Nach der Bildung des invarianten Differentialquotienten ‘beider Seiten und
unter Beachtung, daB die Y, (k=1,2, ..., m) Skalare sind, bekommt man auf
Grund von (1.5):

Prps Dm+1gij
rrAGGERrT Ralrraile a Y=g T

Yy oo D78, Dril-kg,
+2[ - PiP; dt"""‘_+¢k dgmti-k i)

Man sieht sofort, daB auf der rechten Seite die Glieder, die P/ P; enthalten mittels
(4.9) eliminiert werden kénnen, somit erhilt man auf der rechten Seite solche Glieder

D( . D'”gm) VL L

. von dtg"u (h=0,1,2, ..., m+1), wie in (4.9). Es gilt also:
D Dmgrs] _ -D'”-lg,-j m+1 . D"‘“"‘gu
(4.10) dat [PrPi atrm ) dmt +k§1 vi dgm+i-k ?
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wo die ¥ (k=1,..., m+1) Polynome von

. . d_T dz—T dm-lvl,t'

Pode’  de?’ U7V demr

sind. _ .
' Wir berechnen nun die linke Seite von (4.10). Es ist:

D (117, 27%) {(dP' dP:) g,

7 \PiPi | = PP Bt P ) =g+

r d D" 8rs »rp ” P dx* D" grs}
PR gy g (TP Bt T PPy o =gy

h
e

Wir eliminieren aus dieser Formel die Gleider mittels der Identitdt (3.5).

Beachten wir noch die Bedingung (4.8), d. h.

PLPICT 2= "Ty) S = o,
so wird:
D( . D’"gn) _
dt PiP; dim )
d pm D" Dmg ) dx* D+l
— papblpr 8rs 7P p 8ps \ npp g’P]_}: a b_ﬁ
PP{PPE dt qgm [F"‘ am T e ) grlf = B g

Die Formel (4.10) geht demnach eben in die gewiinschte Formel

Drtig, Drtig, Drtl-kg
dtm+1a =1 dtm+1l + Z vi dimti- k’_

@.11) PP

dr driic
R ey
die Relation (4.9) auch fiir (m+1) besteht, womit die vollstindige Induktion
beendet ist.

Endlich wollen wir den Eigentensor g;; untersuchen, falls g;; rekurrent ist,
d.h. es besteht (1.7) bzw. die mit (1.7) dquivalente Relation:

(4.12) Ddit" = (v Uff]g,,

iiber, wo die y; Polynome von 7, sind. (4.11) beweist aber, daB

Wir beweisen nun den



142 A. Moor: Otsukische Ubertragung mit rekurrentem MabBtensor

Satz 8. Gelten fir den in (i, j) symmetrischen Tensor 8y (4.1) und (4.12),
so ist
Drgy
“4.13) I

=wgij, (m= 1,2, ...),

dx*
wo  eine skalare Funktion von , ik v und deren Ableitungen bis hochstens m-ter
Ordnung nach dem Parameter t ist.

Beweis. Fiir m=1 ist der Satz nach (4.12) giiltig. Nehmen wir an, daB der
Satz fiir irgendein m=1 giitig ist. Nach der Formel (4.13) hat man:

D”H'lgij — Pb{d Dmgab //I- Dmgrb dxh ”F Dmgar dxh}

dtm+1 dt drm ATgm At PR dt
d(D g,j
Beachten wir jetzt (4.1) und (4.12), so folgt unmittelbar
Dm+1g|’j * * def do dx*

I~ O 0TS GrThen e

Die Formel (4.13) gilt also auch fiir (m+1), nur die skalare Funktion k2 geht in
o* iiber. Nach der vollstindigen Induktion ist der Satz bewiesen.
Aus (4.1) und (4.13) folgt noch, daB wenn die Bedingungen von Satz 8 bestehen,
dann auch
"8ij
dim
Zum SchluB bemerken wir noch, daB unsere Untersuchungen — nach unserer
Vermutung — in dhnlicher Weise auf Grund von (2.2b) auch fiir den kontravarianten
Tensor g/ durchgefiihrt werden kénnten.

ein Eigentensor mit dem Eigenfunktion v ist.
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