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Sur certaines suites pseudo-aléatoires

JEAN COQUET

I. Introduction

1. 1. Notations et deﬁmtlons. Comme d’habitude, on des1gne par N l’ensemble
des entiers naturels, N* Pensemble N—{0}, Z I’ensemble des entiers relatlfs Q
celui des nombres rationnels, R celui des nombres réels et C celni des nombres
complexes.

Pour tout x€R, on pose e(x)=e%"™,

Ixl = Min {x—n|: n€Z), [x]=Max{n€Z:n=zx), {x}=x—[x.
Soit g:N—C une suite infinie. On dit que g est pseudo-aléatoire au sens de

. BERTRANDIAS [2] si les deux conditions suivantes (a) et (b) sont réalisées:

(a) y(t) = llm — Z’ g(n+t)g(n) existe pour tout tel\

(y s’appelle correlatlon de g),
BN . 1 N—1 s
®) lim & = b =0
Si, au lieu de (b), la condition su1vante (b’), plus forte est reahsee =
(®) limy() = -

g est dite pseudo-aléatoire au sens de Bass [1].
Dans cet article, (@,), ¢ st une suite de réels, (s,),n désigne une suite stricte-

ment croissante de réels positifs tendant vers Pinfini. On pose g(n)=e [ Sa [_n_ )
I 2. Résultats. Dans un article écrit én collaboration avec M MENDES-
FRANCE [3], nous avions établi le résultat suivant: : croan o o

THEOREME 1.. Soit .q un entier =2. Posons.sy=q* pour tout k¢N. Les:trois
assertions suivantes sont équivalentes: chee T eE T ety S
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1) g est pseudo-aléatorie au sens de Bertrandias,

2) 2 lad? =-e,
k=0

3) g est a spectre vide.

Dans I'exposé {4] nous avons démontré que le théoréme 1 se généralisait au
cas ou la suite (s;) est une suite d’entiers naturels, telle que pour tout k¢N, s,
divise $y 41

Nous nous proposons ici d’examiner le cas “diamétralement opposé
nombres s, sont deux a deux premlers entre eux:

L]

ol les

Théoréme 2. Soit (s).n Une suite croissante de nombres entters naturels,
deux a deux premzers entre eux et telle que:

1
— =T oo,
0 Sk

i [V.I 3:‘.

g est pseua’o -aléatoire au sens de Bertrandlas si et seulement si Z lla,‘u2 = oo,
k=0

Nous demontrons egalement le

Theoreme 3. Sozt (S ey une suite de nombres irrationnels posmfs telle que

1
D —=<o et que les nombres = kEN, soient Q-linéairement indépendants.
k=0 Sg k

g est pseudo -aléatoire au sens de Bertrandlas si et seulement si Z’ ”ak||2= oo,
k=0

Le theoreme 3 admet évidlemment comme corollaire le theoreme su1vant
a comparer au théoréme 1:

Théoréme 4. Soit T un nombre réel transcendant =1. On pose s,=1* pour
tout k€N. g est pseudo-aléatoire au sens de Bertrandias si et seulement si

M3

llail® = e=.
K

I
.o

‘I..3. Remarques. 1) Noixs pouvons démontrer vfacilem.e'r‘lt a l'aide des relations
de-corrélation établies dans [3] que les suites envisagées dans le théoréme 1 et, plus
generalement les suites q-multlphcatwes de module 1, ne sont pas pseudo-aléa-

toires au sens de Bass. Par contre, lorsque - 2 lai2=<=, 1les suites envisagées

au théoréme 2 peuvent €tre ou ne pas étre pseudo-aleatoues au sens de.Bass, comme
nous le verrons dans le paragraphe III. : :

2*
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-+ 2) La méthode utilisée pour démontrer les théorémes 2 et 3 différe sensible-
ment de celle utilisée dans [3] pour prouver le theoreme 1 Ici, nous. déterminons
effectivement la corrélation y de g.

La démonstration de l’ex15tence de y est faite sous la seule hypothése que
1

(Sken est une suite de réels pos1t1fs telle que 'Z' — <oo; Est-ce que, dans ce cas
k=0 Sk

général, la condition leakl =eo est encore necessalre et suﬂisante pour que

g soit pseudo-aléatoire au sens de Bertrandias? -

II. Démonstration des théorémes 2 et 3

IL. 1. Existence de la correlatlon de g Con51derons la fonctlon tronquee g,
définie par

cor=e(5a[2])

Montrons d’abord que g, a une corrélation 7,., Soit teN*. On a

ooz =S5 [2]) <

%e(kz; sk] kge[ak{ }]‘e[‘“"{n;t})"

La suite (g, (n+ 1) g,(n)) est presque-périodique- 31 'Elle a 'donc une valeur
moyenne 7,(t). s :
Montrons maintenant que g a une corrélation y donnée par:. y(t);l'iﬂ y,(t).‘
On a . - '
Card {n:0=n=N-1 et g(n+t)g(n)¢g,(n+t)g,(n)}i,‘

= > Card{n 0=n=N-1 et ,[n+t] [s ]}§ IN
k

kzr+1 k2r+1 sk ’

L”hypothése Z’ — << implique
k=0 Sk .

2 B0 -5 0+ DE =24 F e O(r - )

kzr+1 Sk

Un résultat classique sur Pinterversion de deux passages a la limite montre
\

\

que la suite (g(n+t)g(T)) a une valeur moyenne y(1).
De plus, pour tout r&N¥, y(t)=}im ¥, ().
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* IL..2. Caleul de la corrélation de g. Nous allons montrer que, sous les hypo-

théses du théoréme 2 ou celles du théoréme 3, 7,(t)= JJ Vi(t) ou
© k=0

'wt.<‘»=e(ak-[s;1 -(lf{g}f{f;}ew).
11 est evn’d'ent que:

-

n+t

N L

LA 1—{i}§{l}<1.
sk Sg Sk

] [—])J a donc une valeur moyenne égale a ¥, (1).
neEN i

La suite [e (ak[ p
EANI AT
Les hypothéses du théoréme 2 ou du théoréme 3 assurent I'indépendance

statistique des ensembles E,= {nEN :.{T} EA,‘}., O0=k=r, ol les A, sont des
. ;

sous-intervalles arbitraires_ de |0, 1[.
Autrement dit, si 6(E) est' la densité asymptotique de - ECN,

S(E,N .NE) = [T 5(E).
' k=0

Cette indépeinld'amcef statistique entraine que y,(f)= J] ¥.(t). Il en résulte que:
’ : B k=0

k=0

o = 17 e = 1 (14 {2} (1 {L}) st e
Comme 3(1)= lim 7, (1), 5 |
@) =k£°]; [1 —4{sik'} (1 —{é}) s'in2(7ra-'k)).

1L 3. Fin de la démonstration du théoréme 3. sy étant irrationnel, la valeur
moyenne de |, (¢)|? est égale a

1
1 —4sin?(nay) f x(1-x)dx = Al——i—sin2 (na,).
0

.. ) .. . - 1 .1
L’indépendance linéaire sur Q des nombres e ,;— permet-. d’affirmer que
0 r

[v,(¢)|2 a une valeur moyenne égale a

\ u = [l .('l—zsin?(rrdk))-'
k=0 3
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“Cas 3 [dyft=c. Comme |y(r)|=[y,(t)| pour tout reN et-tout t€N*, on a:
k=0
N=1
Nﬁm > [y(®E=pu, pourtout reN.

Puisque p,~0 lorsque r—--o, g est pseudo-aléatoire au sens de Bertrandias.
Cas ' |lali2<ee. La suite (|y,(f)[),n converge, uniformément par rapport
k=90 .

at, vers |y(¢)]%. En effet,

PP =1- 1] (-o{G (--{ L) swan) =22, pau

=r+1
. .1 Nzt . .
On en déduit que lim N > |p(®)? existe et est égale & lim pu,>0. g n’est pas
—+co k=0 r—+oo

pseudo-aléatoire.

IL 4. Fin de la démonstration du théoréme 2. Elle est semblable 3 celle du
theoreme 3. Dans ce cas, r étant fixé, la suite (|7,(f)[%),cy est périodique de penode
So...5,. Elle-a une valeur moyenne

= ]j( 2(2‘ 3 sm’(na )]

k=0

On conclut de la méme fagon.

III. Suites pseudo-aléatoires au sens de Bass

m 1. Soit o« ¢ Q. Posons ag,=a pour tout kE€N.
~ Supposons que la suite (5)gen satlsfasse aux -conditions du théoréme 2 et &
la condltlon supplementalre suivante

L Card {k: TSsk<2T}—>+oo (T - ).

On a alors

h@ORr= ]I [1 & (1 —-—L) sin? mz] I (1 —%sin2 noc) -0 (t ><).
-'“;—és,‘<3t Sk St . :;‘ésksat )

La suite [e(a 2 [sl])] est donc pseudo-aléatoire au sens de Bass.
k=0 k N .

OI. 2. Au contraire, sous les hypothéses du. théoréme 2, la condition

D llaj2=<> peut étre réalisée sans que g soit pseudo-aléatoire au sens de Bass.
k=0
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Supposons cette fois que la suite (s,) ait une croissance rapide dans le séns suivant:

. Sg...S
lim 22 =0,
r—-oo s’+l

On a alors:

- nor- 1y(r)|2 P 4[1—{—}J{é} sin*(ra) =4, 2 e

=r+1 Sk .

Donc |y,(so...s,)|2—|y(s0...s,)l2§4 > S ®
k=r+1 Sk

a |y(s,.. s,)|—>1 lorsque r—oo la et suite g n’est pas pseudo-aléatoire au seas

de Bass. - i

On peut montrer que g est pseudo-aléatoire au sens de Bertrandlas si et

seulement si son spectre est vide.

Comme [y,(sq.- s)|—1 on

IV. Généralisation. Application
IV. 1. Généralisation. On peui généréliser les théorémes 2 et 3 en Cdnsidéréﬁt

des suites du type:
o*(n) = [ 3( Z[qu

k=0 \i=1

ou les nombres ql sont entiers naturels. : ' s
La suite g* est pseudo-aléatoire si et seulement si la suite g de terme général
©o m
gn)=e [ 2 ( > ak,i) [—” est pseudo-aléatoire.
k=0 \i=1 Sk o -
IV. 2. Application. Les théorémes 2 et 3 admettent des applications en théorie

de l’equlrepartmon modulo ‘1. Nous donnerons sans demonstratlon une nouvelle
caractérisation des nombres de Pisot ([3], [4] [5], [6D- .

Théoréme 5. Soit 0=1 un nombre réel, soit (s);cn une suite de nombres
réels satisfaisant aux conditions du théoréme 2 ou a celles du théoréme 3. On pose

g(n) = e[ké') 6 [s—"“]] et h(n)= e(kg’) 16 {-s’:-})

Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) 0 est un nombre de Pisot,

2) g n'est pas pseudo-aléatoire,

3) g est presque-périodique-B, a spectre non vide,
" 4) h n'est pas pseudo-aléatoire,

5) h est presque-périodique-B, a spectre: non vide.
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