
Acta Sei. Math., 42 (1980), 99—107 

Kanonische Zahlensysteme in der Theorie 
der quadratischen algebraischen Zahlen 

I. KÁTAI und B. KOVÁCS 

1. Bekanntlich kann jede nichtnegative ganze Zahl in jeder der beiden Formen 

N= a0+a1A + ...+a„An und N = a0+a1(-A)+...+aa(-Att) 

eindeutig aufgeschrieben werden, wobei aj£ {0,1, ..., A — 1} (j=0,1, ..., ri) und 
A ^ 2 ganze Zahlen sind. 

I. KÄTAI und J. SZABÖ [1] untersuchten das folgende Problem: Es seien A eine 
ganze Gaußsche Zahl, N{a) ihre Norm und ^ = { 0 , 1 , . . . , №V(a)| —1}. Unter wel-
chen Bedingungen kann man die Gaußsche Zahl y eindeutig in der Form 

(1.1) y = a0+a1a + ...+a„ot.n mit aj£jV0 ( j = 0,...,n) 

aufschreiben? Sie haben bewiesen, daß dies für a dann und nur dann gilt, wenn 
ct=—A±i ist, wobei A eine positive ganze Zahl bedeutet. Sie haben noch gezeigt, 
daß in diesem Falle jede komplexe Zahl z in der Form 

— CO 

(1.2) z = 2 aj*J mit 

j=k 

aufgeschrieben werden kann. 
Es sei jetzt N > 0 eine quadratfreie rationale ganze Zahl. Es ist bekannt, daß 

jeder reelle quadratische algebraische Zahlenkörper die Form hat. Im 
Weiteren bezeichnen wir die ganzen Zahlen von mit a, ß,..., die rationalen 
ganzen Zahlen mit A,B,C, ... . Das Paar {a, A^} wird ein Zahlensystem in R(fN) 

genannt, wenn jede algebraische ganze Zahl yGi?(/]v) eindeutig in der Form (1.1) 
aufgeschrieben werden kann. 

Wir bewiesen die folgenden Sätze. 

Eingegangen am 5. Mai 1978. 

7» 
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Satz 1. {a, ^0} ist dann und nur dann ein Zahlensystem in R(yN), wenn 

1) a = A±fN und 0<-2A^A2-N^2, für JV E|= 1 (mod 4), 

2) a und für A^=l (mod4), 

wobei B eine ungerade ganze Zahl ist. 

Satz 2. Es sei {ot0, JQ ein Zahlensystem in irgendeinem reellen quadratischen 

Zahlenkörper. Dann kann jede reelle Zahl x auf mindestens eine Weise in der Form 

(1.2) aufgeschrieben werden. 

2. Einige Bemerkungen und Hilfssätze. Es ist bekannt, daß für den Diskriminan-
ten D von R(^N) gilt: 

1) D = 4N falls N & 1 (rnod 4), 

2) D = N falls N = 1 (mod 4). 

Ist a = A + B^N£R N ) eine quadratische algebraische ganze Zahl, dann folgt 
aus der Berechnung des Diskriminanten der Basis {1, a}, daß {1, a} genau dann 
•eine ganze Basis von ^( l ' lv ) ist, wenn, im Falle N^l (mod4) A = A + ]FN mit 
einer beliebigen rationalen ganzen Zahl A, und im Falle N= 1 (mod 4), a = 1/2(5 
mit einer ungerader ganzer Zahl B ist. Diese Zahlen a sind die Wurzel den folgenden 
•quadratischen Gleichungen mit rationalen ganzen Koeffizienten: 

X 2 - 2 A X + ( A 2 - N ) , b z w . 

Ist {a, JVo} ein Zahlensystem in R(/N), dann ist |iV(a)|>l, und a eine quadrati-
sche ganze Zahl, weiterhin ist {1, a} eine Basis in R t fN ) . 

Lemma 1. Es sei {a, ein Zahlensystem in R(fN). Dann ist (1, a} eine 

ganze Basis von 

Beweis. Es genügt zu beweisen: Ist eine ganze Zahl, dann gilt 
y=Xy+Yya, wobei Xy, Yy rationale ganze Zahlen sind. Es sei a eine Wurzel der 
Gleichung mit rationalen ganzen Koeffizienten x2+Cx+D=Q. Dann gilt für jede 
natürliche Zahl i ä 2 : 

<2.1) «> = Xs+Ysa 

mit einem rationalen ganzen Zahlenpaar Xs, Ys. Da {a, JQ ein Zahlensystem in 
R(/N) ist, hat jede ganze Zahl y£R(fN) die form (1.1). Durch Einsetzen von 
{2.1) ergibt sich, daß y=Xy + Yya ist, wobei Xy, Yy rationale ganze Zahlen sind. 
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Lemma 2. Ist et eine nichtnegative ganze Zahl in R(j/N), dann ist {a, JQ 

kein Zahlensystem in R(fN). 

Beweis. Es sei y eine negative ganze Zahl in R^N). Wir nehmen an, daß-
{a, J^} ein Zahlensystem in R(]?N) ist. Dann kommen wir wegen a,(E 
(/=0,1, ..., n) und aSO zu einem Widerspruch: 

CO 

0 > ? = ^a.-a '^O. 
i=l 

Lemma 3. Ist a £ R(/N) eine algebraische ganze Zahl mit |a] < 1, dann ist 

{a, JQ kein Zahlensystem in R(fN). 

Beweis. Wir nehmen an, daß {«, JQ ein Zahlensystem in R(^N) ist. Wegen-
Lemma 2 genügt es die Behauptung nur im Falle — l < a < 0 zu beweisen. Es sei 

eine algebraische ganze Zahl mit 

(2.2) y s № ) | - l 
1 —a2 ' 

2B 

Auf Grund von y = 2 «¡a1; a¡£J^ ist aber 
¡=o 

y = (a0+a2a2+...+a2na2n) + (a1oc+asa3+...+a2n.1oi2"-1)^ 

== a0+a2oc2+...+a2na2" (|JV(oí)|-l)(l+a2+...+a2n) == 

*-QN(a)\ -1)1(1 -<x2), 
im Widerspruch mit (2.2). 

Lemma 4. Es sei a eine Wurzel der Gleichung X2+ Ux+V=0, wobei' 

U^O und Fsl rationale ganze Zahlen sind. Ist y = X+ Yv. mit rationalen ganzen' 

Zahlen X, Y, dann existieren solche nichtnegativen rationalen ganzen Zahlen C, D, E,. 

F, mit welchen y=C + Dtx+Ea.2 + Fa3 gilt. 

Beweis. Da a2+U<x + V=0 und F ^ i ist, existieren rationale ganze Zahlern 
Z„S0 und 1, für welche Z . 0 F+Xs0 und LxV+Ysz0 ist. Dann gilt 

y = X+Ya = L0(a2+Uix + V)+L1 (a3+C/a2 + Fx ) + X + Y<x = 

= (X0 + L0V) + (Y+L1V+L0U)a + (LxU+L0)a.2+Lxa3, 

wobei jeder Koeffizient eine nichtnegative rationale ganze Zahl ist. 

Lemma 5. Es sei ctdR^N) eine Wurzel der Gleichung x2+Ux + V—0, wobei' 

0< und U, V rationale ganze Zahlen sind, ferner sei {1, a} eine ganze-

Basis in R(fÑ). Dann ist {a, JQ ein Zahlensystem in 
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Beweis. Da {1, a} eine ganze Basis in R(fN) ist, kann jede algebraische 
ganze Zahl y£R(YN) mit rationalen ganzen Zahlen X, Y eindeutig in der Form 
•ji=X+Ya. aufgeschrieben werden. Wegen Lemma 4 gilt 

<2.3) y = dQ+d1a+...+dka!', ( ; = 0, 1, ..., k), 

wobei dj rationale ganze Zahlen sind. Es sei L(y, d)=d0+d1 + ...+dk, L(y,d) ist 
eine nichtnegative ganze Zahl. Wegen F s 2 kann d0=ra+tV geschrieben werden, 
wobei t^O eine rationale ganze Zahl ist, r0£J^, d.h., wegen a2 + Ua + F—0, 

d0 = r0 + tV = r0 + t(—a2Ua) = r0 + t {(V-U)a + (U-l)a2+a3). 

Setzen wir das in (2.3) ein, so ergibt sich 

7 = r0+{d1 + t(V-lT)}oc + {d2+t(U-l)}oi*Hd3+t)oL3+di<xi + ...+dkoik = 

= dt + dta+...+dt<xk, 

wobei d* nichtnegative ganze Zahlen sind, ferner L(y, d*)=L(y, d) gilt. 
Es sei y1=d*+d*a-\-...+dkyk~1, dann ist y = r0 + ay1, L(yu d*)^L(y,d*), und 
Gleichung besteht nur im Falle ro=0. Setzen wir diesen Algorithmus fort, so 
¡bekommen wir 

<2.4) y = r0+<*?!, ^ = rx+ay2, ...,yn = r„+ayn+1, mit r£JT0 (i = 0, 1, ...) 

uud 

Gleichungen bestehen nur im Falle r,=0. 
Da L (y ,d )^0 und L (y t , d )^0 ganze Zahlen sind, ist notwendigerweise 

rk=0(ksM). Dann gilt aber wegen (2.4) für jede natürliche Zahl ä^ I , daß af\yM, 

was auf Grund von |JV(a)|=Fs2 nur dann möglich ist, wenn yM=0 ist. Aus (2.4) 
bekommen wir die behauptete Darstellung 

y = r0 + r1a + .. .+rM_1aM-1 , rfcJ^. 

Es soll noch gezeigt werden, daß diese Darstellung eindeutig ist. Dies folgt 
daraus, daß wenn 0=J0+Jia+... +sfcoc* (sj€.JQ, dann a|s0 und deshalb i 0=0, 
und aus ähnlichem Grund ^ = 0 , 52=0, ..., j fc=0 sind. 

Lemma 6. {a, JQ ist dann und nur dann ein Zahlensystem in R(^N), wenn 

{ä, Jß auch ein Zahlensystem ist. 

Beweis. Klar, denn die Darstellungen 
m m 

y=Zbj<xJ und y= Z b j f f l 
0 j=0 

für y£R(tfN) sich gegenseitig implizieren. 
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3. Beweis des ersten Satzes. Ist {a, J Q ein Zahlensystem in so ist 
{1, a}, auf Grund von Lemma 1, eine ganze Basis in R(YN). Im Falle JVsl (mod 4) 

gilt also < x = y ( 5 ± u n d a z -Ba+^ - (B 2 —N)=0 , wobei Beine ungerade ganze 

Zahl ist. Im Falle N,ÄL (mod 4) aber ist A=A±FN und OT2-2AO>+(A2-N)=0, 

wobei A eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Auf Grund von Lemma 6 genügt es die 

algebraischen ganzen Zahlen a = y bzw. a = A + YN nur im Falle 

'N=1 (mod 4), bzw., im Falle N ^ 1 (mod 4) zu untersuchen. Nach Lemma 2 ist 
B < - y % - 5 a 3 und A^-Yn, - A S 2 . 

Es sei zuerst N^. 1 (mod 4). Da J^ mindestens zwei Elemente hat, ist 

(3.1) |iV(ot)| = \A2-N\ = A 2 - N S 2 . 

Da A < - f N , ist (3.1) im Falle A ^ - Y N + 2 erfüllt. Wenn außerdem noch 
1^—2ASA 2 —N gilt, so ist — auf Grund von Lemma5 — {<x,JQ ein Zahlen-
system. Wegen - A S 2 ist - 2 A S A 2 - N im Falle A > ~ Y N + 1 - 1 nichterfüllt. 
Wir brauchen darum nur die a zu untersuchen, für welche — YN+ 1 — 1~=A< 

•< - VN+2 ist. Auf Grund von Lemma 3 im Falle \A + YN\ < 1 wegen A^-YN 

ist - A - Y N ~ = 1, d.h. {a, J ß ist kein Zahlensystem in R(YN). Da - J ^ V - 1 
keine ganze Zahl ist, genügt es die ganzen Zahlen A zu untersuchen, die die folgende 
Bedingung erfüllen: 
(3.2) - j / i V + l - l ~ = : A ^ - Y N ~ 1 . 

Der Bedingung (3.2) genügt aber keine ganze Zahl A, da aus (3.2) N*=.(—A + l ) a < 
<N+L folgt. 

Zusammengefaßt: <X=A±YN ist dann und nur dann ein Zahlensystem in 
R(YN) im Falle 1 (mod4), wenn AS-YN+1-1, oder — was damit 
äquivalent ist — wenn — 2ASA2—NS2 ist, wobei A eine rationale ganze 
Zahl ist. 

Es sei jetzt N= 1 (mod 4). Da J^ mindestens zwei Elemente hat, so ist 

(3.3) |JV(«)| = = 1(B2-N)s2. 

Da ist, wird (3.3) dann erfüllt, wenn B S - Y N + 8 gilt. Wenn außer-

dem auch ls -BS— (B2—N) gilt, so ist (a, JQ nach Lemma 5 ein Zahlensystem. 

Da -Bs3 ist, wird -Bs—(B2-N) dann nicht erfüllt, wenn 5 > - K J V + 4 - 2 
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ist. Deshalb genügt es nur die a zu untersuchen, für welche 

- FN+4-2 < B S - / W + 8 

< 1 wegen B < - f N gilt gilt. Auf Grund von Lemma 3 im Falle 

- B - l N ~ z 2 , d.h. es ist und so ist {a, J^} kein Zahlensystem in 
R ( F N ) . Da — YN—2 keine ganze Zahl sein kann, genügt es die ganzen Zahlen B 

zu untersuchen, die die Bedingung 

(3.4) — —2 < Ä < — i~N—2 

erfüllen. Genügt B (3.4), so gilt ( - . f f -2 ) 2 =Ar+ l , oder ( - B - 2 ) 2 = N + 2 , oder 
( - B - 2 ) 2 = N + 3 . Da B und N ungerade ganze Zahlen sind, so gilt ( - B - 2 ) 2 ^ 

1, und ( - 5 - 2 ) V A T + 3 . Da N= 1 (mod4) und B ungerade ist, deshalb 
gilt N+2 = —1 (mod 4), und (-B-2)2=1 (mod4), daraus folgt (-B-2)V 

Zusammengefaßt: a=y (2?±/ iV ) ist dann und nur dann ein Zahlensystem 

in i^j/jv) im Falle N= 1 (mod 4), wenn B^~YN+ 4 -2 , oder — was damit 

äquivalent ist — wenn — ( B 2 - N ) ^ 2 ist, wobei B eine ungerade ganze 

Zahl bedeutet. 

4. Beweis des zweiten Satzes. Zum Beweis des zweiten Satzes wird eine Unglei-
chung benutzt. 

Lemma 7. Es sei N^ 1 (mod 4), und {a, JQ ein Zahlensystem in R ( F N ) . 

Dann ist M2-JV-l|£|a|, wobei a = A ± F N . 

Beweis. Wirnehmen an, daß \A2—N—1|-= |a| ist. Wegen A=A±YN gilt 

X _ { A + Y N ) { A - Y N ) 1 ^ 

A±YN A ± F F I ^ 

Im Fall OL=A + YN müßte 

- 1 <A-fN 1—= < 1 
A + I N 

gelten. Das ist aber wegen den Bedingungen N^2, A ^ — ̂ N und \A + Yn\^\ 
unmöglich 

Wenn aber a = A-YN ist, dann müßte 

(4.1) - l ^ + j/tf < 1 
A - V N 
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gelten. Wir zeigen aber, daß (4.1) unmöglich ist. Bei festgelegtem N s 2 ist dier 
Funktion (x—ylv ) - 1 im Intervall (—<»,0) monoton wachsend undL 

in diesem Intervall ist y= — 1 nur für 

(4.2) * = 1 ( _ i _ 1 + 4 ( ^ + 1 ^ + 1 ) ) . 

So ist (4.1) nicht erfüllt, wenn 

(4.3) A S j { - 1 - y 1 + 4{JV+ Y~N+1)). 

Da {a, JQ in R(}'N) ein Zahlensystem ist, gilt A^ — YN+1 — 1. Eine einfache; 
Rechnung ergibt 

- y ^ - l < y ( - l - y i + 4 ( J V + ] / Ä H - l ) ) . 

Das bedeutet — wegen (4.3), (4.2) und weil die Funktion (AT—J'lv)-1-
im Intervall (— 0) monoton wachsend ist —, da (4.1) nicht erfüllt ist. Damit ist: 
unsere Behauptung bewiesen. 

Bemerkung. Wegen |a|>l folgt aus diesem Lemma, daß Aa—Ns3. 

Lemma 8. Es sei N= 1 (mod4), und sei {a, JQ ein Zahlensystem in R(yN). 

2 
1 

Beweis. Wir nehmen an, daß 

Dann ist - i ( 5 2 - i V ) - l is|a|, wobei a=^-(B±YN). 

j ( 5 2 - i V ) - l <|a| gilt. Wegen a = j ( B ± YN) ist; 

±(B+YN)-UB-YN) , 
- 1 < — - 1. 

\{B±YN) \{B±YN) 

Ist u.=^-(B+YN), so gilt - \ ^ ( B - Y N ) - 2 ( B + Y N ) ~ 1 < \ . Das ist aber wegen, 

den Bedingungen JVS5, B-^ — YN und |a|>l unmöglich. Ist aber « = y (B — YN\) 

so muß gelten: 

(4.4) - ^ ( j + y i v ) - » ^ , . 
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Wir zeigen, daß auch (4.4) unmöglich ist. Bei festgelegtem iVs 5 ist die Funktion 

^c—y/ivj im Intervall ( - « > , 0) monoton wachsend und in die-

sem Intervall ist y= — 1 nur für 

(4.5) x = l ( - l - / i + l v + 2 y l ) . 

Deshalb, im Falle 

(4.6) B ^ 5 + N + 2 f N 

kann (4.4) nicht gelten. Da {a, JQ ein Zahlensystem in R(Yn) ist, deshalb gilt 
B^~YN+4—2. Durch eine einfache Rechnung ergibt sich 

- l 
im Auf Grund von (4.6), (4.5) und da die Funktion y=x+y / W - ^ c - y ]/jvj 

Intervall (— 0) monoton wachsend ist, kann (4.4) nicht erfüllt sein. Damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Bemerkung. Wegen |a|>l, auf Grund von diesem Lemma gilt (ßa—iV)s3. 

Jetzt sind wir imstande Satz 2 zu beweisen. 
Es sei {a, JQ ein Zahlensystem in R(Yn) und bezeichne C das größte Ele-

ment von Nach Lemma 7 und 8 ist |C|^|a| und C^2. Daraus folgt für eine 
beliebige natürliche Zahl « s l : 

(4.7) 

Da N quadratfrei und A, B ganze Zahlen sind, sind A±]fN und y (2?±/iV) 

irrationale Zahlen. Deshalb bilden die ganzzahligen Vielfachen von et mod 1 eine 
überall dichte Menge in [0,1]. Daraus folgt, daß die reellen Zahlen der Form X+ Ytx 

(X, Y sind ganze Zahlen) — die ganzen Zahlen von R(Yn) — im Intervall (—00,00) 
überall dicht sind. 

Es sei Zeine beliebige reelle Zahl. Wir zeigen, daß X in der Form (1.2) geschrie-
ben werden kann. Es sei ß£R(YN) eine ganze Zahl, für welche ß€(x, x + l ) . Es 
existiert wegen (4.7) ein mit 

a a 

1 1 
a" a"-1 
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(weil a<0 ist). Durch wiederholte Anwendung von (4.7) erhalten wir, daß es ein 
r. t€JS existiert, mit 

(weil a2>0), ferner, wegen (4.7) existiert auch ein mit 

Setzen wir diesen Algorithmus fort, so erhalten wir eine Folge ß„ (n=1, 2, ...) für 
die man nach dem ersten Satz hat : 

a) r-„£Jf0 (w=l, 2, ...), 
b) lim ß„—x (wegen |a]>l und (k=0,1, ...)), 
c) ß=rlctl + ...+r1ix+r0 mit r^J^ (/=0,1, ..., /). 

— II ^ —oo 
So ist ß„= £ ri/x* und deshalb x = 2 mit r^JV^. Offensichtlich ist die 

i=i i=i 
Wahl von ß nicht eindeutig, da die ganzen Zahlen von auf der Zahlen-
gerade überall dicht liegen: so ist die Form (1.2) von x auch nicht eindeutig. Damit 
ist unsere Behauptung bewiesen. 
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