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Kanonische Zahlensysteme in der Theorie
der quadratischen algebraischen Zahlen

I. KATAI und B. KOVACS

1. Bekanntlich kann jede nichtnegative ganze Zahl in jeder der beiden Formen
N=aytayAd+...4a, A" und N =ay+a,(—4)+...+a,(—4"

eindeutig aufgeschrieben werden, wobei 4;€{0,1, ..., 4—1} (j=0,1,...,n) und
A=2 ganze Zahlen sind.

I. KATAl und J. SzAB6 [1] untersuchten das folgende Problem: Es seien o eine
ganze Gaullsche Zahl, N(a) ihre Norm und 4,={0, 1, ..., IN(x){—1}. Unter wel-
chen Bedingungen kann man die GaulBlsche Zahl y eindeutig in der Form

(1.1) Y = aptau+...+a0 mit a;ENy (j=0,..,n)

aufschreiben? Sie haben bewiesen, daBl dies fir & dann und nur dann gilt, wenn
a=—A=xi ist, wobei A4 eine positive ganze Zahl bedeutet. Sie haben noch gezeigt,
daB} in diesem Falle jede komplexe Zahl z in der Form

(1.2) z=j"g; a;of mit a; €A

aufgeschrieben werden kann.

Es sei jetzt N=0 eine quadratfreie rationale ganze Zahl. Es ist bekannt, daB3
jeder reelle quadratische algebraische Zahlenkérper die Form R(V_IV) hat. ITm
Weiteren bezeichnen wir die ganzen Zahlen von R(YN) mit o, B, ..., die rationalen
ganzen Zahlen mit 4, B, C, .... Das Paar {o, #4;} wird ein Zahlensystem in R(YN)

genannt, wenn jede algebraische ganze Zahl yeR(V—I\_/’) eindeutig in der Form (1.1)
aufgeschrieben werden kann.
Wir bewiesen die folgenden Sitze.

Eingegangen am 5. Mai 1978.
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Satz 1. {«, Ag} ist dann und nur dann ein Zahlensystem in R(V]—V), wenn
1) a=A+VN und 0<—-24=A*-N=2, fir N=1(mod4),

2) o= %(Bj;]/ﬁ) und 0<-B= %(82—N) =2, fir N=1(mod4),
wobei B eine ungerade ganze Zahl ist.

Satz 2. Es sei {ay, A} ein Zahlensystem in irgendeinem reellen quadratischen
Zahlenkérper. Dann kann jede reelle Zahl x auf mindestens eine Weise in der Form
(1.2) aufgeschrieben werden.

2. Einige Bemerkungen und Hilfssiitze. Es ist bekannt, daB fiir den Diskriminan-
ten D von R(VN) gilt:

1) D=4N falls N £ 1(mod4),
2) D=N falls N=1(mod4).

Ist a=A+BYN<R (]/N ) eine quadratische algebraische ganze Zahl, dann folgt
aus der Berechnung des Diskriminanten der Basis {1, «}, daB {1,«} genau dann
eine ganze Basis von R(}YN) ist, wenn, im Falle Nz1 (mod 4) u=A+}YN mit
einer beliebigen rationalen ganzen Zahl 4, und im Falle N=1 (mod 4),x=1/2(B% VN)
mit einer ungerader ganzer Zahl B ist. Diese Zahlen « sind die Wurzel den folgenden
quadratischen Gleichungen mit rationalen ganzen Koeffizienten:

X -24x+(4~N), bzw. 3-Brtg (B=N).

Ist {«, A,} ein Zahlensystem in R(VI_V), dann ist [N(x)|>1, und a eine quadrati-
sche ganze Zahl, weiterhin ist {1, «} eine Basis in R(¥N).

Lemma 1. Es sei {0, A;} ein Zahlensystem in R(VN). Dann ist {1,a} eine
ganze Basis von R(VN).

Beweis. Es- geniigt zu beweisen: Ist yER(VZ_V) eine ganze Zahl, dann gilt
y=X,4+Y,a, wobei X,, Y, rationale ganze Zahlen sind. Es sei a ecine Wurzel der
Gleichung mit rationalen ganzen Koeffizienten x?+Cx+D=0. Dann gilt fir jede
natiirliche Zahl s=2:

2.1) of =X, +Ya

mit einem rationalen ganzen Zahlenpaar X, Y. Da {a, A;} ein Zahlensystem in
R(YN) ist, hat jede ganze Zahl y€R(YN) die form (1.1). Durch Einsetzen von
(2.1) ergibt sich, daB y=X,+Y,a ist, wobei X,, Y, rationale ganze Zahlen sind.
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Lemma 2. Ist a eine nichtnegative ganze Zahl in R(YN), dann ist {a, Ag}-
kein Zahlensystem in R(VN).

Beweis. Es sei y eine negative ganze Zahl in R(}/]V). Wir nehmen an, daf:
{o, #;} ein Zahlensystem in R(VN) ist. Dann kommen wif wegen a,€A
(#=0,1,...,n) und a=0 zu einem Widerspruch:

O=y= Zo'oa,-a"éo.

Lemma 3. Ist a€ R(VN) eine algebraische ganze Zahl mit |a|<1, dann ist
{o, Ao} kein Zahlensystem in  R(VN).

Beweis. Wir nehmen an, daB {o, 4} ein Zahlensystem in R(VN) ist. Wegen:
Lemma 2 geniigt es die Behauptung nur im Falle —1<a<O0 zu beweisen. Es sei
7€R(VN) eine algebraische ganze Zahl mit

IN@I-1

2.2) _ Y= I

2n R
Auf Grund von y= 2 a;o'; a;€ A, ist aber
i=0

P = (Gp+as0®+... + a5, *) +(ay0+ 0503+ ...+ 0y, 07N =
= a0+a20t2+...+ag,,a2" = (IN(O‘)I_I)(1+0(2+...+O(2") =

=(IN@I-1)/(1-a?),
im Widerspruch mit (2.2).

Lemma 4. Es sei ocER(VJV) eine Wurzel der Gleichung X2+ Ux+V =0, wobei’
U=0 und V=1 rationale ganze Zahlen sind. Ist y=X-+Yo mit rationalen ganzen:
Zahlen X, Y, dann existieren solche nichtnegativen rationalen ganzen Zahlen C, D, E,.
F, mit welchen y=C+ Do+ Ea®+ Foa® gilt.

Beweis. Da o2+ Ux+V =0 und V=1 ist, existieren rationale ganze Zahlen:
L,=0 und L,=1, fir welche L,V +X=0 und L,V+Y=0 ist. Dann gilt
y = X+Yo = Ly(«*+Ux+V)+ L (034 Ue>+ V) + X+ Yo =
=X+ L)+ Y+ L V+L U)o+ (L U+ Lo+ L, a3,
wobei jeder Koeffizient eine nichtnegative rationale ganze Zahl ist.
Lemma 5. Es sei a€ R(JYN) eine Wurzel der Gleichung x*+ Ux+V =0, wobef*

0<U=V=2, und U, V rationale ganze Zahlen sind, ferner sei {1,a} eine ganze-
Basis in R(VN). Dann ist {a, Ay} ein Zahlensystem in R(YN).
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Beweis. Da {1, a} eine ganze Basis in R(J/N) ist, kann jede algebraische
ganze Zahl y€R(VN) mit rationalen ganzen Zahlen X, Y eindeutig in der Form
=X+Ya aufgeschricben werden. Wegen Lemma 4 gilt

2.3) y = do+diat...+dpe, k=3, d;=0 (=0,1,...,k),

wobei d; rationale ganze Zahlen sind. Es sei L(y, d)=dy+d,+...+d;, L(y,d) ist
¢ine nichtnegative ganze Zahl. Wegen V=2 kann dy=r,+tV geschrieben werden,
wobei t=0 eine rationale ganze Zahl ist, ry€.4;, d.h., wegen o®+ Un+V =0,

do = ro+tV =ro+t(—0tUa) = ry+t {{V-U)a+ U—-1)a?+a3}.
Setzen wir das in (2.3) ein, so ergibt sich
9 = rg+ {d, +t(V-U)}o+ {dy+1(U—1)}a2+(ds+ 1) a3 +dyot +... +dyof =
=di +dfa+...+df o,

wobei df€A,, df nichtnegative ganze Zahlen sind, ferner L(y, d*)=L(y, d) gilt.
Es sei y,=d}f+dfa+...+dfa*", dann ist y=ro+ay,, Ly, d¥)=L(y,d*), und
Gleichung besteht nur im Falle ry=0. Setzen wir diesen Algorithmus fort, so
bekommen wir

(24) Y= "o+0¢}’1, h= "1+°¢72, s ¥ = ru+a)’n+1: mit rie‘/‘/(') (l = O, 1, )

und
L(y,d)=L(y,,d)=...= L(y,,d) =...;

Gleichungen bestehen nur im Falle r;=0.

Da L(y,d)=0 und L(y;,d)=0 ganze Zahlen sind, ist notwendigerweise
r,=0 (k=M). Dann gilt aber wegen (2.4) fiir jede natiirliche Zahl s=1, daB «°|yy,
was auf Grund von |N(«)|=¥=2 nur dann mdglich ist, wenn y,,=0 ist. Aus (2.4)
bekommen wir die behauptete Darstellung

Y =rotrat..+ry_ oM7L e,

Es soll noch gezeigt werden, daBl diese Darstellung eindeutig ist. Dies folgt
daraus, daB wenn O0=so+sy0+... +5.8* (5;64;), dann «fs, und deshalb s,=0,
und aus dhnlichem Grund s;=0, 5,=0, ..., 5, =0 sind.

Lemma 6. {, A} ist dann und nur dann ein Zahlensystem in R(YN), wenn
{&, A5} auch ein Zahlensystem ist.

Beweis. Klar, denn die Darstellungen
§= Zbjo/ und y= 2(’) b;@ (bjcN)
j=0 Jj=

fiir ye R(YN) sich gegenseitig implizieren.
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3. Beweis des ersten Satzes. Ist {«, A7} ein Zahlensystem in R(VI—V), so ist
{1, «}, auf Grund von Lemma 1, eine ganze Basis in R(VW) Im Falle N=1 (mod 4)

gilt also oc=-%— (Bx Vﬁ) und az—Ba+711- (B%—N)=0, wobei B eine ungerade ganze

Zahl ist. Im Falle N#1 (mod 4) aber ist =4+ }N und o®—24a+(4%—N)=0,
wobei A eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Auf Grund von Lemma 6 geniigt es die

algebraischen ganzen Zahlen a=%(B+ VJ—V), bzw. a=A+}YN nur im Falle

‘N=1 (mod 4), bzw., im Falle N#1 (mod4) zu untersuchen. Nach Lemma 2 ist
B<—}N, —B=3 und A<—JN, —4=2.
Es sei zuerst N21 (mod 4). Da A4, mindestens zwei Elemente hat, ist

G3.0) IN@)| = |42—N| = 422-N=2.

Da A<—}N, ist (3.1) im Falle A=—}YN+2 erfiillt. Wenn auBerdem noch
1=-24=4%*—N gilt, so ist — auf Grund von Lemma 5 — {«, A;} ein Zahlen-
system. Wegen —A=2 ist —24=A42—N im Falle 4>—}) N+ 1—1 nicht erfiillt.
Wir brauchen darum nur die o zu untersuchen, fiir welche — VITIT —1l<d=
<—VYN+2 ist. Auf Grund von Lemma 3 im Falle |A+}/1V|<1 wegen A<— VN
ist —4—}YN<1, d.h. {« A;} ist kein Zahlensystem in R(Vﬁ) Da —JN-1
keine ganze Zahl ist, geniigt es die ganzen Zahlen 4 zu untersuchen, die die folgende
Bedingung erfiillen:

3.2 —YN+1-1<A<-}N-1.

Der Bedingung (3.2) geniigt aber keine ganze Zahl 4, da aus (3.2) N<(—4+1)*<
<N+1 folgt.

ZusammengefaBt: a=A+}N ist dann und nur dann ein Zahlensystem in
R(YN) im Falle N#1 (mod4), wenn A=—})N+1—1, oder — was damit
Aquivalent ist — wenn 1=-24=4%2—N=2 ist, wobei 4 eine rationale ganze
Zahl ist. ' ‘

Es sei jetzt N=1 (mod 4). Da 4, mindestens zwei Elemente hat, so ist

G.3) IN@)| = I% (Bz—N)'I = %(Bz—N) =2,

Da B<-—VN ist, wird (3.3) dann erfiillt, wenn B= —VYN+8 gilt. Wenn auBer-
) ¥
dem auch 1=-B= vy (B*—N) gilt, so ist {«, #;} nach Lemma 5 ein Zahlensystem.

Da —B=3 ist, wird —Bézl (B%*—N) dann nicht erfiillt, wenn B>—}JN+4-—2
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ist. Deshalb geniigt es nur die a zu untersuchen, fiir welche
—VYN+4-2<B=—JN+8
i —
5 (B+VN)
—B—YN<2, d.h. esist B>—})N—2 und so ist {«, A#;} kein Zahlensystem in

R(VN). Da —YN-2 keine ganze Zahl sein kann, geniigt es die ganzen Zahlen B
zu untersuchen, die die Bedingung

(3.4 —VYN+4-2<B<~-)YN-2

erfilllen. Geniigt B (3.4), so gilt (—B—2)*=N+1, oder (—B—2)?=N+2, oder
(—B—2)?=N+3. Da B und N ungerade ganze Zahlen sind, so gilt (—B—2)2
#N+1, und (—B—-2)?#N+3. Da N=1 (mod4) und B ungerade ist, deshalb
gilt N4+2=-1 (mod4), und (—B-2)’=1 (mod4), daraus folgt (—B—2)?x
#=N+2.

gilt. Auf Grund von Lemma 3 im Falle <1 wegen B<—VN gilt

ZusammengefafBit: a=%(Bi YN) ist dann und nur dann ein Zahlensystem
in R(YN) im Falle N=1 (mod4), wenn B=—}N+4—2, oder — was damit
dquivalent ist — wenn 1= -—Bé% (B*—N)=2 ist, wobei B eine ungerade ganze
Zahl bedeutet.

4. Beweis des zweiten Satzes. Zum Beweis des zweiten Satzes wird eine Unglei-
chung benutzt.

Lemma 7. Es sei N#1 (mod4), und {a, N} ein Zahlensystem in R(}/]—V)
Dann ist |A2*—N—1|=|a], wobei a=A+VN.

Beweis. Wir nehmen an, daB |42—N-—1|<|a| ist. Wegen a=A+}YN gilt

RN €52 200 (€ 52 7 NS S
A+YN ATYN

Im Fall a=A+}N miifite
1

A+VN

gelten. Das ist aber wegen den Bedingungen N=2, A<—}N und |A+V1_V[>1
unmoglich ’
Wenn aber a=A—}N ist, dann miiBte

-1 <A—VJV—

<1

4.1) —~1<A+VYN- LI

A-VN
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gelten. Wir zeigen aber, daB (4.1) unmoglich ist. Bei festgelegtem N=2 ist die-
Funktion y=x4})N—(x—}N)~! im Intervall (—<, () monoton wachsend und.
in diesem Intervall ist y=—1 nur fiir

@.2) x = %(— 1-V 1+4(N+YN+1)).

So ist (4.1) nicht erfﬁllt, wenn

4.3) A=[(-1-V1+4N+VN+1)).

N -

Da {a, A} in R(/N) ein Zahlensystem ist, gilt 4=—}JN+1—1. Eine einfache:
Rechnung ergibt

_ N+1—1<%(—1-—V1+4(N+VJ—V_+1)].

Das bedeutet — wegen (4.3), (4.2) und weil die Funktion y=x+VN—(X—}N)*
im Intervall (— e, 0) monoton wachsend ist —, da (4.1) nicht erfiillt ist. Damit ist.
unsere Behauptung bewiesen.

Bemerkung Wegen [¢|>1 folgt aus diesem Lemma, da} A*—N=3.
Lemma 8. Es sei N=1 (mod 4), und sei {«, A;} ein Zahlensystem in R(YN)..

Dann ist 7‘1{—(B2—N)—1 =|a|, wobei a=—21-(B:i:VZTI).

Beweis. Wir nehmen an, da

% (B*—N)— 1| <|a| gilt. Wegen a=%(B:l: YN) ist:

%(B+VN)-—;—(B—VM .
B (BT

1.

_1<

Ist oc=%(B+l/]_\7), so gilt —1<—21—(B¥VJ_\I)—2(B+VJ_V)‘1<1. Das ist aber wegen,

den Bedingungen N=5, B<—}N und |«|>1 unmdoglich. Ist aber a=%(B— YN),
so muB} gelten: ‘ o

. 1 2
4.9 —1<—2—(B+V_1\7)—B_1/]_V_<1.
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‘Wir zeigen, daB auch (4.4) unmdoglich ist. Bei festgelegtem N=S5 ist die Funktion
—\-1
} y=x+%}/ﬁ— (x—-zl—l/N) im Intervall (— oo, 0) monoton wachsend und in die-

sem Intervall ist y=—1 nur fiir

@.5) x=—;-(—l—V5+N+2VN).

Deshalb, im Falle
4.6) B=—1-V5+N+2VN

kann (4.4) nicht gelten. Da {o, A;} ein Zahlensystem in R(V]V) ist, deshalb gilt
—VYN+4—-2. Durch eine einfache Rechnung ergibt sich

—YN+4-2<-1-)5+N+2}N.

-1
Auf Grund von (4.6), (4.5) und da die Funktion y=x+% YN— (x—-% VN) im

Intervall (— <o, 0) monoton wachsend ist, kann (4.4) nicht erfiilit sein. Damit ist
unsere Behauptung bewiesen.

Bemerkung. Wegen |a|>1, auf Grund von diesem Lemma gilt %(Bz—N)é&

Jetzt sind wir imstande Satz 2 zu beweisen.

Es sei {0, 4;} ein Zahlensystem in R(YN) und bezeichne C das groBte Ele-
ment von A;. Nach Lemma 7 und 8 ist |C|=|¢|] und C=2, Daraus folgt fiir eine
beliebige natiirliche Zahl n=1:

1

all

1

@7 c —=x|-

Da N quadratfrei und 4, B ganze Zahlen sind, sind 4+}JN und -;—(B:I: VN)

irrationale Zahlen. Deshalb bilden die ganzzahligen Vielfachen von o mod 1 eine
iiberall dichte Menge in [0, 1]. Daraus folgt, daB die reellen Zahlen der Form X+ Yo
(X, Y sind ganze Zahlen) — die ganzen Zahlen von R(JN) — im Intervall (— oo, o)
iiberall dicht sind.

Es sei X eine beliebige reelle Zahl. Wir zeigen, daB X in der Form (1.2) geschrie-
ben werden kann. Es sei ,BER(VN) eine ganze Zahl, fiir welche B€(x, x+ 1). Es
existiert wegen (4.7) ein r,€A; mit

ﬂx=ﬁ+%<x§ﬂ+ =t
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(weil a<0 ist). Durch wiederholte Anwendung von (4.7) erhalten wir, daB es ein
r_,€N; existiert, mit
r_o—

r_
B+ = =x< ﬁ1+—a§2' = B,

(weil «2=>0), ferner, wegen (4.7) existiert auch ein r_z;€.4; mit

r_ r_,—1
Bs= ﬁz""&s—s =X §ﬁz+__2'§_'

Setzen wir diesen Algorithmus fort, so erhalten wir eine Folge 8, (n=1,2,...) fiir
die man nach dem ersten Satz hat:

a) r_,eA4; (n=1,2,..),
b) lim ﬁ,,-—x (wegen |o|=1 und Byir<x<Pu (k 0,1,..)),
¢) B=rpd+...+ra+ry mit reM (i=0,1, ..., 1).

So ist f,= > rf und deshalb x=> ref mit ricA;. Offensichtlich ist die
i=1 i=1

Wahl von B nicht eindeutig, da die ganzen Zahlen von R(VN) auf der Zahlen-
gerade iiberall dicht liegen: so ist die Form (1.2) von x auch nicht eindeutig. Damit
ist unsere Behauptung bewiesen.
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