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B_eitrag zur Theorie der starken Summierbarkeit
mit einer Anwendung auf Orthonormalreihen

E : KURT ENDL

.~ § 1. Einleitung

1. Der Begriff der starken Summierbarkeit — urspr(inglich eingefithrt von
HArRDY und LITTLEWOOD im Zusammenhang mit Fourierreihen — findet sich in
der Literatur in verschiedenen Formen. Wir legen hier die Definition nach Bor-
WEIN zugrunde, der in einer grundlegenden Arbeit [2] insbesondere die starke Sum-
mierbarkeit mittels Hausdorff-Verfahren untersucht hatte.

- Definition 1. Es sei- P=(p,,) eine positive Matrix (p,,=0), Q=(g,,) eine
beliebige Matrix und k=0. Eine Folge {s,}; heiBt beziglich P, Q stark limitierbar
von der Ordnung k gegen s:

s, = s((P, Q1)
wenn die folgenden Reihen alle existieren und wenn gilt:

k

co

2 GvaSi—S

=o(l). fiir n — .

2, Puy
v=0

Wir werden uns hier besonders mit der [C,, C‘;]"-Summierbarkeit B=0,a=>—1)
beschiftigen, die in der Vergangenheit schon sehr oft untersucht wurde. Ohne
Anspruch auf Vollstindigkeit seien etwa erwﬁhnt: HarpY—LiTTLEWOOD [3] (8=1,

a=0, k=1,2), ZYGMUND [9]{/3_1 a>——2-, k=2); Avexits [1] (B=1, a>—1,
k=2; [Cy, C,_,J* heiBt dort die starke C,-Summierbarkeit); SuNouc [7] [ﬁ>%,
o> —%, k=1); LeEINDLER [6] (allgemeine Parameter).

2. Aus der starken Summierbarkeit 1aBt sich auf gewshnliche Summierbarkeit
schlieBen. So gilt allgemein, wenn P regulir und k=1 ist: [P, Q}*=Q. (Bor-

Eingegangen am 5. September 1979, und in iberarbeiteter Form am 22. Juli 1980.
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WEIN (2], Theorem 3.) In unserem Fall gilt also [C;, CJ'=C,C,~C,,, (k=1).
Fiir k>1 1aBt sich sogar auf kleinere Ordnungen schlieBen.
Satz 1. Es sei =0, k=1. Dann gilt
» 1 C(ﬂ/k)+a+z (“J = 0)
) fir a>—1 % S {0,‘.””‘)*“ = o((In n)*~ /),
1

2 fir a= ——l+¥: [Cp, CJf = alfitete = o((In m)' =) (¢ = 0).

Der erste Teil der Aussage (1) wurde in Spezialfallen bewiesen von ZYGMUND [9]
(B=1, k=2), KutTNER [5] (B=1, a=0, k=>1), HysLop {4] (=1, k=1).

Bemerkung. Wihlen wir fir ein k>1 f=k—1, so ist %:1—% d. h. fiir
a=—1+% ist %+a=0 und wir erhalten

[Cl;—la C—1+(1/k.)]k = 03 =5, = 0((ln ")1_(1/1‘))'
Fir k=2 liefert dies einen Satz von ZYGMUND [9]: .

[Cy, C_ypals, = o(Vinn).

3. Wihrend man, wie oben erwihnt, fiir B=0, k=1 aus der starken Summier-
barkeit [C,, C,J* immer auf die gewshnliche Summierbarkeit C;C, schlieBen kann,
ist das Umgekehrte nicht der Fall. So hat schon WINN [8] ein Beispiel einer Folge
gegeben, die C, C,-summierbar ist, aber nicht [C;, C,]'-summierbar. Man benétigt,
um von der gewohnlichen Summierbarkeit auf starke Summierbarkeit schlieBen zu
kénnen, noch eine starke Tauberbedingung. Da diese Bedingung o6fters vorkommt,
ist es zweckmaiBig, eine Abkiirzung einzufithren.

Definition 2. Eine Reihe g’a,, geniigt der T auberbedingung TP, OF) falls
| na, ~ O(P, 0P, |
Hysco [4] zeigte nun fir k=1:
{G.C.. T(C,, G CI} &[Gy, C I

Dieses Resultat wurde verallgemeinert von BORWEIN [2]. Er zeigte fiir eine beliebige
Hausdorfimatrix H und k=1

AGH, T(C,, GH)} = [Cy, H].
er werden zelgen

Satz 2. Es sei 0<fB=1, a>—1, k=1. Dann gilt
{Cﬂ Ca"" T([Cﬂ’ Cl Ca]k)} had [Cpa Ca]k
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Bemerkungen. 1) In der Richtung = 148t sich der Satz verschirfen. Es
geniigt, C, C, vorauszusetzen.

2) Ist P regulir, so folgt fiir belicbige Matrizen @ und k=0: Q=[P, QI
(vgl. BoRWEIN [2], Theorem 3). In unserem Fall lautet die Aussage: C,=[C;, C,J".
Mit der Verschiarfung unseres letzten Satzes konnen wir zeigen, daB wir den Index a
in der Folgerung erniedrigen kénnen. Ersetzen wir ndmlich dort @ durch a—1, so

lautet die Aussage
{Ctu T([Cﬂ’ Ca]k)} < [Cﬁa Ca—l]k'

" 4. Als nichstes zeigen wir, daB Orthonormalreihen unter einer gewissen Koeffi-
zientenbedingung eine starke Tauberbedingung erfiillen. '

Satz 3. Essei 0<B=1 und > c,p,(x) eine beliebige Orthonormalreihe. Dann
Jfolgt aus

() Snad <o fir a>o,
1

) Z'”nl‘ﬁlnncﬁ<co Siir a:—%-,.
1

die Tauberbedingung T([C,, C,PP) f: ii.

Aus den beiden vorangehenden Sitzen folgt schlieBlich aus Bemerkung 2 zu
Satz 2 und Satz 3:

Satz 4. Es sei 0<B=1 und D c,p,(x) eine beliebige Orthonormalreihe. Dann
Jfolgt aus der C,-Summierbarkeit f. ii. und

) 2 ntBct <o fiir «a >-—;—
1 .
) >Ontflnnct < fir a= %
1

die [Cy, C,_,J-Summierbarkeit f. ii.

§ 2. Beweis von Satz 1

vty

Wir benutzen 6fters, mit der iiblichen Bezeichnung A::[ v

), die Beziehung
A}
n—vy

~n"Inn (y>—1). Ferner definieren wir wie iiblich fiir eine Reihe 5 a,

v=0

n—-1
2
y=1
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mit Partialsummenfolge- {s,}; die.n-ten Cesz‘i‘rofriittel-.‘der..Ordnung @it o

n . 4,.,s'a.‘.:<.,“'
..=_EVZ "_"a Aa 2‘:4 IS_AE.

xn

o 1) Es genugt, den Satz unter der Annahme. 2 a _0([ c‘,.]")« zu beweisen.

. "‘i |",I

Ist namilch Z‘a =g ([Cﬂ, Ca]") ‘so folgt fur dxe Relhe Z’a -(ao s)+ar1

i

wegen Fi=oi-s: 3 a, o([c,,,c,]) *Hieraus folat dann GPMTEH0 baw,
. 0,
‘“’”‘H““—o((ln n)1 (‘”‘)) nd damlt o‘“”*)““—»s bzw 60’”‘)““—0((In n)l (1/“)).
. 2) Esseialso 3 a,=0(C;, G, d.h.. 5 487} |o%l=o(n). Dann folgt mit
[ ' T v=0 .
der Holder’schen Ungleichung fiir £=0: e v

i ) .o '
vaie o :
logiorets] = | 3 4t gzor] =

1/k
= {ZA |o' |"} {Sn}("—l)/k’

Aﬁ l)llkaa A(ﬂ/k)re lAa(A 1) 1/k

mit
n - .
Spi= (AR AL AR T,
p=

Nun iSt SRR LA A A S T EEE DR

S, = 0(1) {(n—1+(1/k)+:>k/(k H4 Z <(n_v)-1+(1/k)+zv >k/(k 1)+(n >k/(k 1)} ’

— 0(1){ ~1+e(k/~1) 4 2 (n— v)—-1+z(k/k 1)va(k/k-1)+na(k/k 1)}

a) fiir a> — 1+ ,i d.h. a&g—l und €20 ergibt sich

. n—1 . .
Sn — 0(]){n_1+°(k/k"l)+"2 A;_:l:;a(k/kfl)A:(k/k—l)+na(k/k-l)} —
' v=1 :

n
= 0(1) Z(’,An—_l;i-a(k/k~1)A.:(k/k—l) = O()Astk-Drati-1, " 5
v=

Es folgt sPlo+ete—o(nf/k)O(n*+%) order olf/W+ati=0g(l).

b) Fiir a>-—1+71— und £=0 ergibt sich -

S, =0(1){ T 2 R ¥ 1)}

= 0(1) {n‘1+n“("”‘ b lnn+n“("/" 1)} = O(n**k=D|p n)
Es. folgt s(”’*)+“~o(n’”“) O(n(in n)(k 1)/k) ‘oder a(””‘)“—o((ln n)(k 1)/&)

Aa(k/k 1)
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¢) Fir a=—l+71- und.&>0- ergibt sich : S Talloron

_1A 1+£(k/k 1)
. S,,=0(1){ —1te(k/k=1) 4. 2' . +n—1}=

=1
= O(l) {n~1+e¢h=-b p-1te®@h-D]p p 3 p=1} = O(n-t*+***—Dnn,
Es folgt s{#itate—g(nbfik). O (n-*-10+s(n n)k-Hk) oder

GBI rare o((In ny®=17%); o

d) Fir a=—l+% und £¢=0 ergibt sich

Ch oy et

= 0(1){2n‘1+%:§_11 (i—i— l-v)}-= 0.(1):{2n'1+%ln n} = O(n-‘l-ln n).

v..n—

Es folgt s¥M+e=o(nflty.0(n=*-Vk(In n)* VX)) oder olfM+2=o((Inn)*=17%),

§3 Beweis von Satz 2

1) Es sei Za =5 ([C,,, C]") Dann folgt zuerst Za =s (C‘,, C) Fcrner
mit der bekannten Beziehung

4H

3.1 %= Z'A“‘l y=—a(et—o21): )

v=1

i .
EvglAf 1|Ta+1lk ....0(1) A: ZAIB llaa+1 a|k= T

N .
= o 3 agziiori- s S a8ls s} = O+
Da aus der C,C, Summlerbarkelt die C, C mC1 +o-Summierbarkeit folgt, gilt
o2*1>s und wegen der Regularitit von C, folgt (1)=o(l1). Die Voraussetzung
besagt gerade (2)=o(1). Damit ist gezeigt, dal3 na,~0 ([C,, Cl +al) d.h. s gilt
T([ 1+a]k)

2) Es sei Z‘a =s (C, C) und es gclte T([ , CrpD. Mit (a4 1oi=13""+
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+E+ Dot und (@+1)(ei—5) =12+ +(a+1)(o%—s) folgt

13 T { o, 1 . n}
27 A=t = o) A:,'ZA e |+A.. gA Yoo+t —s|
= 0(H{(3)+)}.

Die Voraussetzung 5a,=s (C,C,) besagt o**'--s. Hieraus folgt wegen der

(1}

Regularitit von C; (4)=o(1). Die Voraussetzung T([C;, C, “]") bedeutet gerade
(4)=0(1). Damit ist die [Cy, C J*-Summierbarkeit gezeigt.

§ 4. Beweis von Satz 3

Die zu beweisende T_auberbedingﬁng T([C,-, C.I*) lautet

,, ZA e = o(l).

nV-

Wir setzen
0,(B, x;2; x) == 2 A How(x) —os (X))

,, =0

und haben also wegen (3.1) zu zeigen: 6,.([?, a; 2; X)=o,(1) f i

“1) Wir behandeln zuerst den Fall az>'—;—

a) Fir v=1 gilt (vgl. etwa ALExITs [1] S. 67):

b =. -
a - a—l
J @y = Sy A.)z 2,2(,4 :
Hieraus folgt : : .

f ) (ﬂ a;2; x)dx = ZA" 2 (A")2 '212(/1:'})2

1 n n Aﬂ_—l(Aa:l)ﬁ
= — j2c Ty Mv4l
K AP
Wegen —l<ﬂ—l<0 ist A2~ mit k monoton abnehmend, also A*- }él  Wegen

m= 3G -o(5)
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(vgl. etwa ALExITS [1], S. 102) ergibt sich

nJ-

b A2 I\e
[ 8,802 0dx = 7 3 SEL — o) 7 Sk
Fiir eine beliebige Folge {n,}; natiirlicher Zahlen mit 1=n,<n,<... folgt (1,=0):

co ll‘

fém(ﬂ,cz 2xdx = 0() 3 3} =
=1 4n, j=1
= 1 i n ) o oo e .
=0() > ,,(Z > 1c3)=0(1 22 je =
i=1 n k=1 j=n _,+1 k=1i=k j':"k 1+1
=1
=0() 2 Z i Z e
k=1 j=m _,;+1 i=k Ap,
Wihlen wir n,=2! (i=1, 2, ...), so gilt
5L 5L _om g1 1
2 AF = o g—f =0() Z’ 2;:, e 5 o = O 35

Nun gilt fiir 2%~ 1+lsj<2" j#=2f% Es folgt
k=1 j= ok-1.4

1
_Zfazi , 05 2; x)dx = 0(1) 2 2 11 Pc3)? 5g = O(1) 2,1 Pe2 < oo

Hieraus folgt 84m(B, @;2; x)—~0 f.ii.
- b) Fiir 2"<k<2"*! folgt mit ¢ (x):=(6%(x)—0?"1(x))* aus .

OB, a3 2; x) —0um(B, @3 2; x) = 2’ {6,(B, 2; 2; x)—6,-,(B, a; 2; 0)}:

on+l

1) =16:B, %; 2; X)—0an(B, 2; 2; )| = 5 16,(B, 2; 2; x)—8,-1(B, «; 2; x)| =
y=2"41
on+l |yl Ae:kl Av-—l k] Aﬂ -1 ‘
§v==2"+1 k=0[ A? - A, o'k(x)+ o, (x).
Au_g, O0=k=v—1<v folgt kf<v und hieraus
Ae:% _ Ae:{-—k - Ae——-]]:—k (V—k+ﬁ—1 . v _1) - A‘,__l k kB y 0
At A5, Af_, v—k v+B A8, (V B(+8)
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Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von A45~'=1:

2n+l y3 Aﬁ—l Aﬂ-l on+1 a (x) :
D= ( *-1 "_")a x)+ =
O |v=§+u§, AL, A )Y 2
2n+l p—2 B—l 2nil o (x)
= a' xX)+ vy
y=2"4+1k=0 Aﬂ +() v= 2Z"’+1 Ae-1
2n+l y—1 481 7 g (%)
v—k v
— — o (x)+ =
v=22+1 kg'(’) Ae k( ) v=‘2§+1 Ae

on+loy p—1 4B-1
n—

AL AT

p=2" k=0
vt A T 0y()
—~v=22"'+1k§; Tak(x)-*_ v=§+1 45
an_. lA -1 2n+l_oy Aﬁ"':’ll 2n+l g (x
- 2 2 "ok(x)—— > j,, Lo () +2 3 )
=0 k=0 on+1 v=2n"
on Aﬁ 2n+1A - gn+1l vx
éZAﬂ k()+2 g"”‘k()+22 o
k=0 Asn =0 y=2"
om+1
_62n(ﬂ, o, 2 x)+52"+1(ﬂ: a 2 x)+2 2 ? (x) *
y=2n

Da die letzte Summe ein Cauchy-Abschnitt der Reihe 2‘ x) ist, folgt mit 1) die
Aussage Jim 0;(B,2;2; x)=0 f.ii. wenn wir noch d1e Konvergenz f. 4. dieser
Reihe zeigen. Dies folgt aber aus

s L fa Wdx= 34 P _1 3 e 1

v=1 Aﬂ Aﬂ 2(A )

a-l 2 a—-1y2
1 < (Av—j

1 > hinid 2 2 had . 9
= — —_— —-— = 1 1-5 2
2 j=ZI g p(Aa)z = az 2 J f vz-"_ (A:)z o( )jg;] Cj

2) Wir betrachten nun den Fall a=%.
a) Hier ergibt sich im Beweisschritt 1a) eine andere Abschitzung fir - R}’zz

= (4-1/5)2 2j =
ge= U 3y 3

y=j (A£/2)2 v=j v=2j+1'
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Es ergibt sich
2j 1 2j 1 i1 In j
< e Scp=om L (11 $4) < o(n2),
2= e 2 U =0 7+ 29 j
= = (v—j)? = 1 (1]
v=§+l ( )v=22j:+1 v ( )v=§+l v J

Es ergibt sich also RY*=0 ln—j . Hieraus folgt schlieBlich 6,.(8, «; 2; x)=0 (1)
J j 2 x

f. i., wenn wir die Voraussetzung der Aussage (2) heranziehen.

b) Der zweite Teil des Beweises verlduft analog wie 1b) bis zum SchiuB, wo
wieder die obige Abschitzung fiir R}/* und dann die Voraussetzung der Aussage (2)
"herangezogen werden mu8.
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