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Beltrag zu den Arbelten
“Bemerkung zu einem Satz von S. Kaczmarz” und
‘ “Uber einen Satz von Alexits und Sharma”

KAROLY TANDORI

1. Fiir ein System <p={(pk(x)}§° der Funktionen"- 'tp,,(x)EL(O 1) sei” - |

Li(e; . x) = J ma

l§;Sn

Z%(X)fm(t) dr (xe (0 D;n=12..)

In der Note [1] haben wir den folgcnden Satz bewnesen

Satz A. Ist a= {a,,}l g2, dann gibt es ein orthonormiertes System ¢ in (0,1)
mit Li(@; x)=0(1) (x€(0,1); n=1,2,...) derart, dap die Reihe
o o Zae®
in (0, 1) aberall divergiert.

Mit der in [1] angewandten Met.hode kann man d1e folgende, schirfere Be-
hauptung beweisen. :

Satz I Ist ae{F dann gibt es ein orthonormtertes System (p in (0 1) mzt
@ f 2 (D pp()] de = K <o (x€ 0, 1))

derart, daf die” Reifie (1) in' (0, 1) itberall divergiert.

Beweis des Satzes I.. Essei 0= n(l)< .<n(l)<.., eine Indexfolge. mit der
,Elgenschaft : : _ L

. () T
@ A= X ai=d (=23,
' . k=n(=1)+1 - s o

Mit ky<...<k;<... bezeichnen wir die Indizes k, fiir die a,=0 ist. Es sei Z()
die Menge der Indizes k mit n(/—1)<k=n(/) und =0 (I=2,3,..).

Eingegangen am 16. Oktober 1981..
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Es seien weiterhin L,()), J, () (k€Z(l); 1=2,3,...), J; (i=1,2,...) Teilinter-
valle von (0, 1) mit den Eigenschaften (fir /, /,, ,=2,3,...)

LONL(D =0 (ki, ke€Z(D), ky # ky), “LZJU) () =(Q©,1),

mes [,(]) = af/4} (k€Z()), L(ONL(D) =@ (kEZO),
SN, = @ (kEZ(IY, k€ Z(l), (ky—ko)*+ (;—1)* # 0),
mes J,() = mes L(D/2 (k€Z(D)), J,NJy=0 (i ia=1,2, ..., 05 % ip).

Unter den obigen Bedingungen kann man solche Intervalle leicht angeben.
Es sei ¢={¢(x)}; ein orthonormiertes System von Treppenfunktionen in
(0, 1) mit den Eigenschaften

Aol xe (D,
loe(0)| = A—=1/12/YVmes J (D), xcJ (), { (keZ(D),
0 sonst
lfpk,(x)l {1/' mes J;, ;‘(fnlst} (=12 ..).

Ein solches System kann leicht angegeben werden; man hat die Gruppe der Funktio-
nen @,(x) (k€Z()), x_,(x) durch Rekursion zu definieren.

Es sei x€(0,1). Auf Grund der Definition der Intervalle J (D), J, und der
Funktionen ¢,(x) gibt es einen Index /, derart, daf

(0 U a0)uc Uy 9

1= lkeZ(I) ' (l Y
>n -

Ist I=l,, dann gibt es auf Grund von (3) und der Deﬁmtxon von @,(x) einen Index
k(x, DeZ () mit

n(l)

2 ak‘l’k(x)’ = |@re,n Prcx,n(X)| = Afl = 21

k=n(—1)+1

Daraus folgt, daB die Reihe (1) im Punkt x divergiert.

Es sei x€(0,1). Auf Grund der Definition der Intervalle L(/), J.(/), J; und
der Funktionen ¢,(x) gibt es fiir jedes / einen Index k(x,D€Z(I) mit x€l, 1,(D);
weiterhin eventuell existiert einen Index ko(x, [,)€Z(l;) mit x€J s (x,19(lo), bzw.
einen Index i, mit x€J; . Dann gilt

kg; lox ()@ (1)| = zi [P, 0 (%) e,y (D] +

+[Pry(x, 13 (X) Ok x, 1 (O] + lpry (X) @, (0)]-
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(Wenn solcher Index ko(x, ), bzw. i, nicht existiert; dann ist der zweite, bzw. dritte
Glied an der rechten Seite gleich mit Null.) Auf Grund der Definition der Funktion
@, (x) ergibt sich dann

f kg lo ()@ ()] @t =

=1=Z:' (|(0k(x.z)(x)| f Pxce, 1y (D] dE =+ [Pax, (X)) f [Prge,y (D] At +

Lite,n® T,y ®
+1Pkgtx, 10 3| f |Proce, 10y (D] At + [ @rgie, 10y (3] f |Proz, 100 (D] A+
Tiy(x, 1) G0 Thytx, 19 o)
+low, O [low, Odt =
- A} A 1\t 1
= Z'[ mes I, () +—— (1——]2———mesl . (I)]
=2\ a}(,n® R |@x, 2} Ymes Jiyx,1y () s+
Iy 1 A,
1-—] o mes 10 (o) +
( I3 Vmes Jyy(x,10) (o) Gkgcx, 100l o
+(1_L]_.._1_mesj W4 s, =
lg mes Jko(x,lo)(l()) koCx, lo) 170 mes Jl'o o —
[12+(l 12 12] (l 12]“53(“2 =K<

Damit haben wir bewiesen, daB (2) fiir das System ¢ erfiillt ist.

2. Essei A={4,}7 eine monoton nichtabnehmende Folge von positiven Zahlen
mit A,— o (k- o). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 4,;=1 vor-
aussetzen. Fiir jede positive ganze Zahl / bezeichnet Z(/) die Menge der positiven
ganzen Zahlen k, mit 2'<2,=2'*1, Es seien L <...<l;<... dicjenigen Indizes, fiir
die Z(l)= @ ist; die Elemente von. Z(I) seien in der natiirlichen Anordnung
v(@)+1, ..., v(i+1). Fiir eine reelle Zahlenfolge a={q,};" setzen wir

v(i+1)

A = atl, (=12 ..).
k=v(i}+1

In der Arbeit [2] haben wir den folgenden Satz bewiesen.
Satz B. Gilt '

) ZAs =oo,

i=1
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dann glbt es em System 9= {(p,,(x)}l von reellen Funkttonen in L(O I) derart daﬂ
®) T L¥ewx) =161, (xE(O ); n=12,. ) '
besteht, und die Reihe (1) in (0, 1)‘ itberall divergiert.

Mit der in {2] angewandten Methode kann man die folgende schiarfere Behaup-
tung zeigen. : .

Satz II. Gilt (4), dann gibt es ein System o={px (x)}l von reellen Funktionen
in L(0,1) derart, daﬂ : ‘
j Zlqo,,(x)(p,‘(t)l di = 162, (x€©,1); n =1,2,.)

besteht, und die Reihe (1) in (O, 1) iiberall divergiert.

.Beweis des Satzes II. Fiir jede positive ganze Zahl i seien I (z) (s v(i)+1
.., v(i+1)) disjunkte Intervalle mit

wi+1) v(i+1) \
U Lo =0, mei()=af >
s=v()+ A : o k=@ 1

wenn a,#0, und L(i)= @, wenn a,=0. Fiir einen Index s mit v(i)<s5v(x+l)
und a,#=0 setzen wir . . L -
ilas, XEI @),

¢:(x) = { 0 sonst
im Falle ¢,= 0 sei (ps(x) =0. -

Sei i, eine positive ganze Zahl und sei xe (O, 1) Dann gxbt es f ir Jede positive
ganze Zahl i (1=i=i;) einen Index s(x,i) (v()<s(x, H=v(i+1)) mit x€Lq o).
Man hat dapn ©
. e oo 'v(fo-i—l)

i 2 ‘g ‘pk (x) Zo: as(x i) ‘ps(x i) (X)

Daraus, auf Grund der Deﬁmtlon der Funktlonen @ (x) folgt
v(i +1)

S anw = 34 (€00 =12,

Daraus und aus (4) ergibt sich, daB die Reihe (1) in (0, 1) iiberall divergiert.
Es sei i eine positive ganze Zahl, v())<n=v(i+1) und x€(0, 1). Dann gibt es
einen Index s(x i) (v(i)<s(x 1’)Sv(1+1)) m1t xEI,(, ,)(1), und 50 g1lt

f 2 Je@eldr s [ . |<p,(,.i,(x)<p,<,.i,(r)| 4<=
. 2 s i) U

mes I,(, NOX
s(x f)



Beitrag zu den Arbeiten ,,Bemerkung zu einem Satz von S. Kaczmarz* 311
Daraus folgt, auf Grund der Definition von A4; und v(i)
1 n
) f \ (2 |oe (X) @i (0)] dt = 24, (xe ©0,1); v(dD)<n=v(i+l); i=1,2, )
0 =v(i)+1 :

Es sei n eine beliebige positive ganze Zahl. Dann gibt es einen Index i/, mit v(ip)<
<n=v(iy+1), und gilt
v(i+1

@i+1) 1 n
2 o@D (D) dr+ f 2 o) e(dt =
M+1 J =+t

=v

1 5 ip—1 1
[ Sle@e@ldt=3 [
¢ k=1 =0 ¢ &

= 2(Ayy - F Ay F ) = 422+ ...+ 20%1) = 1620 = 161,44, = 164,,

fiir jedes x€(0, 1), auf Grund von (6).
Damit haben wir bewiesen, daB (5) erfiillt ist.
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