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Beitrag zu den Arbeiten 
"Bemerkung zu einem Satz von S. Kaczmarz" und 

"Über einen Satz von Alexits und Sharma" 

KÄROLY TANDORI 

1. Für ein System <p = {<pk(x)}~ der Funktionen (pk(x)£L(0, 1) sei 

In der Note [1] haben wir den folgenden Satz bewiesen. 

Satz A. Ist a={ak}~ dann gibt es ein orthonörmiertes System <p in (0,1) 
mit L*n(<p\x)=0(l) (x€(0, 1); n= 1 ,2, . . . ) derart, daß die Reihe 

in (0,1) überall divergiert. 

Mit der in [1] angewandten Methode kann man die folgende, schärfere Be-
hauptung beweisen. 

Satz I. Ist dann gibt es ein orthonormiertes System q> in (0,1) mit 

derart, daß die Reihe (1) in (0,1) überall divergiert. 

Beweis des Satzes I... .Es .sei 0 = « ( l ) ^ . f . < « ( / ) < . . . eine Indexfolge, mit der 
Eigenschaft 

(3) ; Af= 2 fljs 4' (/ = 2, 3,...). i=n(T=l)+l , 

Mit bezeichnen wir die Indizes k, für die ak=0 ist. Es sei Z(/) 
die Menge der Indizes k mit n(l-\)<k^n(l) und ak?±0 (1=2,3, ...). 

(1) 2ak(pk(x) 

(2) 
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Es seien weiterhin Ik(l),Jk(l) (k£Z(I); 1=2,3, ...),/,• (/ = 1,2,. . .) Teilinter-
valle von (0,1) mit den Eigenschaften (für /, llt 4 = 2 , 3 , ...) 

4 , ( 0 n / * , ( 0 = 0 (fei, fe2€Z(0, fex * k2), U 4 ( 0 = (0, 1), 
*€Z<0 

mcsIk(l) = aHAf (fe€Z(0), 4 ( 0 0 7 , ( 0 = 0 (fc<EZ(Q), 

/ J ü n v ü = 0 (k^ZUJ, fc2€Z(/2), ( f e j - f e ^ + i / i - y 2 * 0), mes y t (0 = mes 4(0/ ' 2 (fc€Z(0), A ^ r 0 C'i, '2 = 1, 2, ..., ^ * i,). 

Unter den obigen Bedingungen kann man solche Intervalle leicht angeben. 
Es sei 4»={<Pt(x)}r ein orthonormiertes System von Treppenfunktionen in 

(0,1) mit den Eigenschaften 

' AJ\ak\l, *€/»(Q,' 
|%(*)l = ' (1 — l/l2)1/2/Ymes Jk(l), xiJk(I), (feez(0), 

0 sonst 

l« /vM — i l / V m . e s x e / f , } . . . 
0 sonst} O " 1 ' 2 ' - ) -

Ein solches System kann leicht angegeben werden; man hat die Gruppe der Funktio-
nen (pk(x) (k£Z(l)), (pk^S*) durch Rekursion zu definieren. 

Es sei x£(0, 1). Auf Grund der Definition der Intervalle Jk(l),Jt und der 
Funktionen <pk(x) gibt es einen Index /0 derart, daß 

* < f ( Ü U A ( / ) ) u ( u Jt). V[=[ k€Z(0 / v i ' *,=-»(/„-1) 

Ist /= / 0 , dann gibt es auf Grund von (3) und der Definition von cpk(x) einen Index 
k(x, l)eZ(l) mit 

n(i) 

2 ak<Pk(x) * = H(I-1) + 1 = = AJI * 2'//. 

Daraus folgt, daß die Reihe (1) im Punkt x divergiert. 
Es sei jc€(0, 1). Auf Grund der Definition der Intervalle Ik(l), Jk(l), Jt und 

der Funktionen <pk(x) gibt es für jedes / einen Index k(x, l)£Z(l) mit x£IkiXti}(l); 
weiterhin eventuell existiert einen Index k0(x, /0)€Z(/„) mit x£Jk^x ,j(l0), bzw. 
einen Index /„ mit Dann gilt 

co 00 

2 l<z>k(*)<M0l = 2 Ii»«*.!) (*)<?«*,o(OI+ 

+ bv^ .vWvv« . '« )^ ) ! + \n,(x)(pki(t)\. 
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(Wenn solcher Index k0(x, /„), bzw. z'0 nicht existiert, dann ist der zweite, bzw. dritte 
Glied an der rechten Seite gleich mit Null.) Auf Grund der Definition der Funktion 
(pk(x) ergibt sich dann 

1 oo 

/ 2\<pk(x)<pMdt = S *=1 

= .ZilWMJt./ji*)! J I <Pk(x,D 

+ I«Pmx.Zo)WI / l%oU./o)(0l dt+\(pkoix,lo)(x)\ f \<pko(x,io){t)\dt + 

+ \<Pkio(x)\ f\q>kio(t)\dt = 
\ 

= 2 f A' mes Ik(x n (/) + A ' f 1 - - i 1 mes JHx n (ol + 

+ i 1 i/ / i i, m e s + l /gj Vmes Jko(x,lo)(l0) \ako(x,lo)\l0 

" ¿ ' ( T + i 1 - ! » ? T l + i ' - t f + t 1 - * ) * 1 " * — 

Damit haben wir bewiesen, daß (2) für das System <p erfüllt ist. 

2. Es sei A={A,jr eine monoton nichtabnehmende Folge von positiven Zahlen 
mit oo). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir vor-
aussetzen. Für jede positive ganze Zahl / bezeichnet Z(/) die Menge der positiven 
ganzen Zahlen k, mit 2 '<A t^2 '+ 1 . Es seien -=... < / 4 . . . diejenigen Indizes, für 
die Z(J i )^0 ist; die Elemente von. Z(/) seien in der natürlichen Anordnung 
v(z')+l,..., v(z+l). Für eine reelle Zahlenfolge a= {a*}r setzen wir 

v(i+l) 
¿1= 2 «IK 0 = 1,2,...). k=v(i)+l 

In der Arbeit [2] haben wir den folgenden Satz bewiesen. 

Satz B. Gilt 

(4) 
¡ = 1 
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dann gibt es ein System (p = {<Pt(x)}T von reellen Funktionen in L(0,1) derart, daß 

(5) L*a(<p*) S 16A„ (xe(0, 1); n = 1,2,...) . ' . 

besteht, und die Reihe (1) in (0,1) überall divergiert. 

Mit der in [2] angewandten Methode kann man die folgende schärfere Behaup-
tung zeigen. 

Satz II. Gilt (4), dann gibt es ein System <p = {<Pk(x)}T von reellen Funktionen 
in L(0,1) derart, daß 

i n 
/ 2\<Pk(x)<Pk(f)\ dt rs 16A„ (*€ (0,1); « = 1,2, . . . ) 

0 k=l • 

besteht, und die Reihe (1) in (0,1) überall divergiert. 

Beweis, des Satzes II. Für jede positive ganze Zahl i seien 7,(i) ( i = v ( 0 + l , . . . 
..., v ( i+l ) ) disjunkte Intervalle mit 

v(i+l) / v(l+l) 
U . 7,(0 = (0, 1), mes/ s(0 = a? / 2 5 = »(i) + l . / * = v(i) + l 

wenn und / , ( 0 = 0 , wenn as=0. Für einen Index s mit v ( i ) < i S v ( / + l ) 
und <7,7*0 setzen wir 

\AJas, xO.Q), 
sonst; 

im Fälle ö ä =0 sei <ps(:c)=0. 
Sei i0 eine positive ganze Zahl und sei x€ (0, 1). Dann gibt es für jede positive 

ganze Zahl / ( l s / s / 0 ) einen lndex s(x,i) (v(i)<s(x, / )Sv( /+ l ) ) mit x£lHxJ)(i). 
Man hat dann ' 

'»(¡0+1) ¡0 
2 ak <Pk (*) = 2 as(X, o <pS(x..) (*)• , k—1 ¡=1 

Daraus, auf Grund der Definition der Funktionen <pk(x) folgt 
, ' • v(<0+i) ' V - • • ' 

2 *k<Pk(*) = 2 A, (*€ (0,1); ¡0 = 1, 2,...). t=i ¡=i 
Daraus und aus (4) ergibt sich, daß die Reihe (1) in (0,1) überall divergiert. 

Es sei i eine positive ganze Zahl, v(i)<«Sv.(i'+l) und x£(0,1). Dann gibt es 
einen Index s(x, f ) (v(/)<i(x, I ) S V ( I + 1 ) ) mit x£Is(Xti)(i), und so gilt 

J 2 \<Pk(x)(Pk(t)\dt S / |<PS(X,0 W^i(x,i)(0l dt = 

° A2 

= meS h(x, I) (')• as(x,l) 

*.(*) = ( 0 
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Daraus folgt, auf Grund der Definition von Ai und v(i) 
} 

(6) / 2 \<PÁx)vM dt 2A„ (x€ (0, 1); v(i) < n s v(i+1); i = 1, 2, ...)• 

Es sei n eine beliebige positive ganze Zahl. Dann gibt es einen Index /'„ mit v(/0)< 
<nSv( / 0 +l ) , und gilt 

} " 'o-1 } v(i + 1) } " 
/ 2\<PÁx)<Pk(t)\dt^ 2 f 2 \<Pk(x)(pMdt+ f 2 \<Pk(x)<Pk(t)\dt ^ 

Ó7 *=i ¡=0 0 *=v(i)+l 0 t=v((„)+l 
S 2(; .v ( 2 )+.. .+Av ( i 0 )+;j S 4(22+.. .+2 i o + 1) S162'» S 16AV(0+1 á m „ , 

für jedes 1), auf Grund von (6). Damit haben wir bewiesen, daß (5) erfüllt ist. » 
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