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Uber einen Zusammenhang zwischen der Grissenordnung
der Partialsummen der Fourierreihe und
der Integrabilititseigenschaft der Funktionen

KAROLY TANDORI

Herrn Professor Béla Székefalvi-Nagy zum 70. Geburtstag gewidmet

Es sei ¢ die Klasse der Funktionen ¢ mit ¢(0)=1, die im Intervall [0, <)
zweimal differentierbar, monoton wachsend und von unten konkav sind, und fiir die
o(x) = ¢, loglogx (x€[0, =), @(x) = o(logx) (x ~)
erfiillt sind. (¢;, ¢,, ... bezeichnen positive Konstanten.) Fiir eine @€ ® sei Lo(L)
die Klasse der meBbaren Funktionen f mit j'n l/®)o(lf(x)|)dx<e. Die n-te

0
Partialsumme der Fourierreihe der Funktion f€L(0, 2n) bezeichnen wir mit s,(f; x).
In dieser Note werden wir den folgenden Satz beweisen.

Satz. Es sei @€®. Gibt es eine Funktion feL(0,2n) derart, daf3

— 1 -
(1) 3{{2’ m |sn(f: x)l =0

in einer Menge vom positiven Map gilt, dann fiir jede positive Zahl e(<1) gibt es eine
mefibare Funktion F mit

2r

[ 1F) ' (|Fx)}) dx <<=,

daf die Fourierreihe von F fast iiberall divergiert.

Betreffs des Satzes bemerken wir folgendes. Nach einem bekannten Satz
(s.z. B. [6], Vol. I, S. 66.), im Falle f¢L(0, 2n) gilt s,(f; x)=o0(log n) fast iiberall.
Weiterhin, nach einem bekannten Satz (Yung-MING CHEN [4]), fiir jede positive,
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monoton wachsende Folge ¢@(n) mit ¢(m)=o (loglogn) gibt es eine Funktion
F€eL(0, 2n), fiir die (1) fast iiberall gilt.

Andererseits hat P. SIOLIN [2] bewiesen, daB im Falle fe L(log* L)(log*log*L)
die Fourierreithe von f fast iiberall konvergiert. (¢* bezeichnet den positiven Teil
von «.) Weiterhin, nach einem bekannten Satz (s.z. B. YUNG-MiNG CueN [S)) fiir
jede positive Zahl g(<1) gibt es eine Funktion f€L (log*log™ LY*~¢ derart,
daf die Fourierreihe von f fast iiberall divergiert.

Aus dem Satz folgt die folgende Behauptung.

Gibt es eine Funktion @€ ® mit der Eigenschaft, daf} aus fEL(p(L) die Konvergenz
Jast tiberall der Fourierreihe von f folgt, dann gilt lim s,(f; x)=0 fiir jede

£=>0 und fiir jede feL(0,2n) fast iiberall.

1+‘( n) "

Beweis des Satzes. Es sei Z, die Menge der positiven ganzen Zahlen n,
fiir die 2*=@m)<2**! (k=0,1,..) gilt. Auf Grund der Definition von & gibt
es eine nichtnegative ganze Zahl k,, daB im Falle k=k, Z,#0 ist; die Elemente
von Z, bezeichnen wir in natiirlicher Anordnung mit »n,m+1, ..., m,—1
(k=ky, ky+1, ...). Weiterhin, auf Grund der Definition von @ gibt es eine nicht-
negative ganze Zahl k,; (=k,), daB n.,,/m=q>1 (k=ky, k;+1, ...) auch besteht.

Auf Grund der Voraussetzung des Satzes gibt es eine positive Zahl m und eine
mefbare Menge E(S(0, 27)) mit mes E>0 derart, dafl

— 1 y _
@ T oSl (fs D= m (xeE)
gilt. Es sei

E, = {xE(O, 27): max

: _m _ '
n Sn<n ., (p( ) I sa(f; x)| } k = ky, ky+1, ...

Dann ist

&) > mes E, = oo,

k=F,

1m entgegengesetzten Falle existiert ndhmlich fiir fast jeden x eine von x abhiingige '
positive ganze Zahl m(x) mit

TG B (0= n09),

woraus

_ m
'1'1 - (,0( )Isn(f x)‘ -
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fast iiberall folgt, was (2) widerspricht. Weiterhin aus (3) folgt, daB es eine nicht-
negative ganze Zahl i* (0=i*=2) derart existiert, daB

@ S mes Ej; o =0

i

gilt, wobei i** die kleinste positive ganze Zahl bezeichnet, fiir die 3i**+i*=k,
besteht.
Wir setzen fir i=i**i**+1, ...

Ti(x) = m( "3z+1*+1’"31+1*+"(f. x)— V"az+:* b0 "31+|*(f. x))

wobel im Falle n<m

Vn,m(f; x) =sn(f; x)+k:,,2'.r:.1(1_

:',l,) (ax (/) cos kx+ b, (f) sin. kx)

die verallgemeinerte de la Vallée Poussinsche Mittel der Fourierreihe

f(x) ~ “"(f S | 2 (@, (f) cos kx+b, (f) sin kx)
bezeichnet. Die a-te (C, l)-Mlttel dlCSCI‘ Fourlerrelhe bezelchnen wir mit a,(f; x).
Daim Falle n<m V, .(f; x)—- ([
Falle f¢L(0,2n) a,(f), b,(f)= o(l) (n—<=), welterhm

a,,_l(f; x) ist, und im

[ o Dldx=ca [ 1f@dx (r=1,2,..)

bestehen (s.z. B. [6], Vol. I, S. 52., bzw. S. 137.), auf Grund der Definition von
n, und T(x) ergibt sich:

2r
) [ T (T D)= dx =
0
2z .
; J (Canal o 2)
é(;/‘ IV"3i+i‘+P"3i+i*+2(f’ x)"‘Vn3,~+i*_1,n3i+i*(f, x)l—m#dx
5(55.6—4‘@ (=" +1, ).

Aus (4), auf Grund eines bekannten Satzes (s. z. B. [6], Vol. IL, S. 165.) gibt es
eine Folge {xi}i=;»» von reellen Zahlen derart, daB fiir dic Menge

= {x+x,~. xEE35+it} (l = i , **+1, ...)
(6) mes fim F; = 2n

ist.
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Es sei

<o

o ‘Zt ri(OT(x—x),

wobei r(t)=signsin2'n ¢ die i-te Rademachersche Funktion bezeichnet. Die
n-te Partialsumme der trigonometrischen Reihe (7) bezeichnen wir mit R,(x, t).
Aus (5) folgt

S’ f Iri () T: (x—x)|(@ (Ir: () Ty (x —x) )~ dx = ¢, f’ (2—3.14.,—‘)8 < oo,
i=it* g i=i**

woraus wegen @(x)=1 (x=0) erhalten wir, daB die Reihe (7) bei jedem ¢ fast
iiberall zu einer Funktion f(x)€L(0, 2x) konvergiert, und die Reihe (7) die Fourier-
reihe von fi(x) ist.

Wir werden eine bekannte Methode anwenden. (S. [3].) Essei @,(x)=x(p(x))'~*
und ¥ .(x)= (De(}/;) (x=0). Man kann leicht zeigen, daBl ¥,(x) auch eine von unten
konkave Funktion in [0, ) ist. Durch Anwendung der Jensenschen Ungleichung
und auf Grund der Voraussetzungen iiber ¢ ergibt sich

2r 1
f f ¢e(|R"3i;+i*+2(‘x’ t)—R"3i1+i*—1(x’ D) dxdt =

2n

=f ( f Bo(|Rugy, 42 D= Ry, v, (x, D)) dx

0
2n

f (./ Ve ((R"3l,+l*+2(x’ t) R"3, ik 1(xa t))z) dt) dx =
= fl//e(f(R,,&.’H,H(x, t)_R"ai,+i“—1(x’ t))zdt)) dx =

f%[Z Tz(x x,)] dx = 2 flﬁe(Tg(x x))dx =

= ll i= 110

1‘ 1
f P (IT (x)l) dx =0 2 (23;+;' : =Cs (235)1‘1 (il .< i2)

i= ‘10

auf Grund (5). Fiir i;—~co erhalten wir

2z 1
[ [ 00fi) =Ry oy (x, D)) dxdi = gy (=04, ),
0 0

Daraus folgt
2r
f ¢s(|ﬁ(x)_Rn3;«l+it_1(x’ t)') dx ~0 (iy = )
1}
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bei fast jedem 7. Wegen &,(2x)=cg®@(x) (x=0) ist Rug . _,(x, 1)EL(@(L)) "
fiir jedes ¢, auf Grund von (5), und so gilt f(x)€L(p(L))~* bei fast jedem .
Es gibt also eine Zahl #, derart, daB die Reihe (7) im Falle ¢#=¢, die Fourierreihe
einer Funktion F(x)=f(x) ist, und FcL{p(L)}~* besteht; wir kdnnen auch
rite) =0 (G =i**, i**+1,...) annehmen.

Auf Grund der Definition von F gilt fiir i=i**, i**+1, ...

max 8. (F; x)—
ngjy e =n<ngjy¥il

= max [s0(f5 X) = Sy, 1 (s )|

(F; x)| =

Sugiy i

B kSR <ngiyixyq ("3;+i*)
'sn (ﬁ x)l (p(n) lsn3i+ix(f; x)'
= max —_
ngippkSn<ngiipyy @(n) @Ry @ (N5 +1%)

Da nggiqyii/faivn=q=>1 (=i, +1, ..) gilt, auf Grund eines Satzes von
R. A. HunT (1] :

Sngs o0 (3 X) = 0(loglogngisis) = o(@ (naiyiv))
fast iiberall besteht. Daraus, und aus (2) erhalten wir, daB im Falle xeiﬁ_@ﬁ F,

m
) . = 1
n3i+i*§l}|13')1§;i+i*+1 Isn (5 2) Sngi o 12-1(F )| = 2 0x(1)

fiir unendlich vieles i erfiillt ist. Daraus und aus (6) folgt, da3

ﬁﬁ IS,,(F, X)—'Sm(F; X)l =0
fast tiberall besteht.
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