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Schwach distributive Verbinde. I

A. P. HUHN

In [4] und [5] wurde der Begriff des n-distributiven Verbandes eingefiihrt. In
denselben Arbeiten wurden Charakterisierungen der n-distributivitit und, ohne
diese weiter auszufiihren, Beispiele fiir n-distributive Verbdnde angegeben. Ziel
vorliegender Arbeit ist, diese fritheren Arbeiten durch Angabe der noch nicht ver-
offentlichten Beweisen zu vervollstindigen.

In der Einfiihrung von [5] haben wir unserer Meinung Ausdruck gegeben, dass
die wichtigsten Gebiete in dieser Theorie die folgenden sind:

a) Verallgemeinerung der ,,reinen Theorie” der distributiven Verbande, vor
allem bei Anwesenheit der Modularitiit, die fiilr n=2 keine Folgerung der n-Distri-
butivitat ist (vgl. die nachfolgende Definition).

b) Untersuchung der Beziehungen zwischen der n-Distributivitit und der
Dimension von projektiven Geometrien.

¢) Anwendungen auf die Theorie der Varietiten von Verbanden.

d) Untersuchung der n-Distributivitit in Kongruenzverbinden universeller
Algebren, hauptsachlich in Normalteilerverbdnden von Gruppen.

Untersuchungen zu a) haben wir in 5] begonnen und in [11] fortgesetzt. Die
Gebiete b) und ¢) wurden in [9] bzw. [8] und [10] behandelt. Hier werden wir uns
mit dem Gebiet d) beschiftigen. Da die Definitionen seit dem Erscheinen von [5]
in neueren Arbeiten verindert worden sind, ist es nétig zuerst die Begriffe festzu-
legen.

Ein Verband heisst n-distributiv, wenn er der Identitit

n n

*A Y yi=V [xA V 5]
i=0 j=0 i:(}

geniigt. Diese Definition ist dual zu der Definition in [5}, und die Modularitit wird
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nicht mehr wie in [5] gefordert. Es sei aber bemerkt, dass in dieser Arbeit nicht-
modulare n-distributive Verbande fast keine Rolle spielen. Diese werden in zwei
anderen Arbeiten betrachtet [12], wo wir uns mit Kontraktionen-Verbdnden von
Graphen und mit Verbinden von konvexen Mengen beschiftigen.

1. Der Chinesische Restsatz in universellen Algebren

Genau so, wie im Bereich der ganzen Zahlen, kénnen Kongruenzsysteme in
beliebigen universellen Algebren definiert werden. Es seien A4 eine universelle
Algebra,. @(4) der Kongruenzverband von 4 und a,, a,,...., ;€ A4,0,,0,, ..., 0,€
€0(4). Dann heisst das System

) x=a;0), i=1,2 ...,k

ein Kongruenzsystem iiber A mit der Unbekannten x. Es ist klar, wie die Los-
barkeit und die Lésungen eines solchen Systems zu definieren sind.

Definition. Eine Algebra A4 geniigt dem Chinesischen Restsatz der Ordnung
n (oder in Zeichen: dem C,-Satz), wenn fiir beliebige

A1y Aoy veny ak€A und 01, 02,..., OkEQ(A), k>n+1,

die Losbarkeit aller (n+1)-clementigen Teilsysteme von (1) auch die Losbarkeit
des ganzen Systems (1) nach sich zieht. (Ein n-elementiges ,,Teilsystem® braucht
nicht aus n verschiedenen Kongruenzen zu bestehen, da identische Kongruenzen
in (1) unter verschiededen Indizes aufgezihit werden kénnen.) '

Wie leicht zu sehen ist, besagt der klassische Chinesische Restsatz, dass der
Ring der ganzen Zahlen dem C,-Satz geniigt. Eine Verbingung des C, Satzes mit
der n-Distributivitit ist in dem néchsten Satz enthalten.

1.1. Satz. Damit eine universelle Algebra A dem C,-Satz geniigt, ist es not-
wendig und hinreichend, dass fiir beliebige Kongruenzen ¢,80,,80,, ...,0,€0(A)
die Identitat

® 0 NG, /"\ 0 A6,
. i=0 . 0. ::(; .

gilt, wobei - und A das Produkt bzw. den Durschschnitt von Relationen bezeichnet.
Wenn die Kongruenzen von A vertauschbar sind, d. h., wenn fir beliebige 0, o€ @ (4)
Op=0¢0 gilt, so geniigt A genau dann dem C,-Satz, wenn O (A) n-distributiv ist.

Beweis. Die zweite Aussage des Satzes folgt aus der ersten. In der Tat stimmt
unter den Bedingungen der zweiten Aussage das Produkt der Kongruenzen von
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A mit dem Supremum iiberein. Hieraus folgt die duale n-distributivitit von @ (4).
Im Falle der Vertauschbarkeit der Kongruenzen ist aber @(4) auch modular
und in modularen Verbinden ist die n-Distributivitit selbstdual ([5]). Also reicht
es, nur die erste Aussage zu beweisen. Wir schicken die folgenden zwei emfachen
Bemerkungen voraus: :

1. Ist ‘x, eine Losung des Systems (1), so ist die allgemeine Losung von (1)

X=X LZ\ 6,-).

2. Fiir k=2 ist (1) genau dann 16sbar, wenn g, 6,0, a, gilt.
Nun zeigen wir dass die Bedingung des Satzes hinreichend ist.” Es sei 1=i<
<ip<...<i, =k, und es bezeichne K (i, i, ..., #,) das folgende Teilsystem von (1):

X = aij (0”), j = 1, 2, weay T

](1,2,...,n+1) ist losbar. Es sei n+1=r<k. Wir zeigen; dass die Los-
barkeit von 8(1,2, ...,7+1) aus der Losbarkeit.von K(1,2,...,r) folgt.

Es sei x, eine Losung von (1,2, ...,r). Dann ist die allgemeine Losung
von 8(1,2,...,r) :

X=X (iz/r\1 Bi).

Es geniigt zu zeigen, dass diese Kongruenz zusammen mit R(r+l) ein 15sbares
System bildet, d. h., dass die folgende Relation gilt:

® @11 Orsa A\ O; %o.

Es sei {i, iy, ..., i} S {1, 2, ,r} Dann ist x, eine Losung von K5, ..., i,).
Die allgemeine Losung von R(i, ..., i,) ist

n
X=X, ['/\ 0,-,).
Ry, -y Iy» r+1) ist aber I6sbar, also gilt

n
ayy1 0,51 ‘/\1 oi, Xo-
J=

So erhalten wir

4 Ar+1 A [gr-l;l' A 01] Xo-
i€k -
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Wir werden nun zeigen, dass folgende Gleichung gilt:
(5) r+1 /\ 0( /\ [9r+l * '£\K 6[]'

=1 kcill.ér;';.,r)
Durch Einsetzen von (5) in (4) ergibt sich dann (3).
Um (5) aus (2) herzuleiten, zeigen wir durch Induktion, dass fiir beliebige
s=zn und Kongruenzen ¢, ¥,, ¥y, ..., Y,€0(4) die Identitit

) ‘P’/\‘pi= C'/\ [‘P /\'/’i]
B E e
gilt. (Man erhilt dann (5) aus (2, 1), indem man ¢ durch 0, und lh durch
;41 ersetzt.)
Fiir s=n ist (2,) mit (2) 1dentlsch Es sei s>n und nchmen wir an, dass
(2,-1) bewiesen ist. Es seien @, Yo, ¥y, .. . Y;€@(A). Es sei ferner

llbi fiir i=0, 1,...,n—1,
BEV Ay, fir i=n
j=n
Dann koénnen wir (2) anwenden:

o A =«/>-i£\o;a=j/=\o ¢-ii\ux,] [qo A !ﬁ.]/\ Ale- A %]
izj z#!

Auf der rechten Seite kann die Induktionsvoraussetzung angewendet werden und
der somit erhaltene Ausdruck ist die rechte Seite von (2,). Damit ist die Hinlanglich-
keit der Bedingung bewiesen.

. Um die Notwendigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass fiir gewisse Kongruenzen
©,0,,0,, ...,0,60(4) gilt: '

[ -i[\ ; # ,/\o ¢ /\ 6;|.
i#l

Dann ist die rechte Seite kleiner als die linke Seite, d. h., es gibt Elemente a, b€ 4,

so dass a ¢- /"\0,- b ungiiltig, aber a /"\ Q- /"\ 0| b giiltig ist. Daraus folgt, dass
i=o j=ol  i=q

i#j
die (n+1)-elementigen Teilsysteme des Systems
x=a (p)

x=b (00) ’
x=b (6,

losbar sind, das ganze System aber unlosbar ist. Damit ist der Satz bewiesen.
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Der Fall n=1 dieses Satzes ist bekannt (siche Gritzer [2]). Gritzer hat das
folgendes bewiesen: Es sei A eine universelle Algebra. Damit fiir alle k=2 und
Kongruenzen x=aq;(6;), i =1,2, ..., k, iiber 4 die Bedingungen a;= a; (0,V0)),
i#j, i, j=1,2,...,k, die Losbarkeit von (1) nach sich zichen, ist es notwendig
und hinreichend, dass ©(4) distributiv ist und seine Elemente vertauschbar sind.
Es ist noch eine offene Frage, wie dieser Satz sich fiir beliebige n verallgemeinern
dlsst.

2. Mal’cev-Polynome

Im folgenden beschiftigen wir uns mit dem C,-Satz fiir Varietiten. Man findet
den folgenden Satz in.[6]. Weitere, dquivalente Bedingungen wurden von BAKER
und PIxLEY [1] und von PIXLEY [16] gefunden

2.1.. Satz. Fiir eine beliebige Varletat V und natiirliche Zahl n sind die
folgenden Bedingungen dquivalent.

(A) Jede Algebra AcV geniigt dem C,-Satz. -

(B) Fiir beliebige A€V und Kongruenzen ¢, 0,,6,, ..., 0,€0(A) gilt

n

o ANbi= A (P'./\ei-
i=0 J=0 - i=0
i=j

(C) Es gibt ein Term p in n+2 Variablen tiber V, so dass
wlx, ., x, ) =ux, ... x, 3, x)=...=pu(y,x, .., x)=x
eine Identitdt von V ist.
Bemerkung. Der Fall n=1 ist schon von WILLE in [19] behandelt worden.

Beweis. (A)<(B) folgt aus Satz 1.1.

(B)<=(C). Nehmen wir an daB (B) gilt. Es bezeichne F(n+2) die freie Algebra
in V mit den freien Erzeugenden a,, 4y, ..., a,,,. Essei 6; die kleinste Kongruenz,
so dass ay, ..., @1, ;415 ..., Gye1 Modulo 6; untereinander kongruent sind.

Dann gelten
ag Uy4y a; (i=0,1,...,n)

a; 0} a, 41 (i, j =-0, 1, ey N, i #j)
Daraus folgt

20 [0u+1' j/—\ooj] apsa-

J#=i
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Somit gibt es ein Element u(a,, a,, ..., @,+1)€ F(n+42), mit

ag 0,4y p(ag, ay, ..., an;i'l) Z\oei UPESE
Es folgt also T
Ay Opi1 1(ag, ay5 o5 niy) Onyy u(ags oy -5 Ao, A1)
0,+, ist aber trivial auf der durch {4y, a,.,} erzeugten Teilalgebra, daher ergibt sich
ao = u(ag, .-, Ags Ap+1)-
Genau so folgt aus u(ag, @y, ..., y41) 0; @441 ((=0, 1,...., n), dass .
U(@ui1s s Gus1s Bis uirs oovs Gnar) = Gpiy

fir i=0, 1, ...,n gilt. Damit’ist (C) bewiesen.

Nehmen wir umgekehrt an, dass (C) gilt, d. h., dass ein u mit der obigen Eigen-
schaft existiert. Wir werden zelgen dass fiir beliebige Kongruenzen ®, 00, 0,,...,0,
irgendeiner Algebra A4 in

/\ @ /\ bil=0- A6
=0 0 i=0
wé.l

gilt. (Die umgekehrte Ungleichung ist klar.)
In der Tat, es seien x, y€A mit

X /\ Q- /\ 0,'
j=0% 1=t
izj
Dann existieren Elemente ¢, 14, ..., {,¢ 4, so dass gilt:
X ,/_\ogi y (j=0,1,...,n).
i

Es sein ferner t=p(t, 4y, ..., t,, ¥). Aufgrund der Identitdten fiir g in (C) erhilt
man die folgenden Relationen:

xot A6y
i=0
Zum Beispiel erhdlt man x ¢ ¢ wie folgt:

X = #(xs Xy oeey X, }") (/7 u(tOs tls ey trn y) =1L

Damit ist der Satz bewiesen.
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3. n-Distributivitit in Untergruppenverbéinden abelscher Gruppen

Zweck dieses Abschnitt ist es, weitere Beispiele fiir z-distributive Verbdnde
zu erwihnen und eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir anzugeben,
dass der Untergruppenverband einer abelschen Gruppe n-distributiv ist. S(G)
(bzw. N(G)) wird den Untergruppenverband (bzw. Normalteilerverband) der
Gruppe G bezeichnen. Fiir die Gruppenoperationen werden wir eine multiplikative
Schreibweise verwenden. Dementsprechend bezeichnen wir das neutrale Element
mit e. [a;, a,, ...] bezeichnet das Erzeugnis der Elemente in den eckigen Klammern.

3.1. Satz. Fiur eine beliebige natiirliche Zahl n. ist der Untergruppenverband
der durch n Elemente erzeugten freien abelschen Gruppe U, ein n-distributiver,
aber kein (n—1)-distributiver Verband.

Beweis. Es sein n=2, und es seien die Elemente u,, u,, ..., u, die freien
Erzeugenden von U,. Ist v=u,u,...u,, so haben wir offensichtlich:

oA Yt = 0= fe = ¥ [t V]

1#1

d. h., S(U,) ist nicht (n—1)-distributiv. Fiir n=1 ist dieser Teil der Behauptung
trivial. (In Harmonie mit der Definition fiir n=1 sollen genau die ein-elementigen
Verbinde als 0-distributiv definiert werden.)

Umgekehrt ist wohlbekannt (vgl. ORrE [15]), dass S(U,) distributiv ist. Sei
nun n>1 und nehmen wir an, dass fir k=1,2,..,n—1 S(U,) k-distributiv
ist. Es ist die folgende Beziehung zu beweisen:

X=AAV B = [A/\VB =Y,
=0 i#j
wobei A, By, By, ..., B, beliebige Elemente von S(U,) sind.
- Es sei a€X, d.h. a=byb,...b,6A mit b;¢B;(j=0,1,...,n). Es seien b;=
=ubu. b (j=0,1,...,n), wobei wu,up,...,u, die freien Erzeugenden von
U, sind. Wir zeigen: a€Y. Wenn der Rang der Matrlx B= (ﬂ”), ....n Kleiner

Jj= 0, »h
als n ist, dann ist auch der Rang der Untergruppe [be, by, ..., b,] Kkleiner als »n’
(siche KUROS [13]), und, da diese Untergruppe auch frei ist, folgt
[j_bo, by, ..., b)) = S(UY)

fiir ein k<n. Nach der Induktionsvoraussetzung ist aber der Verband S(U,)
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k-distributiv, also ist er auch n-distributiv. Deshalb erhalten wir

@l =talA V b = V [ialA V 3] =,
i=0 ji=0 1=0
i=j
d.h., acY.
Also konnen wir annehmen, dass der Rang von B gleich n ist. Man betrachte
nun fiir ein beliebiges aber festes k€{0, 1, ...,n} das Diophantische Gleichungs-
system '

(Ex) ﬁ' Bijxjn = [Zn'ﬂu] 4 (i=12,..,n)
gt =0

in den Unbekannten x; (j#k) und t,. Es bezeichne D, die Determinante von
(Ey), d. h,, es sei
D, = lBljl{:l,...,n
J=0,1,..,m; j#k
Es sei ferner Dy, die Determinante, die Durch Ersetzen der Spalte (B,;);=1,s,....n
in D, durch die Spalte (Bip+Bu+...+Bi)i=1,2,..,n entsteht. Es ist leicht zu sehen,
dass
D

(D0k9 sery Dk—l,k, Dk’ Dk+1,k9 ners an)

xjk= (]=03 19'-': na]¢k),

(6
L= D,
k (Dok’ ""Dk—l,k’ DluDk+l,k9 '-'san)

eine Lésung von (Ej) ist, wobei in den Nennern der grosste gemeinsame Teiler von
Dy ...oDy—y ks Dys Diyy s oo » Dy steht. Dieser ist nicht 0, da rang B=n ist.
Die Determinanten Dy sind aber Summen oder Differenzen von D; und D,,
somit gilt d

(D(lln [ERS ] Dk—l,ka Dk’ Dk+l,ky (SRR ] an) = (DO’ Dl’ LR E] ‘Dk, ""Dn)' .

Deshalb kénnen wir die Lésungen (6) von (E;) auch in der folgenden Form schreiben.

B Dy, . .
=Dy Dy, by UTOh I

M
D,

tk - (DO’Dls -'-9Dn)'

Nun konnen wir das Gleichungssystem betrachten, das sich aus den Systemen
(Ey) (k=0,1,...,n) und der Gleichung t,+1,+...+¢t,=1 zusammensetzt, d. h.,
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das System
é:ﬁuxik= [lg‘;ﬂ”]tk (l =1,...,n; k=0, 1,..., n)
ypit -
®)
2 h=
k=0

Da dér grosste gemeinsame Teiler der Losungen i, 4, ..., 1, in (7) gleich }
ist, konnen wir ganze Zahlen y,, y,, ..., ¥, finden, so dass t;yo+t, ) +... +t,y,=1
gilt. Es seien

h=t-y (*k=01,..,n) _
Xp=Xp-y (k=0,1,..,n;j=0,1,...,n; j#k).

t. und x; geniigen dem Diophantischen Gleichungssystem (8). Es sei a,=a'.
Es gilt offenbar aya,...a,=a und a,€A. Wir zeigen a,€ByV...VB;_1VBy+1V...VB,.
In der Tat gilt:

a, = a' = (boby... b)Y =

_ {(uﬂxo . no) (upu n1) (uﬁxn' ugnn)}‘," —

- ui”"’*"'“"")""... u,('p,,.,+...+p,,,,)r;‘ — uf:(ﬁux;,‘lj;ék).”uZ'(ﬁ"jx;,,U#k) _
n
’ ’ ’
= (uflou.ufno)xﬂz.“(ufl.k-l‘__ufn.k—l)xk—l,k.(ufl,kd-l.“ufn,ki-l)xki»l.k‘“(ufln U nn) "k —

= box...bM-usbiksuk  b™E BV ...VB,_ VB, V..VB,.

k+1

Es ist also a@,€A(B,yV...VBy-1VBy+1V...VB,). Es folgt

a=ayga;...a,€V {AA\V B‘] =Y.
J=0 =0
i#j
Q.E.D.

Wir bemerken, dass die Sidtze 3.1 und 1.1. auch das Ergebnis von Rapo [17]
enthalten, dass firr Kongruenzen von U, der C,-Satz gilt. Rado hat in [17] auch
eine gemeinsame Verallgemeingrung des eben zitierten Satzes und des geometrischen
Satzes von Helly bewiesen, diese Verallgemeinerung scheint aber von der Theorie
der n-distributiven Verbinde unabhingig zu sein.

Im nidchsten Satz werden die abelsche Gruppen charakterisiert die einen
n-distributiven Untergruppenverband haben. Der Rang rang (G) einer abelschen
Gruppe G ist die kleinste natiirliche Zahl n, so dass jede endlich erzeugte Unter-
gruppe von G durch n Elemente erzeugt wird. Der Rang existiert natiirlich nicht
fiir jede abelsche Gruppe.
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3.2. Satz. Damit der Untergruppenverband einer abelschen Gruppe G n-distri-
butiv ist, ist es notwendig und hinreichend, dass der Rang von G kleiner oder
gleich n ist.

Beweis. Es sei rang (G)=n. Wir zeigen, dass fiir beliebige Untergruppen
Ay, By, By, ..., B, von G

X=AAY B, v A/\VB,] Y
i=0 .

ij

gilt. Es sei also acX, d. h.,, a=byb,...b,(€4), mit b,€B; (i=0,1, ...,n). Da die
Untergruppe [bg, b, ..., b,] durch n Elemente erzeugt werden kann, ist sie ein
homomorphes Bild von U,. Da die Untergruppenverbinde abelscher Gruppen
isomorph zu ihren Kongruenzverbédnden sind, ist S([by, by, ..., b,]) ein Teilverband
von S(U,), und als solcher ist er auch »n- dlStI‘lbuth Folglich gilt

@l =taA V b) =V [1a1A V 1] £ 7,
i=0 Jj=0 i=0
i)
d. h., acY.

Umgekehrt, nehmen wir an, dass rang (G)=r=>n. Dann gibt es eine Unter-
gruppe H von G, die durch r Elemente erzeugbar ist, nicht aber durch r—1
Elemente. Es geniigt zu zeigen, dass S(H) nicht n-distributiv ist. Nach dem Funda-
mentalsatz abelscher Gruppen kann H als ein direktes Produkt von zyklischer
Gruppen dargestellt werden

H=(CpyX... X Ci )X oo X(Cy X .. X Cp )X Coa X .. X Cos,

m Komponente

wobei C.. die unendliche zyklische Gruppe ist, und die anderen Komponenten
so bezeichnet sind, dass fiir gewisse Primzahlen p,, p,, ..., p, (pi#p; fur ij),
die Michtigkeiten von C;; (j=1,2, ..., k;) Potenzen von p; sind.

Wire Jmax k,+m<r, so konnte H als ein direktes Produkt von weniger
als r zyklischen Gruppen dargestellt werden (diese sind: C;;X...XCy, C1aX... X
XCg, ..., C (m Exemplare)), und so kénnte H durch weniger als r Elemente
erzeugt werden. Folglich gibt es ein k;, k;+m=r, so dass C}, ein homomorphes
Bild von H ist. Der Verband S(C}) ist nach [5] nicht (r—1)-distributiv, also ist
er auch nicht r-distributiv, und dasselbe gilt fiir S(H). Q.E.D.

Bemerkung. Dieser Satz enthilt als Spezialfall das folgende Resultat von
ORE [15]): Fiir eine Gruppe G ist. S(G) genau dann distributiv, wenn G lokal
zyklisch ist (d. h., wenn rang G=1 ist). .
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4. n-Distributivitit in Normalteilerverbinden

In diesem Teil mdchten wir eine Charakterisierung der n-Distributivitit des
Normalteilerverbandes einer Gruppe beweisen, die unseren Hauptsatz fiir abelsche
Gruppen auch enthdlt. Eine solche Charakterisierung folgt durch Anwendung des
Hauptsatzes des ersten Teiles [5] dieser Arbeit, d. h. des Satzes, der die n-distributiven
Verbinde in der Klasse aller modularen Verbdnde durch den Ausschluss des
n-Diamanten (einer speziellen modularen Konfiguration) beschreibt (vgl. auch [8]).
Es ist in [3] bewiesen worden, dass in dieser Beschreibung der n-Diamant auch durch
den von Neumannschen (n+1)-Rahmen ersetzt werden kann. So erhélt man:

4.1. Lemma. Es sei G eine Gruppe. Dann ist N(G) genau dann nicht n-distri-
butiv, wenn Normalteiler A4; (i=0,1,...,n) und C;; (i,j=0,1,...,n, i#j) exis-
tieren, so dass Ay, Ay, ..., A, ein unabhdngiges System in N(G) bilden und fiir alle
i,j(i#j) Ci; ein relatives Komplement von A; und A; in dem Interval [A;\A;,
ANA;] des Verbandes N(G) ist.

Um die versprochene Charakterisierung zu formulieren, ist es nétig einige
weiteren Begriffe einzufiihren. Sind 4 und B Normalteiler der Gruppe G so
dass A=B in N(G) gilt, dann heisst die Faktorgruppe B/A ein Faktor von G.
Der Faktor BfA heisst transponiert zu dem Faktor D/C (in Zeichen B/A-D/C),
wenn entweder AVD=B und AAD=C oder BYC=D und BANC=A gelten.
B/A heisst . projektiv zu D/C, wenn es Faktoren Y,/X; (i=0,1,...,m) gibt,
so dass

BlA =Yo/X, = Y, /Xy ~...~ Y,/X,, = D|C

gilt. Die primitive Breite von N(G) ist die grosste natiirliche Zahl n, so dass N(G)
ein unabhanglges System Ay, A,, ..., 4,—, enthilt, fiir das die Faktoren A,/U

mlt U= /\ A; paarweise projektiv sind. Beziiglich der allgemeinen Definition

pnmmver Begnﬁ'e sieche WILLE [20].

Wir brauchen einen weiteren Begriff aus der Gruppentheorie. Es seien
A, B, C, D Normalteiler der Gruppe G und es sei ¢: B/A--D|C ein Isomorphis-
mus. ¢ heisst zentral, wenn gegeniiber allen inneren Automorphismen von G
invariant ist, mit anderen Worten, wenn fiir jede g€G und x€B/A4

(g2 x(g4A)e = (871 C)(x9)(gC)
gilt.
42.Satz. Es sei G eine Gruppe. Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n sind
die folgenden drei Aussagen dquivalent
(A) N(G) ist nicht n-distributiv,
(B) Die primitive Breite von N(G) ist grésser als n..
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(C) Es gibt ein unabhdngiges System Ay, A,, ..., A, von Elementen von N(G),
n
so dass die Faktoren A,fU (mit U=AA4 j) aufeinander durch zentralen Isomorphis-
j=0 ,

men von G abgebildet werden konnen.

Beweis. (A)=(B) folgt unmittelbar aus Lemma 4.1. .
(B)=(C). Sind zwei Faktoren projektiv, so gibt es einen zentralen Isomorphismus
zwischen den beiden Faktoren. (In der Tat ist der kanonische Isomorphismus
transponierter Faktoren zentral.) Somit ist dieser Teil der Behauptung klar.
(C)=(A). Nehmen wir an, dass (C) gilt. Wir definieren die C;; -von Lemma 4:1.
Es sei ¢;; (i#j) ein zentraler Isomorphismus von A4,/U auf A4,/U. Es sei
C;;={x(xp;;) | x€4,/U}. Dann ist C;;SG/U. Es sei C;; die Vereinigung aller
U-Nebenklassen in C;;, d. h. C;;=|JC;;. So erhalten w1r eine Teilmenge von G.
Wir haben zu beweisen, dass Cij die in Lemma 4.1 formulierten Eigenschaften
besitzt. Allgemein wird fiir einen Normalteiler X mit USXSG der Faktor
X/U mit X bezeichnet. Wir zeigen, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) C; ist ein Normalteiler von G. ' )
(i) AvCy=ANC;=A4VA4;,
(iii) 4AC;= A,/\C,] A,/\A, :
Dann folgen die analogen Eigenschaften fiir C,j, G, A, 4, unmlttelbar
Unm (i) zu zeigen, bemerken wir, dass C;; eine Untergruppe von G ist. In der
Tat, ist AVA; das direkte Produkt von Z und 4;. Deshalb sind die Elemente’
von A; mit den Elementen von A; vertauschbar. Mit' ¢ =¢;; sind x(x(p) und
y(y9) Elemente von C;;. Dann gelten -

; x(x@)y(yo) = xy(x@) (¥9) = (xy)((x»)9)eCy;
un

x(x@)x7H(x71p) = xxTH(xp)(x @) = e(xx )@ = e(ep) = e,
d.h. (x(x@)~'=x"'(x"'@)eC,. Somit ist C,; eine Untergruppe. Nun zeigen
wir die Normalitit. Es sei a€G und x(x¢)€C;;. Dann gilt A
a Y (x(xp))a = (a"1xa)(a " (xp)a) = (a " xa)((a*xa)¢)eC;,.
Danmit ist (i) bewiesen. :
Es sei z ein Element von AVA;. Dann ist z von der Form z=x(yg),
x, y€ A;. Wir erhalten
z=x(y9) = (xy ) (y(e)E4V Ty,
z =x(yp) = (x(x¢)) (x"'»)p)eCyV 4;,
d. h. es gilt (ii). : _
Schliesslich zeigen wir (iii). Es sei x€A4;AC;;, d.h. x=y(yep) fir irgendein
Element y€A;. Da jedes Element von ANA; eindeutig als ein Produkt aa,
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mit- g€ A;, a,€ A; ausgedriickt werden kann, erhdlt man aus der Bezichung xe=
=y(yg) die Relationen x=y und yp=e. Somit gilt x=y=e, d. h. LAC;;=1{e},
wobei e das Einselement von G (d. h. die Untergruppe U) bezeichnet. Ahnlich
erhilt man C;;A4,={U}. Damit'ist der Satz bewiesen.

Als Anwendung geben wir einen neuen Beweis von Satz 3.2. Der Beweis der
Notwendigkeit war leicht. Wir brauchen also nur zu beweisen, dass die angegebene
Bedingung hinreichend fiir die n-Distributivitit des Untergruppenverbandes ist.
Es sei A eine abelsche Gruppe mit rang (4)=n. Es ist leicht zu sehen, dass
rang (A)=n fir jedes homomorphe Bild A4’ einer Untergruppe von G gilt.
Deshalb kann A" nicht die (n+1)-ste direkte Potenz einer Gruppe sein. Also ist
kein Faktor von A die (n+1)-ste Potenz einer Gruppe, d. h. (C) ‘ist unméglich:
S(A)(=N(4)) ist n-distributiv. Q. E.D.
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