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n-Distributivgésetze

HORST GERSTMANN

0. Einfithrung und Uberblick

Andras Huhn pragte 1971 den Begriff der n-Distributivitit, der eine Verall-
gemeinerung des gewdhnlichen Distributivgesetzes .in Verbinden darstellt [10].
Wir nennen hier einen Verband X n-distributiv, wenn fiir jedes x€X und jede

n-elementige Teilmenge Y von X die Gleichung xAVY =V {xAVM|M é Y}

gilt. Dabei bedeutet M é Y, daB M eine Teilmenge von Y mit weniger als
n Elementen ist. Fiir n=2 ist dies das gewohnliche Distributivgesetz.

Es ist klar, daB fiir einen distributiven Verband das Distributivgesetz nicht
nur fiir zweielementige Mengen Y, sondern sogar fiir alle endlichen Mengen gilt.
Wir werden zeigen, daB in n-distributiven Verbinden die n-Distributivitits-
gleichung auch fiir alle endlichen Mengen Y gilt. So wie man die gewdhnliche
Distributivitdt zur \/-Distributivitdt verschérft, indem man die Distributivitits-
eigenschaft fiir alle Teilmengen ¥ von X verlangt, liegt es nun nahe, auf dieselbe
Weise eine Verschirfung der n-Distributivitit zu definieren, die sogenannte unend-
liche n-Distributivitdt. Die unendliche n-Distributivitiit ist gleichbedeutend zu den
beiden Eigenschaften A-Stetigkeit und n-Distributivitit (in Analogie zu dem bekannten
Sachverhalt fiir n=2).

So wie man aber auch die gewdhnliche (\/-)Distributivitit zur vollstindigen
Distributivitit verschirft, 140t sich analog die (unendliche) n-Distributivitit zur
vollstéindigen n-Distributivitit verschirfen.

Als Werte fiir n lassen wir alle natiirlichen Zahlen gréBer oder gleich 2 und
8o zu. Fiir n=2 erhilt man die gewShnlichen Distributivgesetze, fiir n=x, die
A-Stetigkeit und die Stetigkeit (im Sinne von D. Scott [12]), so daB die iibrigen
n-Distributivgesetze als ,,interpolierende” Eigenschaften zwischen V-Distributivitit
und A-Stetigkeit bzw. vollstindiger Distributivitdt und Stetigkeit angesehen werden
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konnen. Die Abschnitte 2, 3 und 4 dieser Arbeit sind in Anlehnung an Arbeiten
von MARCEL ERNE [3], [6] entstanden. Es werden die n-Distributivgesetze in einem
sehr allgemeinen Rahmen behandelt, nimlich fiir Mengen, auf denen lediglich ein
Hiillenoperator definiert ist. Dieser Idee liegt die Erkenntnis zugrunde, daB die
(V-, vollstindige) Distributivitit eines Verbandes eigentlich eine Homomorphie-
eigenschaft des Schnittoperators ist ([6], Seite 20). Nur die Anwendung der Distri-
butivgesetze fiir die mengentheoretische Durchschnitts- und Vereinigungsbildung
(die ja immer gelten, also keine besondere Eigenschaft des Verbandes darstellen)
fithrt auf das bekannte Aussehen der Distributivgesetze fiir Verbinde. Der Vorteil
dieser so allgemeinen Behandlung der n-Distributivitit besteht in folgendem: Man
erhilt zum einen Charakterisierungen fiir diejenigen Verbdnde (sogar allgemeiner:
quasigeordenete Mengen), die eine (vollstindig, unendlich) n-distributive Schnitt-
vervollstindigung oder Idealvervollstindigung besitzen. (Unter anderem wurden
die Félle n=2 und n=g, in [4], [6] behandelt.) Zum anderen ergeben sich durch
die Wahl des Hiillenoperators als diejenige Abbildung, die jeder Teilmenge einer
gegebenen Algebra die kleinste sie enthaltende Subalgebra zuordnet, Charakter-
sierungen fiir die (vollstindige, unendliche) n-Distributivitit des Verbandes der
Subalgebren oder Kongruenzrelationen. Insbesondere ergibt sich hier ein Satz
iiber die n-Distributivitit, der zwei derartige Sdtze von Andras Huhn betreffend
abelsche Gruppen und idempotente Algebren umfaBt. Weiter stellt sich heraus,
daB fiir den Verband der Subalgebren einer idempotenten Algebra die (unendliche)
n-Distributivitit und die vollstindige n-Distributivitit gleichwertige Eigenschaften
sind. Die abelschen Gruppen mit vollstindig n-distributivem Untergruppenverband
sind genau diejenigen, die keine Elemente unendlicher Ordnung besitzen, und deren
endlich erzeugte Untergruppen immer schon von weniger als » Elementen erzeugt
werden (letzteres bedeutet, daBB der Verband der Untergruppen n-distributiv ist).
Dies gilt fiir alle n<®,; fiir n=g, ist jeder Untergruppenverband vollstindig
n-distributiv (d. h. stetig). Insbesondere gilt: Der Untergruppenverband einer abel-
schen Gruppe ist genau dann vollstindig distributiv, wenn jede nicht triviale, endlich
erzeugte Untergruppe von Primzahlordnung ist.

Weitere Anwendungen der n-distributivgesetze fiir Hiillenoperatoren erhilt
man durch die Wahl des Hiillenoperators als AbschluBoperator in topologischen
Riaumen.- So ergibt sich zum Beispiel, daB fiir den Verband der abgeschlossenen
Teilmengen eines T)-Raumes aus der unendlichen n-Distributivitit die vollstindige
n-Distributivitit volgt.

Fiir alternative Verallgemeinerungen der klassischen Distributivgesetze wird
der Leser verwiesen auf die Arbeiten [1], [5].

In den Notationen lehnen wir uns an die in [6) benutzte an. Zum Beispiel wird
bei vorgegebenem Hiillenoperator I' auf der Menge X der Abschnittoperator
mit | bezeichnet, d. h. {Y=J{I'y |y€Y} (YSX). Ist X eine quasigeordnete
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Menge, so ist A der Schniitoperator und I der Idealoperator auf X, also AY =
=N{y | YSw}, IY=UUM|MS. Y} fir YEX, wobei MS.Y bedeutet,
daB M eine endliche Teilmenge der Menge Y ist. ‘BY bezeichnet die Menge
aller Teilmengen von Y, PB,Y die Menge aller Teilmengen von Y mit weniger
als n Elementen und PB.Y die Menge aller endlichen Teilmengen von Y.

1. n-distributive Verbinde

Sei n eine natiirliche Zahl, n=2. Ein Verband X heiBt n-distributiv, wenn
fiir jedes x€X und jede n-elementige Menge Y S X die Gleichung (d,) gilt.

,) xAVY = V{xAVM|MC ¥}
Die 2-Distributivitit ist die gewShnliche Distributivitit.

- Satz 1.1. Der Verband X ist genau dann n-distributiv, wenn fiir jede endliche
Menge YC X die Gleichung (d,) gilt.

Beweis. Ist X n-distributiv, so gilt (d,) fiir jede hochstens n-elementige
Teilmenge von X. Angenommen, (d,) gilt fiir jede hochstens m-elementige Teil-
menge, m=n. Wir zeigen, daB dann (d,) auch fiir alle (m+ 1)-elementigen Teil-
mengen Y von X gilt. Sei also Y=ZU/{q,b}, |Z|=m—1. Setze z=avb. Da
die Menge Y, =2ZU{z} hochstens m Elemente hat, gilt xAVY=xAVY,=

=V{AVM | M E ZWVAVNUE)|N'E Z). Sei N'CZ fest gewshit.
Setze Y, =NU{a,b}. Wegen |[Y,|l=n=m gilt xAVNU{Z})=xAVY,=

=VEAVM|ME 1) Also gilt xAVY = V{xAVM | M E Z)WVAV{xAVM |
M & NU{a, B} | NS Z}=VixavM|M & 1},

Aufgrund von 1.1 liegt es nahe, den Begriff der \/-Distributivitit zu verall-
gemeinern: Ein vollstindiger Verband X heiBe unendlich n-distributiv, wenn fiir jede
Menge YSX die Bezichung (d,) gilt. Die unendliche 2-Distributivitit ist die
V-Distributivitdt. Hier ist es sinnvoll, auch ¥, als Wert fiir » zuzulassen: Die
unendliche N-Distributivitdt ergibt den bekannten Begriff der A-Stetigkeit (vgl.
[2], Seite 15).

Offensichtlich gilt: Erfiillen x€¢X und YCX die Gleichung (d,), so erfiillen
sie auch (d,,) fir jedes m=n. Insbesondere ist ein unendlich n-distributiver Ver-
band auch A-stetig. Wir erhalten sogar (als Verallgemeinerung des Satzes, daB
ein vollstindiger Verband genau dann \/-distributiv ist, wenn er A-stetig und distri-
butiv ist):
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Satz 1.2.. Ein vollstindiger Verband "X ist genau dann unendlich n-distributiv,
wenn er n-distributiv und )\-stetig ist. :

Beweis. Ist X A-stetig, so gilt fiir x€X und YSX: xAVY = V{xAVN|
NC_.Y}. Wenn X n-distributiv ist, gilt fiir jede endliche Teilmenge N von Y:

*AVN=V{xAVM | M S N}. Es folgt somit: xAVY=V{V{xAVM|M S N}|
NE.Y}=V{xAVM|M S ¥},

Ist also der Verband der Subalgebren oder der Verband der Kongruenzrelationen
einer Algebra A n-distributiv, dann ist er sogar unendlich n-distributiv.

Satz 1.3. Ein (vollstindiger) Verband X ist genau dann (unendlich) n-distri-
butiv, wenn fiir jedes endliche System @ endlicher (beliebiger) Teilmengen von
X gilt:

(D) AVY[Yew} =V{/\{Vf(Y)IY€”"/}lf€y£L B,Y}.

Beweis. Es gelte xAVY =V {xAVM |M_é_ Y} fiir alle x€X und alle
YEX (EX). Sei #={Y,, ..., ¥}} eine Menge von (endlichen) Teilmengen von X.
Es wird mittels vollstandlger Induktion gezelgt daB fiir alle r=1,...,k gilt:

y=VYiAAVY=V{VMA AV MAV Y, A AV Y | M, g Y, fur i=1,..,r}.
(F’iir r =k erhdlt man die Behauptung) Fiir r=1 setze x:=VY,A.. AVYk.

Dann ist y= x/\VY1—V{x/\VM1|M1 Y}=V{VMIAVT.A.. /\VYkIMl Yi}.
Nehmen wir nun an, die Behauptung gilt fiir r, 1=r<k. Seien M, g Yy, -.

..M, S Y, gewdhlt. Mit z:=\/MA. AVMAV Y,s0A - AVY, folgt VM A...A
/\VMrAVYr-l-l/\---/\VYkzz/\er+1=V{Z/\VMr+1|Mr+1 < Yr+l}' Hieraus erglbt

sich: y=V{VMA...AVMAV M, AV Y i2A AVY | M; € Y fiir i=1, ..., r+1}.
Damit ist der Induktionsbeweis beendet.

Es gelte umgekehrt (D,) fiir jedes endliche System von (endlichen) Teilmengen
von X. Seien x€X und YSX (S X) gewahlt. Fir #={{x}, Y} folgt xAVY =

=VASAVY =V{VRAVM | M € Y)=Vi{zavM | € 1},

Wir nennen einen vollstindigen Verband X volistindig n-distributiv, wenn
die Gleichung (D,) fiir jedes Mengensystem #S PX erfiillt ist. Die vollstindige
2-Distributivitidt ist der bekannte Begriff der vollstindigen Distributivitit. Voll-
stindige R,-Distributivitit ist dasselbe wie Stetigkeit (vgl. [8], Seite 58).

" Es bietet sich noch die folgende Variante fiir einen n-Distributivititsbegriff an:
Ein vollstindiger Verband X heiBe endlich n-distributiv, wenn die Gleichung (D,)
fiir jedes Mengensystem % bestehend aus endlichen Teilmengen von X gilt.
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Erfiillt das Mengensystem % die Gleichung (D,), so erfiillt % offensichtlich
auch (D,,) fiir jedes m=n. Insbesondere ist ein vollstindig n-distributiver Verband
auch stetig. In Analogie zu 1.2 gilt sogar:

Satz 1.4. Ein vollstindiger Verband ist genau dann vollstindig n-distributiv,
wenn er endlich n-distributiv und stetig ist.

Beweis. Es ist noch zu zeigen, daB ein endlich n-distributiver und stetiger
Verband X vollstindig n-distributiv ist. Wenn X stetig ist, so gilt fiir ein beliebiges

Mengensystem %< PX: /\{VYIYE@I} V{/\{Vf(Y)lYE@}IfE ]]‘JS,Y} Wegen
der endlichen n-Distributivitit von X gilt fiir jedes f¢ H B.Y: /\{\/ f(Y)l YeW)=
=V{AlVe(/(D) | Ye@}|ge JT /X)) Es folgt somit: MVY| Y€} =
=VAVIAVE(F)| Ye®)| g€ T Buf (D} fe I BT}=V{AVAI)|¥ed) | he
/4 B,Y}.

2. Charakterisierungen der n-Distributivgesetze
durch Eigenschaften des Schnittoperators

Ist I' ein Hiillenoperator auf der Menge X, so heit der durch
?Y::U{FM |M é Y} definierte Operator 'i: PX -~ PX  n-Abschnittoperator.
Die Bilder von : heien n-Abschnitte. Ist I der Schnittoperator einer quasi-

geordneten Menge X, so ist der Operator ’i fiir n=2 der gewdhnliche Abschnitt-
operator und fiir n=g, der Idealoperator. Fiir den (hier nicht vorkommenden)
Fall n>|X| erhdlt man den Schnittoperator. Ist X sogar ein Verband, so gilt
WY=y{VM|M < X}. - :

Ist I' ein Hiillenoperator auf der Menge X und ist & eine Menge von
n-Abschnitten bzgl. I', so sagen wir I' erhdlt den Durchschnitt (%, wenn gilt:
NI'(Z1=r(N%). (Hierbei kann ,,=* durch ,,S* ersetzt werden.)

Satz 2.}. Sei A der Schnittoperator auf dem (volistindigen) Verband X,

und sei YEPX. A erhilt genau dann den Durchschnitt ﬂ{{YI Y%}, wenn fur
% die Gleichung (D,) gilt.

Beweis. n{ay|ye@/} NHVY | Yed)= ;/\{vy|Ye@}*Andererseits gilt

aNfix|reay= W(n{&YIYe@}) Nun ist N {1¥ | Ye®}= NUGVM|M E 1}
| Ye@}=U{NHVIQ) | Yed} | fe H‘B,.Y} ULAVAY) | Yed} | fe JL %Y} =

_t{/\{Vf(Y) , Ye¥} , Je ]] B,Y } Hleraus ergibt sich die Behauptung



104 Horst Gerstmann

Korollar 2.2. Ein vollstindiger Verband ist genau dann vollstindig n-distributiv,
wenn der Schnittoperator beliebige Durchschnitte von n-Abschnitten erhdlt.

Ein vollstindiger Verband ist genau dann unendlich n-distributiv, wenn der Schnitt-
operator endliche Durchschnitte von n-Abschnitten erhilt.
" Ein vollstindiger Verband ist genau dann endlich n-distributiv, wenn der Schnitt-
operator beliebige Durchschnitte von endlich erzeugten n-Abschnitten erhdilt.

Ein Verband ist genau dann n-distributiv, wenn der Schnittoperator endliche
Durchschnitte von endlich erzeugten n-Abschnitten erhdlt.

Dabei heiBit bei gegebener Abbildung ® von X in X eine Menge ZSX
endlich erzeugt, wenn- Z das Bild einer endlichen Teilmenge von X unter & ist.

Wir stellen noch einige Eigenschaften des n-Abschnittoperators zusammen.
Sei I' ein Hiillenoperator auf der Menge X und sei 'i derzu I gehorige n-Ab-
schnittoperator. Wie leicht zu sehen ist, gelten fiir jede Teilmenge Y von X die
Beziehungen I‘Y='¢'1"Y=I"'¢I Y und TY g:Y fiir m=n. Der Operator I ist
extensiv und monoton, aber fiir 2<n<4g, im allgemeinen nicht idempotent (also
kein Hiillenoperator). Wenn jedoch fiir jede Menge NS X ein xy€X mit I';y=I'N
existiert (was zum Beispiel fiir den Schnittoperator eines volistindigen Verbandes
der Fall ist), so gilt To’;,:&r mit r=n—1)(m—1)+1 bzw. r=8,, wenn n oder
m den Wert &, hat.

Beweis. {(1¥) = U{TM|M S U{TN|N & ¥}} = U{IM| M S U{Txy]-
ANEYREU(xy | NeAD | & EBTFEU (TUM) | H S BT }=UTS]-

. | S é Y }=¢' Y. Dabei geht an den mit (%) gekennzeichneten Stellen die folgende
Bezichung ein: Aus K;STI'L; fiir jedes i€l folgt T(:U K)cr(y L.
. €I i€l
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3. Die (unendliche) n-Distributivitit

Die Ergebnisse des ndchsten Satzes stammen groBtenteils von Marcel Erné
und sind grundlegend fiir die Charakterisierungen der n-Distributivitit und der
unendlichen n-Distributivitit. Wir geben hier einen etwas anderen Beweis dafiir,
dall aus der Aussage (b) die Aussage (c) folgt. Der Vollstindigkeit wegen werden
hier die Beweise aus [6] fiir ,,aus (a) folgt (b)* und ,,aus (c) folgt (a)** mit aufgefiihrt.

Lemma 3.1. Seien I' ein Hillenoperator und M ein Mengensystem auf der
Menge X, so daB fir alle x¢X die Menge {x} oder der Punktabschluff I'x ein
Element von A ist. Die folgenden Aussagen (a)—(c) sind dquivalent.

(a) Fiir jedes x€X und alle Mc# mit xcTM gibt es eine Menge NS iM
mit T'N=x.

b)Y IxNIM=T(xNiM) fir alle x€X, Me M.

(¢) I' erhdlt endliche Durchschnitte von Mengen VM, Mc /.

Ist T' ein algebraischer Hiillenoperator und ist M eine Menge von n-Abschnitten,
die alle endlich erzeugten n-Abschnitte enthilt, so ist (d) zu (a)—(c) dquivalent.

(d) Fir jedes x€X und alle EC X mit x¢TE gibt es eine Menge NC ,tE
mit TN=x. '

Gilt I'x={x} fur alle x€X, dann ist (€) zu (a)—(c) dquivalent.

(e) Fir alle Me A ist TM=)M.

Beweis. (a)—~(b): Seien x€X, Mc# und y€}x(\I'M. Dann gibt es eine
Menge NS M mit 'N=ly. Es folgt NCI'N=}yCix, also NSixNiM,
und damit ye TNCST(ixNiM).

(b)—(c): Sei ¥C{iM |M€./l}. Ist #=0, so ist (c) erfiillt. Es sei nun
&= {Yl, ..., Y3}, k=1, Es wird mittels volistindiger Induktion gezeigt, daB fiir
r=1 k gilt:

(x) NC#)=T(¥,N...NY,N\TY,:N...NTY,).

Sei x€N#). Wegen xETI'Y,N..NT'Y, ist x€ixNI'Y,=I'(IxNY)SI(¥,N
Nry,N...Nry,). Es gelte nun (%) fiir ein r, 1=r<k. Sei x¢Y;N...NY,N
NIy, ,yN...Nry,. Dann ist x€{xNI'Y,,,=I'(xNY,,)SI(¥N...NY,;.N
NLY,,sN..NTY). Also gt (¥ N...0Y,NTY,,N...0TY)SI(Y,N
.NY, . NIY,, .N...NTI'Y,). Damit ist der Induktionsbeweis beendet.

(c)—+~(a): Seien Me# und xeI'M. Es gilt lx—&xﬂ[’M:I‘(&xﬂ;M)=I‘N,
wobei N.={xN}M eine in {M enthaltene Menge ist.

Zu (d): Ist I' ein algebraischer Hiillenoperator und gilt {&E ]E XIS A,
so ist (a) zu der folgenden Bedmgung dquivalent: (%) Ist x¢T'E, EC_X, so ist

I'K=ix fiir eine Menge K& &E. Denn einerseits muB3 (*) gelten, da 4 alle
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endlich erzeugten n-Abschnitte enthdlt. Ist andererseits M¢#, so ist M =';S
fiir eine Menge SSX. Ist nun x€I'M=TS, soist x€T'E fiir eine Menge EC.S,
da I' algebraisch ist; aus KC}E folgt KC1S =M. Wegen TK=U{I'F| FS K}
und x€T'K gibt es eine Menge NS K mit x¢I'N und somit 'N=lx.

Zu (e): Gilt (a) und ist x¢I'M fiir eine Menge M¢c#, so ist TN=Ix fiir
eine Menge NC{M. Aus I'x={x} folgt N={x}. Also ist x€{M. Damit ist
gezeigt: T'M =M. Gilt umgekehrt 'M =M fiir alle M¢.#, so ist (b) offensichtlich
erfiillt. .

Satz 3.2. Sei I ein Hiillenoperator auf der Menge X und sei % das zu
I' gehdrige Hitllensystem. Die folgenden Aussagen (a)—(d) sind dquivalent.
(a) Fiir jedes x€X und jede endliche Teilmenge Y von X mit xc€I'Y gibt

es eine Menge Ng'i Y mit T'N=\x.

(b) TXNTY =T(4xN1Y) fir alle x€X, YS X.

(c) ' erhilt endliche Durchschnitte von endlich erzeugten n-Abschnitten.

(d) Das n-Distributivgesetz (d,) wird von allen Elementen von % erfiillt, die
endlich erzeugt sind (bzgl. I').

Ist T ein algebraischer Hillenoperator, so ist (€) zu (a)—(d) dquivalent.

(e) Fiir jedes x€X und jede endliche Teilmenge Y von X mit x€I'Y gibt es
eine Menge Nge'iY mit 'N=\x.

Enthdlt & alle einelementigen Mengen, so ist (f) zu (a)—(d) dquivalent.

() Fiir alle YS X ist [Y=\Y.

Beweis. Mit der Menge aller endlich erzeugten n-Abschnitte als Mengen-
system .4 ergibt 3.1 die Aquivalenz von (a), (b) und (c) und, unter den angegebenen
Voraussetzungen, auch die Aquivalenz von (e) bzw. (f) zu (a)—(c).

(c)~(d): Seien Z€ZX und ¥={Yy,..., Y, )=, Z=TE und Y,=I'M,
fir Mengen EC X, M;S X (i=1,..,n). Es ist V#=I({J%)=I'M mit M=

— M,U...UM,. Aufgrund von (c) gilt ZAVY = ZOTM = (ZN}M). Nun
gilt ZN}\M=ZNU{TN|N S MYSUEZNIN|N € UB)SUZNIU2)|Z S @).

Es folgt zAv@cv{zAvymc ).
(d)~(b): Seien x€X und YC.X. Es gilt xNI'Y=CxNT(U{Ty| yey})_

= rx/\v{FnyeY} = V{Fx/\V{FylyeZ}IZ € ¥} =T(UWxNIZ|Z S YY) =
=I(xNUrz|z ¢ c Y)= rGxNiy).

Satz 3.3. Sei I' ein Hiillenoperator auf der Menge X und sei & das zu
I' gehirige Hilllensystem. Die folgenden Aussagen (ay—(d) sind dquivalent.
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(a) Fiir jedes x€X und jede Teilmenge Y von X mit x€I'Y gibt es eine Menge
NC1Y mit [N=jx.

() IxNTY=T(1xN1Y) fiir alle x€X, YCX.
(c) I' erhdlt endliche Durchschnitte von n-Abschnitten.
(d) & ist ein unendlich n-distributiver Verband.
Ist I' ein algebraischer Hiillenoperator, so ist (¢) zu (a)—(d) dquivalent.
" (e) Fiir jedes x€X wund jede endliche Teilmenge Y von X mit xcI'Y gibt

es eine Menge NC jY mit 'N=\|x.
Enthilt & alle einelementigen Mengen, so ist (f) zu (a)—(d) dquivalent.

® r=h.

Beweis. Aus 3.1 erhilt man die Aquivalenz von (a), (b) und (¢) und, unter
den angegebenen Zusatzvoraussetzungen, auch die Aquivalenz von () bzw. (f) zu
(a)—(c), wenn man als Mengensystem .# die Menge aller n-Abschnitte bzgl.
' nimmt.

(¢)—~(d): Analog zum Beweis ,,(c)—~(d)* von 3.2.

(d)—(b): Analog zum Beweis ,,(d)—~(b)* von 3.2.

Wir wollen die Aussagen von 3.2 und 3.3 kurz fiir den Fall betrachten, daB
I der Schnittoperator A4 eines (vollstindigen) Verbandes X ist. Die Aussagen
von 1.3 erhilt man als Spezialfille der Aquivalenz von (b) und (c) in 3.2 und 3.3
(wenn man.die Charakterisierung der n-Distributivitdt von 1.1 voraussetzt). Die
Aquivalenz von (a) und (b) in 3.2 ergibt fiir n=2 die lokale Charakterisierung der
Distributivitit von Gritzer ([9], Seite 99). Dal die Aussagen (b) und (d) in 3.3
dquivalent sind, bedeutet in diesem Fall, daB die unendliche n-Distributivitit von
X gleichbedeutend ist mit der unendlichen n-Distributivitit der Schnittvervoll-
stindigung. von X. Dies ist aber klar,.da volistindige Verbande 1somorph zu ihrer
Schnittvervollstindigung sind.

. Die Aquivalenz von 3.3 (d) zu den anderen Bedingungen von 3. 3 ist aber keines-
wegs fiir andere Hiillenoperatoren wertlos. Dies soll im folgenden verdeutlicht
werden.

Aus einem Satz iiber Polynomidentititen (siehe [2], Seite 68) folgt, daB ein
Verband genau dann n-distributiv ist, wenn dies fiir seinen Idealverband zutrifft.
Aus 3.3 erhalten wir ein allgemeineres Resultat, wenn wir fiir I’ den Idealoperator
I wihlen und beachten, dall der Operator I, auf endliche Mengen angewandt, mit
dem Schnittoperator 4 iibereinstimmt:

Korollar 3.4. Fiir eine quasigeordnete Menge X sind dquivalent:

(a) Ist YSX und ist xcAY, so existiert eine endliche Teilmenge von ’IY,
fur die x kleinste obere Schranke ist.
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(b) Fiir alle x¢X und YSX gilt xNIY =1(xN}Y).
(¢) I erhdlt endliche Durchschnitte von n-Abschnitten.
(d) Der Idealverband von X ist (unendlich) n-distributiv.

Bezeichnet I' den Schnittoperator A eines Verbandes X, so charakterisieren
die dquivalenten Bedingungen (a)—(d) von 3.2 die n-Distributivitit von X. In
diesem Fall miissen also 3.2 (a) und 3.4 (a) iibereinstimmen. Es soll nun untersucht
werden, fiir welche quasigeordneten Mengen X die Bedingungen 3.2 (a) (fiir I'=4)
und 3.4 (a) sonst noch identisch sind: Im Gegensatz zu 3.2 (a) wird in 3.4 (a) zu

vorgegebener Menge YS X und x€d4Y ceine endliche Teilmenge N von ’iY mit
AN =}x gefordert. Wie aus dem Beweis von 3.1 hervorgeht, kann in 3.2 (a) die
Menge N als Durchschnitt eines Hauptabschnitts mit einem endlich erzeugten
n-Abschnitt gewdhlt werden. Falls also X die Eigenschaft hat, daB im Durchschnitt

¢xﬂ'iF eines Hauptabschnitts {x mit einem endlich erzeugten n-Abschnitt riF

eine endliche Menge E enthalten ist mit 4AE =A(J,xﬂ'Jl,F ), sosind 3.2 (a) und 3.4 (a)
dquivalent fiir X. Hier reicht es, diese Bedingung nur fiir alle (nicht leeren) Mengen
F mit weniger als n Elementen zu fordern, denn fiir eine beliebige Teilmenge Z von

X gilt 1xNIZ=U{xN4F|F € Z).

In einem Verband ist aber &xﬂ'iF:txﬂAF:&xﬂ IWF=WxAVF) fir
0=FSX. Als die geforderte Menge E kann man hier also {xA\F} nehmen.
Im Fall n=2 kann man offensichtlich genauso schlieBen, wenn X lediglich ein
A-Halbverband ist ([6]). Daneben gilt die Aquivalenz von 3.2 (a) und 3.4 (a) natiirlich
auch fiir alle endlichen quasigeordneten Mengen.

Es sei noch bemerkt, daB die Bedingung 3.4 (a)'fiir »=2 mit der von KATRINAK
[11] gegebenen Definition der Distributivitdt eines V-Halbverbandes iibereinstimmt.
Die von Katritidk bemerkte Tatsache, daB ein \/-Halbverband genau dann distributiv
ist, wenn dies fiir seinen Idealverband zutrifft, ist also ein Spezialfall von 3.4.

Die Aquivalenz der Bedingungen (d) und (e) von 3.3 ergibt insbesondere auch
eine Charakterisierung fiir die (unendliche) »n-Distributivitit des Verbandes Su (A4)
der Subalgebren einer Algebra 4. Wir stellen dieses Ergebnis noch einmal besonders
heraus:

Korollar 3.5. Sei A eine Algebra. Su(A) ist genau dann (unendlich) n-
distributiv, wenn fz‘ir Jedes x€X und jede endliche Teilmenge Y von X mit x€[Y]

eine Menge NC eJ,Y existiert mit [N]=[x].

Die Bedingung in 3.5 1aBt sich auch so formulieren: Ist x€[Y], YS X, so ist
x€[N], wobei jedes der endlich vielen Elemente von N in [x] und in einer Menge
M), M C Y, liegt.
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Ist 4 eine idempotente Algebra, so ist die #-Distributivitit von Su (4) auch

gleichwertig mit der Bedingung 3=1" (siehe 3.3 (f)). Diese Charakterisierung der
idempotenten Algebren mit #-distributivem Subalgebrenverband stammt von Andras
Huhn.

Die abelschen Gruppen mit n-distributivem Untergruppenverband wurden von
Andrds Huhn wie folgt charakterisiert:

Sei G eine abelsche Gruppe. Su(G) ist genau dann n-distributiv, wenn jede
endlich erzeugte Untergruppe schon von weniger als n Elementen erzeugt wird.

Beweis (mit Hilfe von 3.5). Angenommen, U ist eine endlich erzeugte Unter-
gruppe von G, die nicht von weniger als n Elementen erzeugt wird. Wir kdnnen -
0.B.d.A. annehmen, daB U isomorph ist zu Z, X...XZ, mit Zahlen r,€Ny:=

:=NU{0}. Der groSte gemeinsame Teiler von r, ..., r, ist ungleich 1, denn sonst
lieBe sich Z, X XZ, in ein direktes Produkt mit weniger als n Faktoren ver-
wandeln: Ist etwa rl;éO und r,=g¢,...q; die Zerlegung von r; in Primpotenzen,
so ist Z,=Z,X..XZ, > ware eeT(ry, ..., =1, s0 k<'5nnte jeder Faktor Z,

mit einem Faktor Z,, i€{2,...,n}, vermoge Z, X2y, verschmolzen
werden. Nimmt man nun als Elemente von Y die den Vektoren (l 0,...,0),...,
.5 (0, ..., 0, 1) entsprechenden Elemente von U wund fiir x das dem Vektor

(1, ..., 1) entsprechende Element, so ist zwar x€[Y], aber x¢ ['iY N[x]], denn in

?Yﬂ[x] liegen nur Elemente von G, die Vektoren der Form (kyry, ..., k1), ...,
vees (Kylny -..y kyry) entsprechen (die j-te Komponente jeweils modulo r;); wire
x die Summe solcher Elemente, so miite eine Gleichung der Form 1=k r,+...+k,7,
mit ganzen Zahlen k,,...,k, gelten, im Widerspruch dazu, da§ ry,...,r, teiler-
fremd sind.

Andererseits gilt die Bedingung aus 3.5 fiir die »-Distributivitit offensichtlich
fiir alle Teilmengen Y von G mit weniger als n Elementen. Nehmen wir also an,
daB die Bedingung aus 3.5 fiir alle (m—1)-elementigen Teilmengen von G erfiillt
ist fiir ein m=n. Essei nun Y ={y,, ..., ¥u}SG, x€[Y], 0.B.d.A. x=p;+...+y,.
Vorausgesetzt, [Y] wird schon von weniger als n Elementen erzeugt, dann gilt
[Y]=Z, X...XZ, fir gewisse Zahlen r,, ..., 7,€N,. Die Elemente von Y konnen
also als (n—1)-komponentige Vektoren angesehen werden. Somit gibt es teiler-
fremde Zahlen ki, ...,k,€Z mit kg, +...+k,y,=0. Also gilt x;:=k;x=
=k +... kg ym=(k;—k) i+ ... Hk;—k,)yu€lY;] fir Y;;==Y\y;. Nach In-
duktionsvoraussetzung ist x,-E['iY ;NI E ['iY N[x]]. Da ky, ..., k, teilerfremd
sind, gibt es ganze Zahlen ¢, ..., t,, mit k., +...+k,t,=1. Es folgt: x=(k,t,+

ikt X =13+ .. 1, Xp€ ['iYﬂ[x]].
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4. Die vollstindige n-Distributivitit

Satz 4.1. Sei I' ein Hiillenoperator auf der Menge X und sei ¥ das zu
I gehirige Hillensystem. Die folgenden Aussagen (a)—(c) sind dquivalent:

(a) Fir jedes xcX gibt es eine Menge NS X, so daff 'N=\|x und Ng’iY
furalle YCX mit x€I'Y gilt.

(b) I' erhdlt beliebige Durchschnitte von n-Abschnitten.

(¢) & ist ein vollstindig n-distributiver Verband.

Ist T ein algebraischer Hiilllenoperator, so ist (d) zu (a)—(c) dquivalent.

(d) Fiir jedes xcX gibt es eine Menge NS X, so daf I'N=\x und Ng,';Y
fiiralle YS X mit xeI'Y gilt. :
Enthilt & alle einelementigen Teilmengen, so ist (e) zu (a)—(c) dquivalent.

(e) F=1.

Beweis. (a)~(b): Sei ¥SBX. Ist xe \I'[#¥], so gilt xcT'Y fiir jedes Y€F.
Nach Voraussetzung existiert eine Menge N mit x¢I'N und Ng'iY fiir alle
YE¥. Also ist N& ﬂ{’iYI Y€%}, und somit gilt xEFNgF(ﬂ{'iY| Ye@)).

(b)—~(a): Sei x€X. Setze N =ﬂ{$Y |er‘Y }. Nach Voraussetzung ist
IN=N{I'Y | xel'Y}. Also gilt N=1|x und NC}¥ fiir alle ¥ S X mit xel'Y.

(b)~(c): Sei FTPBE. Wegen (b) git A{VE|ZeS}=N{FU2)|Zcs}=
=F(N(HU2Z)| Zeo). Bs ist aber N(IUZ) | Zes)=n{UITM | M SUZ}|
|9’€«9’}=U{ﬂ{1"¢(-”2’)|3’€9’}|ll’€5]€]y‘l3n(uf)} S U{N{rur(2) | ze sy fe
Eg]efy%«”f}- Also folgt: /\{Vi"|9’€5’}§V{/\{Vf(3’)]Zf€y}|f€2]€]y1‘nf3}-

©—(b): Sei HCSPX. Es gilt N{IY|YeW=A\{V{l[y|yeY}| YeP}=
=V{NVA{Ty | yef ()} | Ye@}lfeylgg B.Y}=V{NMIf(¥)| Y@} Iféyle]y PB.Y}=

=T(U{NI) | Ye) | fe JT B, Y)=T(O{UITM | M & ¥} | YeaY)=r(n{i¥ |

| Yea)).

Zu (d): Ist I' ein algebraischer Hiillenoperator, so kann man sich in der
Bedingung (a) offensichtlich auf endliche Mengen beschrinken. Die nach (a)
existierende Menge N kann endlich gewidhlt werden, denn ist M eine beliebige
Menge mit I'M =|x, so gibt es eine endliche Teilmenge N von M mit I'N =|x.

Zu(e): Gilt I ='i, so ist (b) offensichtlich erfiillt. Umgekehrt folgt aber schon
aus der unendlichen »-Distributivitit, wenn % alle einelementigen Teilmengen

enthilt: I =1.
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Bezeichnet I' den Schnittoperator oder den Idealoperator, so erhilt man aus
4.1 eine Charakterisierung derjenigen quasigeordneten Mengen, deren Schnitt-
vervollstindigung bzw. Idealvervollstindigung vollstindig n-distributiv ist (ins-
besondere also stetig oder vollstindig distributiv). Zum Beispiel ergibt sich fiir die
Idealvervollstindigung quasigeordneter Mengen:

Korollar 4.2, Fir eine quasigeordnete Menge X sind dquivalent:
(a) Fir jedes x€X gibt es eine Menge NS X, fur die x kleinste obere Schranke

ist und die in jeder Menge ’iY, YCS X, mit x€AY enthalten ist.
(b) I erhdilt beliebige Durchschnitte von n-Abschnitten.
(c) Der Idealverband von X ist vollstindig n-distributiv.

Nimmt man fiir I" den Operator [ ], der jeder Teilmenge einer gegebenen
Algebra A4 die kleinste sie enthaltende Subalgebra zuordnet, so ergibt sich aus 4.1:

Korollar4.3. Sei A eine Algebra. Su(A) ist genau dann volistindig n-
distributiv, wenn fiir alle x€A eine Menge NG . A existiert, so daff [N]=[x] und

NC\Y fur alle YS X mit xc[¥] gilt.

Im Detail bedeutet die Bedingung in 4.3: Fiir alle x€A4 gibt es eine Menge

NES.4 mit [N]=[x] und jedes Element von N liegt in einer Menge [M], M é Y,
wenn x€[Y] gilt.
Fiir idempotente Algebren gilt dariiber hinaus (wegen (4) siehe [7]):

Satz 4.4. Fur eine idempotente Algebra A sind die folgenden vier Aussagen
dquivalent:

(1) Su(4) ist villstindig n-distributiv.

(2) Su(A) ist n-distributiv.

® =kt

(4) Fur alle Yy C 4 gt [Y ]=';Y, wobei die Stelligkeit von jeder Operation
von A nicht gréfer als s ist.

Bei abelschen Gruppen sind jedoch die n-Distributivitit und die vollstindige
n-Distributivitit des Subalgebrenverbandes keine dquivalenten Eigenschaften:

Satz 4.5. Sei G eine abelsche Gruppe. Su(G) ist genau dann vollstindig
n-distributiv (n<g,), wenn G keine Elemente unendlicher Ordnung enthilt und jede
endlich erzeugte Untergruppe schon von weniger als n Elementen erzeugt wird (d. h.
Jjede endlich erzeugte Untergruppe ist isomorph zu einem Produkt Z,‘IX...XZ,‘
far natiirliche Zahlen ki, ..., k,0). "
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Beweis. Nehmen wir an, G enthilt ein Element x unendlicher Ordnung.
Fiir jede Menge P={p,, ..., p,} von n verschiedenen Primzahlen sei ¥p=

—{(]]p)x|j—l ..,n}. Offensichtlich gilt EYP-—[plx]U U[p,x).

Angenommen die Menge ﬂ{&YP | P n-elementige Menge von Primzahlen} ent-
hilt ein Element y0. Wihle eine n-elementige Menge Q von Primzahlen. Wegen

ye';YQ gilt y=kgx fiir ein gqcQ, k€Z. Sei R eine Menge von n Primzahlen,

die alle gréBer als |kg| sind. Dann ist yQ;Y R> da x unendhche Ordnung hat,
Widerspruch.

Hieraus folgt, daB die in 4.3 geforderte Menge N mcht ex1st1ert Su (G) ist
also nicht vollstindig n-distributiv. Nehmen wir nun umgekehrt an, daB jede endlich
erzeugte Untergruppe schon von weniger als n Elementen erzeugt wird und G keine
Elemente unendlicher Ordnung enthilt.

Sei x€G. Sei P die Menge aller maximalen Primpotenzen, die ord x teilen.
Wir setzen N,={(ord x/p)x]pEP}. Offensichtlich gilt [N,]=[x]. Es wird nun

gezeigt, da ng'jY fiir alle YC X mit x€[Y] gilt.
Hat Y weniger als n Elemente, so gilt [Y ]—'iY Wenn also in diesem Fall
x ein Element von [¥] ist, so ist N. ,__JY Angenommen, fiir jedes x€G und

fiir alle (m —1)-elementigen Teilmengen ¥ von G mit x€[Y] gilt: nge&Y (m%n).
Sei Y={y1, ..., ¥m}EG, x€[¥], 0.B.d.A. x=y;+...+y,. Die Elemente von
Y konnen als (n—1)-komponentige Vektoren angesehen werden. Somit gibt es
Zahlen ki, ..., k,€Z mit groBtem gemeinsamen Teiler 1 und kyy;+... +k, y,,=0.
Sei p ein Primpotenzteiler von r:=ord x. Da ki, ..., k, teilerfremd sind, gibt es
ein  je{l,...,m} mit ggT(k;,p)=1. BEs ist xp=k;x=k;yi+...+k;y,=
=(kj—k)yt...+k;—kn)ym€lY;] fir Y;:=Y\y;. Wegen ordx;=r/ggT(k;, r)
ist (ord x;/p)x;=(rs;[p)x mit s;:=k;/ggT(k;,r). Nach Induktionsvoraussetzung

ist (ordxj/p)xje'ing'iY. Wegen ggT(s;,r)=1 gibt es Zahlen a,b€Z mit

ars;/[p=r/p+br. Es folgt (ars,-/p)x:(r/p)xE'iY.

Aus dieser Charakterisierung der abelschen Gruppen mit vollstindig n-distri-
butivem Untergruppenverband ergibt sich insbesondere, daB der Untergruppen-
verband von Z nicht vollstindig distributiv (d. h. kein A-Verband) ist. Fiir den
Fall n=g, wird der vorangegangene Satz falsch: Fiir jede (endlich-stellige) Algebra
A ist Su(A) algebraisch, also insbesondere stetig.

Daf die Bedingungen 3.3 (f) und 4.1 (e) gleich lauten, hat unter anderem noch
die folgende Konsequenz: Ist der Verband der abgeschlossenen Mengen eines
T,-Raumes unendlich n-distributiv, so ist er schon vollstindig n-distributiv. Ins-
besondere sind also fiir eine T)-Topologie die A-Distributivitit und die vollstandlge
Distributivitit gleichwertige Eigenschaften.
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SchluBbemerkung

Wir haben uns in dieser Arbeit zwar auf Werte von n beschrinkt, die zwischen
2 und 8, liegen, es soll jedoch nicht unerwihnt bleiben, daB man auch fiir andere
Kardinalzahlen sinnvolle Sdtze erhalten kann. Zum Beispiel gilt: Ist X ein topologi-
scher Raum, der das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, so ist der Verband der abge-
schlossenen Mengen von X vollstindig §,-distributiv. Dies gilt, weil in solch einem
topologischen Raum jedes Element aus der topologischen Hiille einer Teilmenge
schon Limes einer Folge von Elementen dieser Teilmenge ist, d. h. der topologische
Hiillenoperator stimmt mit dem zugehérigen §;-Abschnittoperator iiberein (woraus
sich die Giiltigkeit von 4.1 (b) ergibt).

Der Autor ist Herrn Professor Erné fiir wertvolle Hinweise dankbar.
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