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«-Distributivgesetze 
HORST GERSTMANN 

0. Einführung und Überblick 

András Huhn prägte 1971 den Begriff der «-Distributivität, der eine Verall-
gemeinerung des gewöhnlichen Distributivgesetzes in Verbänden darstellt [10]. 
Wir nennen hier einen Verband X n-distributiv, wenn für jedes x£X und jede 

R 
«-elementige Teilmenge Y von X die Gleichung x[\\/Y = {xf\\JM\MQ 7 } 

n 
gilt. Dabei bedeutet MQY, daß M eine Teilmenge von Y mit weniger als 
n Elementen ist. Für n—2 ist dies das gewöhnliche Distributivgesetz. 

Es ist klar, daß für einen distributiven Verband das Distributivgesetz nicht 
nur für zweielementige Mengen Y, sondern sogar für alle endlichen Mengen gilt. 
Wir werden zeigen, daß in «-distributiven Verbänden die n-Distributivitäts-
gleichung auch für alle endlichen Mengen Y gilt. So wie man die gewöhnliche 
Distributivität zur V-distributivität verschärft, indem man die Distributivitäts-
eigenschaft für alle Teilmengen Y VOH SÍ verlangt, liegt es nun nahe, auf dieselbe 
Weise eine Verschärfung der n-Distributivität zu definieren, die sogenannte unend-
liche n-Distributivität. Die unendliche n-Distributivität ist gleichbedeutend zu den 
beiden Eigenschaften A-Stetigkeit und n-Distributivität (in Analogie zu dem bekannten 
Sachverhalt für n=2). 

So wie man aber auch die gewöhnliche (V-)Distributivität zur vollständigen 
Distributivität verschärft, läßt sich analog die (unendliche) «-Distributivität zur 
vollständigen n-Distributivität verschärfen. 

Als Werte für n lassen wir alle natürlichen Zahlen größer oder gleich 2 und 
N0 zu. Für « = 2 erhält man die gewöhnlichen Distributivgesetze, für n=K 0 die 
A-Stetigkeit und die Stetigkeit (im Sinne von D. SCOTT [12]), so daß die übrigen 
n-Distributivgesetze als „interpolierende" Eigenschaften zwischen V-Distributivität 
und A-Stetigkeit bzw. vollständiger Distributivität und Stetigkeit angesehen werden 

Eingegangen am 4. Oktober 1982. 

T 



100 Horst Gerstmartn 

können. Die Abschnitte 2, 3 und 4 dieser Arbeit sind in Anlehnung an Arbeiten 
von MARCEL E R N É [3], [6] entstanden. Es werden die «-Distributivgesetze in einem 
sehr allgemeinen Rahmen behandelt, nämlich für Mengen, auf denen lediglich ein 
Hüllenoperator definiert ist. Dieser Idee liegt die Erkenntnis zugrunde, daß die 
(V-, vollständige) Distributivität eines Verbandes eigentlich eine Homomorphie-
eigenschaft des Schnittoperators ist ([6], Seite 20). Nur die Anwendung der Distri-
butivgesetze für die mengentheoretische Durchschnitts- und Vereinigungsbildung 
(die ja immer gelten, also keine besondere Eigenschaft des Verbandes darstellen) 
führt auf das bekannte Aussehen der Distributivgesetze für Verbände. Der Vorteil 
dieser so allgemeinen Behandlung der «-Distributivität besteht in folgendem: Man 
erhält zum einen Charakterisierungen für diejenigen Verbände (sogar allgemeiner: 
quasigeordenete Mengen), die eine (vollständig, unendlich) «-distributive Schnitt-
vervollständigung oder Idealvervollständigung besitzen. (Unter anderem wurden 
die Fälle « = 2 und «=Xo in [4], [6] behandelt.) Zum anderen ergeben sich durch 
die Wahl des Hüllenoperators als diejenige Abbildung, die jeder Teilmenge einer 
gegebenen Algebra die kleinste sie enthaltende Subalgebra zuordnet, Charakteri-
sierungen für die (vollständige, unendliche) «-Distributivität des Verbandes der 
Subalgebren oder Kongruenzrelationen. Insbesondere ergibt sich hier ein Satz 
über die «-Distributivität, der zwei derartige Sätze von András Huhn betreffend 
abelsche Gruppen und idempotente Algebren umfaßt. Weiter stellt sich heraus, 
daß für den Verband der Subalgebren einer idempotenten Algebra die (unendliche) 
«-Distributivität und die vollständige «-Distributivität gleichwertige Eigenschaften 
sind. Die abelschen Gruppen mit vollständig «-distributivem Untergruppenverband 
sind genau diejenigen, die keine Elemente unendlicher Ordnung besitzen, und deren 
endlich erzeugte Untergruppen immer schon von weniger als n Elementen erzeugt 
werden (letzteres bedeutet, daß der Verband der Untergruppen «-distributiv ist). 
Dies gilt für alle «<K0 ; für «=K0 ist jeder Untergruppen verband vollständig 
«-distributiv (d. h. stetig). Insbesondere gilt: Der Untergruppenverband einer abel-
schen Gruppe ist genau dann vollständig distributiv, wenn jede nicht triviale, endlich 
erzeugte Untergruppe von Primzahlordnung ist. 

Weitere Anwendungen der «-distributivgesetze für Hüllenoperatoren erhält 
man durch die Wahl des Hüllenoperators als Abschlußoperator in topologischen 
Räumen. So ergibt sich zum Beispiel, daß für den Verband der abgeschlossenen 
Teilmengen eines 7VRaumes aus der unendlichen «-Distributivität die vollständige 
«-Distributivität volgt. 

Für alternative Verallgemeinerungen der klassischen Distributivgesetze wird 
der Leser verwiesen auf die Arbeiten [1], [5]. 

In den Notationen lehnen wir uns an die in [6] benutzte an. Zum Beispiel wird 
bei vorgegebenem Hüllenoperator r auf der Menge X der Abschnittoperator 
mit I bezeichnet, d .h. JK = U U > lyÉ Y ) Ist X ebe quasigeordnete 
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Menge, so ist A der Schnittoperator und / der Idealoperator auf X, also AY — 
= IY = {J{AM | MQJ) für YQX, wobei MQCY bedeutet, 
daß M eine endliche Teilmenge der Menge Y ist. bezeichnet die Menge 
aller Teilmengen von Y, die Menge aller Teilmengen von Y mit weniger 
als n Elementen und Y die Menge aller endlichen Teilmengen von Y. 

1. «-distributive Verbände 

Sei n eine natürliche Zahl, 2. Ein Verband X heißt n-distributiv, wenn 
für jedes x£X und jede «-elementige Menge YQX die Gleichung (d„) gilt. 

(d„) xAVY= \/{xA\/M\M<t y}. 

Die 2-Distributivität ist die gewöhnliche Distributivität. 

Satz 1.1. Der Verband X ist genau dann n-distributiv, wenn für jede endliche 
Menge YQeX die Gleichung (d„) gilt. 

Beweis. Ist X «-distributiv, so gilt (d„) für jede höchstens «-elementige 
Teilmenge von X. Angenommen, (d„) gilt für jede höchstens m-elementige Teil-
menge, m ^ n . Wir zeigen, daß dann (d„) auch für alle (m+l)-elementigen Teil-
mengen Y von X gilt. Sei also Y=Z{J{a,b}, \Z\=m—1. Setze z=a\jb. Da 
die Menge Y1=ZÖ{z} höchstens m Elemente hat, gilt xA\/Y—xA\/Y1 = 

= V {xt\MM | M t Z}\Z\/{xA\/(NÖ {z}) | N "g Z). Sei N "g Z fest gewählt. 
Setze Y2 = NU {a, b). Wegen |72 | == m gü t X A V ( A T U {z}) = xh\JYt= 

= \J{xh\JM\Mt Also gilt xA\JY = \J{XA\M\mL Z}VV'{V{*AVAf | 
M g Z} = V { * A V ^ | ^ S Y}-

Aufgrund von 1.1 liegt es nahe, den Begriff der V "Distributivität zu verall-
gemeinern : Ein vollständiger Verband X heiße unendlich n-distributiv, wenn für jede 
Menge YQX die Beziehung (d„) gilt. Die unendliche 2-Distributivität ist die 
V-Distributivität. Hier ist es sinnvoll, auch K0 als Wert für « zuzulassen: Die 
unendliche K0-Distributivität ergibt den bekannten Begriff der A-Stetigkeit (vgl. 
[2], Seite 15). 

Offensichtlich gilt: Erfüllen x£X und YQX die Gleichung (d„), so erfüllen 
sie auch (dm) für jedes mS/i. Insbesondere ist ein unendlich «-distributiver Ver-
band auch A-stetig. Wir erhalten sogar (als Verallgemeinerung des Satzes, daß 
ein vollständiger Verband genau dann V"distributiv ist, wenn er A-stetig und distri-
butiv ist): 
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Satz 1.2. Ein vollständiger Verband X ist genau dann unendlich n-distributiv, 
wenn er n-distributiv und /\-stetig ist. 

Beweis. Ist X A-stetig, so gilt für x£X und YQX: xA\/Y = V{*AV-W| 
JVQey}. Wenn X «-distributiv ist, gilt für jede endliche Teilmenge N von Y: 

XAVN = V{xAWM \M t N}. Es folgt somit: xA\/Y = \/{\/{xA\/M \ M t 2V}| 

ivger}=V{MVM|Mg Y). 
Ist also der Verband der Subalgebren oder der Verband der Kongruenzrelationen 

einer Algebra A «-distributiv, dann ist er sogar unendlich «-distributiv. 

Satz 1.3. Ein (vollständiger) Verband X ist genau dann (unendlich) n-distri-
butiv, wenn für jedes endliche System endlicher (beliebiger) Teilmengen von 
X gilt: 

(D„) A № \ Y W } =V{A{V/(iOIW}|/£ n 

Beweis. Es gelte xAV^ = V{*A\AM"|M g 7} für alle x£X und alle 
YQX (QCX). Sei (3/={Y1, ..., Yk} eine Menge von (endlichen) Teilmengen von X. 
Es wird mittels vollständiger Induktion gezeigt, daß für alle r=l,...,lc gilt: 

y:=Vr1A...AV^=V{VM1A...AV^AV^,+iA...AVn|^i I Y, für i= 1, ...,r}. 
(Für r — k erhält man die Behauptung.) Für r= 1 setze x:=yY2A---A\/Yk. 
Dann ist y=xAVY1=\J{xAVM1\M1 g ViV^AV^A-AV^I Mx t Y j . 

n 
Nehmen wir nun an, die Behauptung gilt für r, 1 S r < i . Seien Q Yx, ..., 

...,Mr t Yr gewählt. Mit z:=\/M1A..-AVKAVK+2A-AVYk folgt V ^ i A - A 

AVMrAVYr+1A--AVYk-zAVYr+1=\/{zAVMr+1jMr+1 t 7 r+1}. Hieraus ergibt 

sich: j = V { V M 1 A . . . A V M r A V M r + 1 A V y r + 2 A - A V ^ \ M { t T j ü r ¿ = 1, ...,/-+1}. 
Damit ist der Induktionsbeweis beendet. 

Es gelte umgekehrt (D„) für jedes endliche System von (endlichen) Teilmengen 
von X. Seien x£X und YQX(QeX) gewählt. Für <3/={{x}, 7 } folgt xA\/Y = 

= V W A V ^ = V { V W A V M | M | Y}=y{xA\JM\Mt Y). 

Wir nennen einen vollständigen Verband X vollständig n-distributiv, wenn 
die Gleichung (D„) für jedes Mengensystem Iß* erfüllt ist. Die vollständige 
2-Distributivität ist der bekannte Begriff der vollständigen Distributivität. Voll-
ständige N0-Distributivität ist dasselbe wie Stetigkeit (vgl. [8], Seite 58). 

Es bietet sich noch die folgende Variante für einen «-Distributivitätsbegriff an: 
Ein vollständiger Verband X heiße endlich n-distributiv, wenn die Gleichung (D„) 
für jedes Mengensystem 9 bestehend aus endlichen Teilmengen von X gilt. 



/ i - D i s t r i b u t i v g e s e t z e 103 

Erfüllt das Mengensystem die Gleichung (Dn), so erfüllt <& offensichtlich 
auch (Dm) für jedes män . Insbesondere ist ein vollständig «-distributiver Verband 
auch stetig. In Analogie zu 1.2 gilt sogar: 

Satz 1.4. Ein vollständiger Verband ist genau dann vollständig n-distributiv, 
wenn er endlich n-distributiv und stetig ist. 

Beweis. Es ist noch zu zeigen, daß ein endlich «-distributiver und stetiger 
Verband X vollständig «-distributiv ist. Wenn X stetig ist, so gilt für ein beliebiges 
Mengensystem <&<gyX: A { V ^ | Y<L<&}= V ( A ( V / 0 0 | Yt<&} T I ^ Y ) . Wegen 

der endlichen «-Distributivität von X gilt für jedes / € JJ^Y: A{V/(^ ) | YZ<&}= 

= Es folgt somit: A{\/Y\Ye<2/} = 

= V { V { A { W № ) ) | Y€9}\gln9ynf(Y)}]fi jjycY}=y{A{Vh(Y)\Y(iW}\he 

2. Charakterisierungen der «-Distributivgesetze 
durch Eigenschaften des Schnittoperators 

Ist r ein Hüllenoperator auf der Menge X, so heißt der durch 

| F : = l J { r M \ M t 7} definierte Operator n-Abschnittoperator. 
n 

Die Bilder von | heißen n-Abschnitte. Ist f der Schnittoperator einer quasi-
n 

geordneten Menge X, so ist der Operator J für « = 2 der gewöhnliche Abschnitt-
operator und für n=der Idealoperator. Für den (hier nicht vorkommenden) 
Fall «>1^1 erhält man den Schnittoperator. Ist X sogar ein Verband, so gilt 
\Y=\{\JM\MLX}. 

Ist r ein Hüllenoperator auf der Menge X und ist SS eine Menge von 
«-Abschnitten bzgl. T, so sagen wir T erhält den Durchschnitt 0&, wenn gilt: 
f \ r [ & ] = r ( f \ % ) . (Hierbei kann „ = " durch „ g " ersetzt werden.) 

Satz 2.1. Sei A der Schnittoperator auf dem (vollständigen) Verband X, 

und sei A erhält genau dann den Durchschnitt Hi"^ | Yt<&}, wenn für 
<& die Gleichung (DJ gilt. 

Beweis, J r 6 f l r ) = n U V l r | Andererseits gilt 

Nun ist C\(\Y\Y£<&}=C\{\J{\\/M\M g y}| 
| W } = U { n O W ) Yi<&)\fi / 7 . % n = U 0 A { V / ( n | Y & ) \ f z n = 

. Y£9 ' ' YI® 

= l{A{Vf(Y)\Y£®}\f£ H%Y}. Hieraus ergibt sich die Behauptung. 



104 Horst Gerstmartn 

K o r o l l a r 2.2. Ein vollständiger Verband ist genau dann vollständig n-distributiv, 
wenn der Schnittoperator beliebige Durchschnitte von n-Abschnitten erhält. 

Ein vollständiger Verband ist genau dann unendlich n-distributiv, wenn der Schnitt-
operator endliche Durchschnitte von n-Abschnitten erhält. 

Ein vollständiger Verband ist genau dann endlich n-distributiv, wenn der Schnitt-
operator beliebige Durchschnitte von endlich erzeugten n-Abschnitten erhält. 

Ein Verband ist genau dann n-distributiv, wenn der Schnittoperator endliche 
Durchschnitte von endlich erzeugten n-Abschnitten erhält. 

Dabei heißt bei gegebener Abbildung 4> von X in X eine Menge ZQX 
endlich erzeugt, wenn Z das Bild einer endlichen Teilmenge von X unter $ ist. 

Wir stellen noch einige Eigenschaften des «-Abschnittoperators zusammen. 
tl 

Sei r ein Hüllenoperator auf der Menge X und sei t der zu r gehörige n-Ab-
schnittoperator. Wie leicht zu sehen ist, gelten für jede Teilmenge 7 von X die 

n n m n n 
Beziehungen rY = \TY=T \ Y und \Y g l Y für m^n. Der Operator J ist 
extensiv und monoton, aber für 2 < « < K 0 im allgemeinen nicht idempotent (also 
kein Hüllenoperator). Wenn jedoch für jede Menge NQ-X ein xN£X mit rxN=TN 
existiert (was zum Beispiel für den Schnittoperator eines vollständigen Verbandes 

in n r 
der Fall ist), so gilt J o | = | mit r=(n—l)(m — 1)+1 bzw. wenn n oder 
m den Wert hat. 

DI R , m n . FFL , 

Beweis. KJ7) = \ j { r t i \ M g ( J{™| iV g 7}} = \ j { r M \ M < ^ UU*]v|-

•\NtY}}^\J{r«xN\N€Jr})\jr | % r } = U UXLWOl-^ g^P„7} = U { r 5 | -r r 
• | S g 7 } = | 7. Dabei geht an den mit (*) gekennzeichneten Stellen die folgende 
Beziehung ein: Aus KtgTL( für jedes i£l folgt r(\JKt)Qr(\J L,). 

izl i€/ 
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3. Die (unendliche) «-Distributivität 

Die Ergebnisse des nächsten Satzes stammen größtenteils von Marcel Erne 
und sind grundlegend für die Charakterisierungen der w-Distributivität und der 
unendlichen w-Distributivität. Wir geben hier einen etwas anderen Beweis dafür, 
daß aus der Aussage (b) die Aussage (c) folgt. Der Vollständigkeit wegen werden 
hier die Beweise aus [6] für „aus (a) folgt (b)" und „aus (c) folgt (a)" mit aufgeführt. 

Lemma 3.1. Seien r ein Hüllenoperator und Jt ein Mengensystem auf der 
Menge X, so daß für alle x^X die Menge {*} oder der Punktabschluß ix ein 
Element von JI ist. Die folgenden Aussagen (a)—(c) sind äquivalent. 

(a) Für jedes x£X und alle M^Jt mit x£FM gibt es eine Menge NQ \M 
mit rN= \x. 

(b) | * n r A f = r ( ^ n i M ) für alle x(LX,M<iJi. 
(c) r erhält endliche Durchschnitte von Mengen \M, M^Jt. 
Ist r ein algebraischer Hüllenoperator und ist Ji eine Menge von n-Abschnitten, 

die alle endlich erzeugten n-Abschnitte enthält, so ist (d) zu (a)—(c) äquivalent. 
n 

(d) Für jedes x£X und alle EQ eX mit x£TE gibt es eine Menge NQC\E 
mit TN=\x. 

Gilt rx={x) für alle x£X, dann ist (e) zu (a)—(c) äquivalent. 
(e) Für alle M<iJt ist FM=\M. 

Beweis, (a)—(b): Seien x£X,M£Ji und y£ Ix HTM. Dann gibt es eine 
Menge NQ\M mit TN= iy. Es folgt NQrN=[yQ\x, also NQ\xC\lM, 
und damit y £ r N Q r ( \ x r \ \ M ) . 

(b)—(c): Sei e&Q{\M\M<iJl}. Ist ^ = 0 , so ist (c) erfüllt. Es sei nun 
<2/={Y1, ..., fcsl. Es wird mittels vollständiger Induktion gezeigt, daß für 
r = l , ..., k gilt: 

( * ) nrm = r(Yin...nYrf]rYr+in...nrYk). 

Sei x G f y w wegen \xQrY2n.. .CiFYk ist x e j x n r y ^ r o x n r o g r c ^ n 
n/T2n...n.T7l). Es gelte nun (*) für ein r, l^r^k. Sei x € y 1 n . . . n F r D 
nry l.+1n...nry)t. Dann ist xaxnry r+1=roxnr,+1)gr(r1n...nF r+1n 
nryr+2n...nrr fc). Also gilt r(r1n...nr rnrr r+1n...n/T f c)gr(y in... 
...nr r+ inrr r+2n...nry fc). Damit ist der Induktionsbeweis beendet. 

(c)-(a): Seien M^Ji und x^FM. Es gilt \x=\xC\rM=F(lxr)\M)=rN, 
wobei JV—JxfUM einein \M enthaltene Menge ist. 

Zu (d): Ist r ein algebraischer Hüllenoperator und gilt {'LE | E Q ^ X } Q J / , 
so ist (a) zu der folgenden Bedingung äquivalent: (* ) Ist x£FE, EQCX, so ist 

n 
TK=\x für eine Menge K<^\E. Denn einerseits muß (*) gelten, da Ji alle 
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endlich erzeugten «-Abschnitte enthält. Ist andererseits so ist M = \S 
für eine Menge SQX. Ist nun x£TM=rS, so ist x£FE für eine Menge EQtS, 

da r algebraisch ist; aus Kq\e folgt KQ\S = M. Wegen rK=\J{rF \ FQtK) 
und x^rK gibt es eine Menge N<=tK mit x^TN und somit TN=\x. 

Zu (e): Gilt (a) und ist x£TM für eine Menge M£J/, so ist rN=Tx für 
eine Menge NQ\M. Aus rx = {x} folgt N = {x}. Also ist x£ \M. Damit ist 
gezeigt: TM= \M. Gilt umgekehrt TM— \M für alle M^M, so ist (b) offensichtlich 
erfüllt. 

Satz 3.2. Sei r ein Hüllenoperator auf der Menge X und sei ÜE das zu 
r gehörige Hüllensystem. Die folgenden Aussagen (a)—(d) sind äquivalent. 

(a) Für jedes x£X und jede endliche Teilmenge Y von X mit xdTY gibt 
n 

es eine Menge NQ J Y mit TN— Jx. 

(b) T x n r y = r ( | x n i F ) für alle x£X, YQeX. 
(c) r erhält endliche Durchschnitte von endlich erzeugten n-Abschnitten. 
(d) Das n-Distributivgesetz (d„) wird von allen Elementen von 9C erfüllt, die 

endlich erzeugt sind (bzgl. r). 
Ist r ein algebraischer Hüllenoperator, so ist (e) zu (a)—(d) äquivalent. 
(e) Für jedes x£X und jede endliche Teilmenge Y von X mit x£TY gibt es 

n 
eine Menge NQelY mit TN — Ix. 

Enthält SC alle einelementigen Mengen, so ist (f) zu (a)—(d) äquivalent. 

(f) Für alle Y^eX ist rY—"\Y. 

Beweis. Mit der Menge aller endlich erzeugten «-Abschnitte als Mengen-
system Jl ergibt 3.1 die Äquivalenz von (a), (b) und (c) und, unter den angegebenen 
Voraussetzungen, auch die Äquivalenz von (e) bzw. (f) zu (a)—(c). 

(c ) - (d) : Seien Zi9C und ..., Yn}QSC, Z=TE und Yi=rM{ 

für Mengen EQCX, MtQeX (¿ = 1,. . . ,«). Es ist \j<&=r({]<&)=rM mit M = 

= M 1 U. . .UM„. Aufgrund von (c) gilt Z A V ^ = ZPiTM = r{ZC\"\M). Nun 

gilt Zf)]M=zn\J{rN\N t M}Q\J{ZC)rN\N t 

Es folgt Z A V ^ i V { Z f \ \ J 2 £ \ 2 £ h < y \ 

(d ) - (b ) : Seien x<iX und Y^eX. Es gilt Jxn/T=.Txnr(U{/> 
= rxM{ry\y£Y} = V{rxAV{rj;|^Z}|Zg Y} = R ( U { L * N R Z | Z £ 7 } ) = 

=ruxn\j{rz\z t r } )=r ( i *n i r ) . 
Satz 3.3. Sei T ein Hüllenoperator auf der Menge X und sei SC das zu 

T gehörige Hüllensystem. Die folgenden Aussagen (a)—(d) sind äquivalent. 
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(a) Für jedes x£X und jede Teilmenge Y von X mit x£FY gibt es eine Menge 

NQ\Y mit rN= \x. 

(b) u n r y = r ( | x n i 7 ) für alle x£X, YQX. 
(c) r erhält endliche Durchschnitte von n-Abschnitten. 
(d) 3C ist ein unendlich n-distributiver Verband. 
Ist r ein algebraischer Hüllenoperator, so ist (e) zu (a)—(d) äquivalent. 
(e) Für jedes x£X und jede endliche Teilmenge Y von X mit x£TY gibt 

n 
es eine Menge NQC\Y mit TN = \x. 

Enthält 3C alle einelementigen Mengen, so ist (f) zu (a)—(d) äquivalent. 

(f) r = \ . 

Beweis. Aus 3.1 erhält man die Äquivalenz von (a), (b) und (c) und, unter 
den angegebenen Zusatzvoraussetzungen, auch die Äquivalenz von (e) bzw. (f) zu 
(a)—(c), wenn man als Mengensystem Jl die Menge aller «-Abschnitte bzgl. 
T nimmt. 

(c)—(d): Analog zum Beweis „(c)—(d)" von 3.2. 
(d)—(b): Analog zum Beweis „(d)—(b)" von 3.2. 

Wir wollen die Aussagen von 3.2 und 3.3 kurz für den Fall betrachten, daß 
r der Schnittoperator A eines (vollständigen) Verbandes X ist. Die Aussagen 
von 1.3 erhält man als Spezialfälle der Äquivalenz von (b) und (c) in 3.2 und 3.3 
(wenn man. die Charakterisierung der «-Distributivität von 1.1 voraussetzt). Die 
Äquivalenz von (a) und (b) in 3.2 ergibt für « = 2 die lokale Charakterisierung der 
Distributivität von Grätzer ([9], Seite 99). Daß die Aussagen (b) und (d) in 3.3 
äquivalent sind, bedeutet in diesem Fall, daß die unendliche «-Distributivität von 
X gleichbedeutend ist mit der unendlichen «-Distributivität der Schnittvervoll-
ständigung von X. Dies ist aber klar, da vollständige Verbände isomorph zu ihrer 
Schnittvervollständigung sind. 

. Die Äquivalenz von 3.3 (d) zu den anderen Bedingungen von 3.3 ist aber keines-
wegs für andere Hüllenoperatoren wertlos. Dies soll im folgenden verdeutlicht 
werden. 

Aus einem Satz über Polynomidentitäten (siehe [2], Seite 68) folgt, daß ein 
Verband genau dann «-distributiv ist, wenn dies für seinen Idealverband zutrifft. 
Aus 3.3 erhalten wir ein allgemeineres Resultat, wenn wir für F den Idealoperator 
/ wählen und beachten, daß der Operator I, auf endliche Mengen angewandt, mit 
dem Schnittoperator A übereinstimmt: 

K o r o l l a r 3.4. Für eine quasigeordnete Menge X sind äquivalent: 
n 

(a) Ist YQX und ist x^AY, so existiert eine endliche Teilmenge von i 7 , 
für die x kleinste obere Schranke ist. 
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(b) Für alle x£X und YQX gilt \x(MY=/(ixfl|y). 
(c) I erhält endliche Durchschnitte von n-Abschnitten. 
(d) Der Idealverband von X ist (unendlich) n-distributiv. 

Bezeichnet r den Schnittoperator A eines Verbandes X, so charakterisieren 
die äquivalenten Bedingungen (a)—(d) von 3.2 die «-Distributivität von X. In 
diesem Fall müssen also 3.2 (a) und 3.4 (a) übereinstimmen. Es soll nun untersucht 
werden, für welche quasigeordneten Mengen X die Bedingungen 3.2 (a) (für r=A) 
und 3.4 (a) sonst noch identisch sind: Im Gegensatz zu 3.2 (a) wird in 3.4 (a) zu 

n 
vorgegebener Menge YQeX und x£AY eine endliche Teilmenge N von mit 
AN = \x gefordert. Wie aus dem Beweis von 3.1 hervorgeht, kann in 3.2 (a) die 
Menge N als Durchschnitt eines Hauptabschnitts mit einem endlich erzeugten 
«-Abschnitt gewählt werden. Falls also X die Eigenschaft hat, daß im Durchschnitt 

n n 
|x Pll F eines Hauptabschnitts ix mit einem endlich erzeugten «-Abschnitt JF 

n 
eine endliche Menge E enthalten ist mit AE=A(\xC\ \F), so sind 3.2 (a) und 3.4 (a) 
äquivalent für X. Hier reicht es, diese Bedingung nur für alle (nicht leeren) Mengen 
F mit weniger als n Elementen zu fordern, denn für eine beliebige Teilmenge Z von 
X gilt \xC\"\Z = \J{\xf\AF\F t Z). 

In einem Verband ist aber u n i F = J x n J F = | x n J V ^ i O t A V ^ ) für 
Q^FQX. Als die geforderte Menge E kann man hier also {xAV^} nehmen. 
Im Fall « = 2 kann man offensichtlich genauso schließen, wenn X lediglich ein 
A-Halbverband ist ([6]). Daneben gilt die Äquivalenz von 3.2 (a) und 3.4 (a) natürlich 
auch für alle endlichen quasigeordneten Mengen. 

Es sei noch bemerkt, daß die Bedingung 3.4 (a)"für n=2 mit der von K A T R I N Ä K 

[11] gegebenen Definition der Distributivität eines V-Halbverbandes übereinstimmt. 
Die von Katrinäk bemerkte Tatsache, daß ein V-Halbverband genau dann distributiv 
ist, wenn dies für seinen Idealverband zutrifft, ist also ein Spezialfall von 3.4. 

Die Äquivalenz der Bedingungen (d) und (e) von 3.3 ergibt insbesondere auch 
eine Charakterisierung für die (unendliche) «-Distributivität des Verbandes Su (A) 
der Subalgebren einer Algebra A. Wir stellen dieses Ergebnis noch einmal besonders 
heraus: 

Koro l l a r3 .5 . Sei A eine Algebra. Su (A) ist genau dann (unendlich) n-
distributiv, wenn für jedes xdX und jede endliche Teilmenge Y von X mit x£[7] 

n 
eine Menge NQe\Y existiert mit [iV] = [x]. 

Die Bedingung in 3.5 läßt sich auch so formulieren: Ist x6[7], YQeX, so ist 
x£[AT], wobei jedes der endlich vielen Elemente von N in [x] und in einer Menge 

[M], M L y , liegt. 
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Ist A eine idempotente Algebra, so ist die «-Distributivität von Su (A) auch 
n 

gleichwertig mit der Bedingung J = F (siehe 3.3 (f)). Diese Charakterisierung der 
idempotenten Algebren mit «-distributivem Subalgebrenverband stammt von András 
Huhn. 

Die abelschen Gruppen mit «-distributivem Untergruppenverband wurden von 
András Huhn wie folgt charakterisiert: 

Sei G eine abelsche Gruppe. Su (G) ist genau dann n-distributiv, wenn jede 
endlich erzeugte Untergruppe schon von weniger als n Elementen erzeugt wird. 

Beweis (mit Hilfe von 3.5). Angenommen, U ist eine endlich erzeugte Unter-
gruppe von G, die nicht von weniger als n Elementen erzeugt wird. Wir können 
o.B.d.A. annehmen, daß U isomorph ist zu Z r X . . . X Z r mit Zahlen /-¡6N0:= 
:=NU{0}. Der größte gemeinsame Teiler von r l 5 ..., rn ist ungleich 1, denn sonst 
ließe sich ZrX...XZT in ein direktes Produkt mit weniger als « Faktoren ver-
wandeln: Ist etwa rXyí0 und r1=q1...qk die Zerlegung von rx in Primpotenzen, 
so ist Z ^ s Z ^ X - . X Z ^ ; wäre ggT(r l5 . . . , rn)=\, so könnte jeder Faktor Z ? j 

mit einem Faktor Zr., /£{2, ...,«}, vermöge Zf{XZ = Z r j.? verschmolzen 
werden. Nimmt man nun als Elemente von Y die den Vektoren (1, 0, ..., 0), ..., 
..., (0, ..., 0, 1) entsprechenden Elemente von U und für x das dem Vektor 

n 
(1,..., 1) entsprechende Element, so ist zwar x£[Y], aber [ l i T t M ] , denn in 
n 
i r f l [ x ] liegen nur Elemente von G, die Vektoren der Form (k1 r±, ..., k^),..., 
..., (k„r„, ..., k„r„) entsprechen (die j-te Komponente jeweils modulo rf); wäre 
x die Summe solcher Elemente, so müßte eine Gleichung der Form 1 = kx rx+... + kn r„ 
mit ganzen Zahlen klt ...,k„ gelten, im Widerspruch dazu, daß rlt rn teiler-
fremd sind. 

Andererseits gilt die Bedingung aus 3.5 für die «-Distributivität offensichtlich 
für alle Teilmengen Y von G mit weniger als n Elementen. Nehmen wir also an, 
daß die Bedingung aus 3.5 für alle (m—l)-elementigen Teilmengen von G erfüllt 
ist für ein ffl^n. Es sei nun Y— {yx, ...,ym}QG, x^[Y], o.B.d.A. x=y1+...+ym. 
Vorausgesetzt, [F] wird schon von weniger als n Elementen erzeugt, dann gilt 
[Y]^ZrX...XZrn für gewisse Zahlen ra, ...,/•„€ N0. Die Elemente von Y können 
also als (« —l)-komponentige Vektoren angesehen werden. Somit gibt es teiler-
fremde Zahlen kx, ..., km£Z mit k1y1 + ...+kmym—0. Also gilt xs,\—kjX= 
=kjy1+...+kjym=(kj-k1)y1+...HICj-!cm)ym(L[Yj] für Nach In-

n n 
duktionsvoraussetzung ist Da kx, km teilerfremd 
sind, gibt es ganze Zahlen mit k1t1 + ...+kmtm=\. Es folgt: x=(k1t1+... 
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4. Die vollständige n-Distributivität 

Satz 4.1. Sei T ein Hüllenoperator auf der Menge X und sei SC das zu 
r gehörige Hüllensystem. Die folgenden Aussagen (a)—(c) sind äquivalent: 

n 
(a) Für jedes x£X gibt es eine Menge NQX, so daß TN = \x und NQ\Y 

für alle Y<gX mit x^TY gilt. 
(b) r erhält beliebige Durchschnitte von n-Abschnitten. 
(c) SC ist ein vollständig n-distributiver Verband. 
Ist r ein algebraischer Hüllenoperator, so ist (d) zu (a)—(c) äquivalent. 

n 
(d) Für jedes x£X gibt es eine Menge NQCX, so daß TN=\x und NQe\Y 

für alle YQCX mit x^TY gilt. 
Enthält SC alle einelementigen Teilmengen, so ist (e) zu (a)—(c) äquivalent. 

(e) r = ] . 

Beweis, (a) - (b) : Sei Ist x^f\F[<&], so gilt x£TY für jedes Yi<&. 
n 

Nach Voraussetzung existiert eine Menge N mit x£TN und NQ lY für alle 

Y£<&. Also ist NQf\{\Y\Y<i<&}, und somit gilt x<E/W £ r ( f | { | l ' | Y£<3/}). 

(b)- (a) : Sei x£X. Setze N = f l { ^ | xZTY}. Nach Voraussetzung ist 

rN=f]{TY | x£JT} . Also gilt TN=\x und NQ\Y für alle YQX mit x^TY. 
(b)-(c) : Sei Wegen (b) gilt A ( V ^ | 3 r ^ = f \ { r ( J J S ) | 

= r ( n Ö O J * ) ! * ^ } ) . Es ist aber f ) { K U ^ ) | | M 
= I ZZSf) | / 7 i U { n { ^ ( U / ( ^ ) ) I &€ST}\ / € 

€ / H \ 2 £ \ Also folgt: A { V ^ | V { A { V / W | \ f t II 

(c)-(b) : Sei WQ^X- Es gilt YZ&}=A{V{ry\yeY}\Y£&} = 
= V{ A {V {ry I yef(Y)} \Ye&}\ /<E JJ% Y) = \/{/\{rf(Y) | ¥£<&} | /€ <P„F} = 

= J X U { n { W ) | Yt<st) \ftnjVnY})=r(r){U{rM|m t y) | W } ) = r ( n u y \ 

I Yi<&}). 

Zu (d): Ist T ein algebraischer Hüllenoperator, so kann man sich in der 
Bedingung (a) offensichtlich auf endliche Mengen beschränken. Die nach (a) 
existierende Menge N kann endlich gewählt werden, denn ist M eine beliebige 
Menge mit FM = |x, so gibt es eine endliche Teilmenge N von M mit TN = Jx. 

n 
Zu(e): Gilt T = \ , so ist (b) offensichtlich erfüllt. Umgekehrt folgt aber schon 

aus der unendlichen «-Distributivität, wenn SC alle einelementigen Teilmengen 
enthält: r = | . 
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Bezeichnet f den Schnittoperator oder den Idealoperator, so erhält man aus 
4.1 eine Charakterisierung derjenigen quasigeordneten Mengen, deren Schnitt-
vervollständigung bzw. Idealvervollständigung vollständig «-distributiv ist (ins-
besondere also stetig oder vollständig distributiv). Zum Beispiel ergibt sich für die 
Idealvervollständigung quasigeordneter Mengen: 

Koro l l a r 4.2. Für eine quasigeordnete Menge X sind äquivalent: 
(a) Für jedes x£X gibt es eine Menge NQeX, für die x kleinste obere Schranke 

n 
ist und die in jeder Menge \Y, YQeX, mit x£AY enthalten ist. 

(b) I erhält beliebige Durchschnitte von n-Abschnitten. 
(c) Der Idealverband von X ist vollständig n-distributiv. 

Nimmt man für F den Operator [ ], der jeder Teilmenge einer gegebenen 
Algebra A die kleinste sie enthaltende Subalgebra zuordnet, so ergibt sich aus 4.1: 

K o r o l l a r 4.3. Sei A eine Algebra. Su (A) ist genau dann vollständig n-
distributiv, wenn für alle x£A eine Menge NQeA existiert, so daß [iV] = [x] und 

NQ"\Y für alle YQeX mit x£[Y] gilt. 

Im Detail bedeutet die Bedingung in 4.3: Für alle x£A gibt es eine Menge 
tl 

NQCA mit [iV]=[x] und jedes Element von N liegt in einer Menge [M], M g Y, 
wenn x€[Y] gilt. 

Für idempotente Algebren gilt darüber hinaus (wegen (4) siehe [7]): 

Satz 4.4. Für eine idempotente Algebra A sind die folgenden vier Aussagen 
äquivalent: 

(1) Su (A) ist villständig n-distributiv. 
(2) Su (A) ist n-distributiv. 

(3) [ ] = !• 
n+s—1 n 

(4) Für alle Y Q A gilt [Y] = \Y, wobei die Stelligkeit von jeder Operation 
von A nicht größer als s ist. 

Bei abelschen Gruppen sind jedoch die «-Distributivität und die vollständige 
n-Distributivität des Subalgebrenverbandes keine äquivalenten Eigenschaften: 

Satz 4.5. Sei G eine abelsche Gruppe. Su (G) ist genau dann vollständig 
n-distributiv («<&o)> wenn G keine Elemente unendlicher Ordnung enthält und jede 
endlich erzeugte Untergruppe schon von weniger als n Elementen erzeugt wird (d. h. 
jede endlich erzeugte Untergruppe ist isomorph zu einem Produkt ZkX...XZk 

für natürliche Zahlen kx, ..., kn^0J. 
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Beweis. Nehmen wir an, G enthält ein Element x unendlicher Ordnung. 
Für jede Menge P = {plt •••,/>„} von « verschiedenen Primzahlen sei YP= 

= {{IIP,)x\j = l> •••>"}• Offensichtlich gilt 
i&j n 

Angenommen, die Menge H O T P | P «-elementige Menge von Primzahlen} ent-
hält ein Element y^O. Wähle eine «-elementige Menge 0 von Primzahlen. Wegen 

n 
y€lYQ gilt y—kqx für ein q£Q, k£ Z. Sei R eine Menge von n Primzahlen; 

n 

die alle größer als \kq\ sind. Dann ist ^^ j , da x unendliche Ordnung hat, 
Widerspruch. 

Hieraus folgt, daß die in 4.3 geforderte Menge N nicht existiert. Su (G) ist 
also nicht vollständig «-distributiv. Nehmen wir nun umgekehrt an, daß jede endlich 
erzeugte Untergruppe schon von weniger als « Elementen erzeugt wird und G keine 
Elemente unendlicher Ordnung enthält. 

Sei x£G. Sei P die Menge aller maximalen Primpotenzen, die ord x teilen. 
Wir setzen Nx={(ordx/p)x \p$.P}. Offensichtlich gilt [Ar

x]=[x], Es wird nun 
gezeigt, daß für alle YQeX mit x€ [ r ] gilt. 

n 
Hat Y weniger als « Elemente, so gilt [Y] = \Y. Wenn also in diesem Fall 

tl 
x ein Element von [7] ist, so ist NXQC\Y. Angenommen, für jedes x£G und 

für alle (w-l)-elementigen Teilmengen Y von G mit gilt: NxQe\Y (m^n). 
Sei Y = {y1, ...,ym}QG, x£[Y], o.B.d.A. x=y1+...+ym. Die Elemente von 
Y können als («—l)-komponentige Vektoren angesehen werden. Somit gibt es 
Zahlen kt, ..., km£Z mit größtem gemeinsamen Teiler 1 und k1y1+... +kmym—0. 
Sei p ein Primpotenzteiler von r : = o r d x . Da k1,...,km teilerfremd sind, gibt es 
ein ye{l, ...,m) mit ggT(kj, p)=\. Es ist xJ:=kJx^kJy1+...+kjym = 
=(kj-kJy1+...+(kj-kJym£[Yj] für Yj-.= Y\yj. Wegen ord xj=r/ggT(k], r) 
ist (ord Xj/p)Xj—(rsj/p)x mit sJ\=kjlggl(kj, r). Nach Induktionsvoraussetzung 

ist (ord X J / p ) Y j Q 1Y . Wegen g g T ( ^ , r ) = l gibt es Zahlen a, b£Z mit 
n 

arsj/p=r/p+br. Es folgt (axsj/p) x=(r/p) x£\Y. 
Aus dieser Charakterisierung der abelschen Gruppen mit vollständig «-distri-

butivem Untergruppenverband ergibt sich insbesondere, daß der Untergruppen-
verband von Z nicht vollständig distributiv (d. h. kein ^-Verband) ist. Für den 
Fall «=K 0 wird der vorangegangene Satz falsch: Für jede (endlich-stellige) Algebra 
A ist Su (A) algebraisch, also insbesondere stetig. 

Daß die Bedingungen 3.3 (f) und 4.1 (e) gleich lauten, hat unter anderem noch 
die folgende Konsequenz: Ist der Verband der abgeschlossenen Mengen eines 
Ti-Raumes unendlich «-distributiv, so ist er schon vollständig «-distributiv. Ins-
besondere sind also für eine 7\-Topologie die /\-Distributivität und die vollständige 
Distributivität gleichwertige Eigenschaften. 



/i-Distributivgesetze 113 

Schlußbemerkung 

Wir haben uns in dieser Arbeit zwar auf Werte von n beschränkt, die zwischen 
2 und So hegen, es soll jedoch nicht unerwähnt bleiben, daß man auch für andere 
Kardinalzahlen sinnvolle Sätze erhalten kann. Zum Beispiel gilt: Ist X ein topologi-
scher Raum, der das 1. Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, so ist der Verband der abge-
schlossenen Mengen von X vollständig ^-distributiv. Dies gilt, weil in solch einem 
topologischen Raum jedes Element aus der topologischen Hülle einer Teilmenge 
schon Limes einer Folge von Elementen dieser Teilmenge ist, d. h. der topologische 
Hüllenoperator stimmt mit dem zugehörigen Ki-Abschnittoperator überein (woraus 
sich die Gültigkeit von 4.1 (b) ergibt). 

Der Autor ist Herrn Professor Erne für wertvolle Hinweise dankbar. 
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