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Unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihen 

KÁROLY TANDORI 

1. In der Arbeit [1] haben wir den folgenden Satz bewiesen. 

Satz A. Es sei {an}i eine monoton abnehmende Folge von positiven Zahlen mit 

Dann gibt es ein orthonormiertes System {<p„(x)}r der Treppenfunktionen im Interval 
(0, 1) derart, dass die Reihe 

ihrer Glieder besitzt, die fast überall in (0, 1) divergiert. 

In dieser Note werden wir einen ziemlich einfacheren Beweis auf diesen Satz 
geben. 

Es sei, N,=2+22-K..+22V (v=0, 1, ...). Es ist klar, dass für eine monoton 
abnehmende Folge {an}f von positiven Zahlen die Bedingung (1) mit der Bedingung 

(1) 

2 a«<Pn(x) 
n = l 

2 ank<PnM) *=1 

( 4 ) 

äquivalent ist. Weiterhin aus (4) folgt: 

Eingegangen am 8. December 1982. 
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wobei 
«. = Nv + 2.22"; V = 0,1, ...), i 

a„ = aNy+22V+s+I 

(JV, + 2 ,-22* < n s i 2Vv + 2 s + 1 .22 v ; j = 1, . . . , 2 V - 1 , v = 1,2, ...) 

ist. Für diese Folge gilt ä„^an (n=3,4,...). 
Nach Obigen und nach einem bekannten Satz (s. [2], Satz III) ist es genug den 

folgenden Satz zu beweisen. 

Sa tz B. Es sei {ß„}r e'ne monoton abnehmende Folge von positiven Zahlen mit 
(4), für die 

a„ = %v+22v+i (Nv < n iVv + 2-22 v ; v = 0,1, ...), 

(5) a„ = öjvv+22V+s+1 

(Arv + 2 s . 2 2 v < « s i \ r v + 2 s + 1 .2 2 v ; 1, . . . , 2 V - 1 ; v = 1 ,2 , . . . ) 

ist. Dann gibt es ein orthonormiertes System {<?„(*) }f von Treppenfunktiönen in (0,1) 
derart, dass die Reihe (2) eine Anordnung (3) ihrer Glieder besitzt, die fast überall in 
(0, 1) divergiert. 

2. Zum Beweis des Satzes B benötigen wir gewisse Hilfssätze. 
Für eine Folge b={b„}i setzen wir 

||6|| = sup l / / sup ( Zbnq>n{x)\ dx, 
V 1 o lSiSjVn=i / . 

wobei das Supremum für jedes orthonormierte System <p ={<?„(*) K° in (0,1) ge-
bildet wird. Q , C 2 , . . . bezeichnen positive Konstante. 

H i l f s s a t z I. Für jede Folge b={b„}T mit \bn\^\bn+1\ («=1,2, ...) gilt 

i l Ä l l e Q U ? + 2 6 » l o g 2 « ( C i s l ) . 
v 11=2 > 

Hilfssatz I ist bekannt. (S. [2], Satz VII.) 

H i l f s s a t z II. Für jede Folge b={bu ..., bN, 0, ...} gibt es ein orthonormiertes 
System {!fn(x)}i der Treppenfunktionen in (0,1) und eine einfache Menge E (£¡(0,1)) 
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derart, dass 

(7) 

(6) 1 SmSN maxN (b± W1(x) + ...+ bmWm(x)) s C2||è|| (x€£) (C2 ^ 1), 

mes £ s C s (C3 ^ 1) 

erfüllt sind. 

(Eine Menge wird einfach genannt, wenn sie die Vereinigung endlichvieler Inter-
valle ist.) 

Hilfssatz II ist eine einfache Folgerung von [2], Hilfssatz VIII. 

Hi l f s sa tz III. Es seien b eine Zahlenfolge und N eine positive ganze Zahl 
derart, dass 

Dann gibt es ein orthonormiertes System {¥n(x)}i der Treppenfunktionen in (0,1) und 
paarweise disjunkteIntervalle Ii, ..., IN (g (0 , C3/8)) mit mesI~C3ISN(i=\, ..., N) 
derart, dass mit gewissen Indizes mt (1 ^m^N) 

(/=1, ...,N) erfüllt sind. 

Beweis des Hi l f s sa tzes III. Durch Anwendung des Hilfssatzes II gibt es 
ein orthonormiertes System {^„(x)}i der Treppenfunktionen in (0,1) und eine ein-
fache Menge £ ( g ( 0 , 1)) mit (6) und (7). Es sei 

N C2.C 

n = l o 

+ II6II, 

(xa.) 

bmt+1vmi+iW+... +bMx) s 

G = jx€(0,1) : [ i w * ) S - y ||è||}. 

G ist einfach und nach der Tschebyschevschen Ungleichung folgt 

N 
2 K c n=l __ 

auf Grund von (8). Für jedes x6(0, 1) sei i(x) die kleinste positive ganze Zahl mit 

b ^ x ) * , . . +bi(x)ViM(x) = max (bMx)+... +bmVm(x)), 
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und sei Hi={x£ =(0,1): i(x)=i} ( /= 1, . . . ,N) . Wir setzen H^ = H\G (i= 1 , . . . ,N ) . 
Offensichtlich sind die Mengen H* einfach, paarweise disjunkt, weiterhin gelten 

N C 
1* 3 

mes U 
i = 1 ^ 

bi+1Vi+1(x)+... +bNWN(x) —% 

( i = l , ..., N). Ferner gibt es solche umkehrbar eindeutige, messtreue Transforma-
tion T1 von (0,1) auf sich selbst derart, dass jede Menge Hi=T1H* (i= 1, . . . , N) ein 
Intervall ist, die Funktionen V,

n(x)=*Pn(Ti1x) ( n= l , ..., N) Treppenfunktionen 
sind, und sie ein orthonormiertes System in (0, 1) bilden. Es seien 1 
die Indizes /, für die mes H^CJ4N bestehen. Offensichtlich besteht 

Dann gilt 

¿ m e s 
r = l " 

mes H ^ ä ^ + ß , ^ , 

wobei a, eine positive ganzie Zahl und 0 ̂  ßr < 1 (r=l, ..., g) ist. Es sei Hi ein Teil-
intervall von Ht mit R 

— C mes Hir = ä t j ± (r=l,...,g). 

Dann besteht 

j > e s H i r = («! + ... + ä e ) - ^ r S 

woraus ä 1 + . . .+ä e SiV folgt. Es seien <x1,..., aQ positive ganze Zahlen mit a r S 
S ä r ( r = l , ..., g) und ay+...+ae=N. Weiterhin sei Jr ein Teilintervall von H{ 

mit mes Jr=C3ar/SN (r=\, ..., g). Dann gilt 

2 mes/, -r=l O 

Wir teilen das Intervall Jr in a, paarweise disjunkte TeiUntervalle /r
('J ( /=1, ..., ar) 

mit 

mes// ') = (/ = 1, . . . ; «„ r = 1, ..., Q). 
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Die Intervalle 7r
(0 ( /=1, ..., a,; r= 1, ..., Q) bezeichnen wir der Reihe nach mit 

Ii, ..., IN. Offensichtlich gibt es solche umkehrbar eindeutige, messtreue Transfor-
mation T2 von (0, 1) auf sich selbst derart, dass jede Menge Ii=T2Ii (i= 1, ..., N) 
ein Intervall ist, die Funktionen f „ ( x ) = f „ ( T j ' 1 x ) ( n = l , ..., N) Treppenfunktionen 

N 
sind, und sie ein orthonormiertes System in (0, 1) bilden, weiterhin (J /¡=(0, CJS) 
erfüllt ist. i~1 

Für diese Funktionen W„(x)(n=1, ..., N) und für diese Intervalle / | ( /= 1, ...,N) 
sind alle Forderungen des Hilfssatzes III erfüllt. 

Auf Grund der Bedingungen des Satzes B gibt es eine ganze Zahl a (0 oder 1), 
für die 

00 / + 
( 9 ) 2 y 2 o« l o 8 « = °° 

ist. Weiterhin sei v0 eine positive ganze Zahl mit 

(10) ( V S V 0 ) . 

Im Folgenden bezeichnet r„(x) die «-te Rademachersche Funktion: r„(x)= 
= sign sin 2"nx (n=0, 1, ...). 

Hil f ssa tz IV. Es seien vl5 v2 ganze Zahlen mit v ^ v ^ v j , und {a„}~ eine Folge 
mit (5). Dann gibt es ein orthonormiertes System der Treppen-
funktionen in (0,4) und eine Folge der paarweise disjunkten, einfachen Mengen 
/,(v2) (çj(0, 1)) (/ = 1, ...,222v8+°) mit den folgenden Eigenschaften: 

Es ist 

(11) mes/((v2) = ( / = 1 , 

Es gilt 
frn(x), x£(3,4), 

(12) 4>„(x) = | 0 S O N S T (iV2,+0 < n Ä AT2v+(j+1; V = V l , ... , v2). 

Es gibt nichtleere Intervalle /,(v2) (£(1, 2)), /2(v2) (£(2, 3)) derart, dass 

(13) <P„(x) = 0 (*6Ji(v«)U J2(v2); n = iV2vi+ff_1 + l , ..., N2vz+a+1) 

gilt. Weiterhin besitzt die Summe 

^Vj + tr + l 

i+l 
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eine Anordnung 

2 ûmvA(V2)(*) 
* =

 A r

2v
1
 + o - l + 1 

ihrer Glieder derart, dass mit gewissen Indizes mji, v2), m2(i, v2) (N2vi+a-1 

< mt(i, Vo) = m2(i, v2) , N2VI+<J+I) 

(14) 

m 2(i,Vj) 2 
k ^ m ^ i , v.) 

T a n k M 0 n k M ( x ) ^ 2 ] [ " T c r M n (X€/,(V2)) 

(/ = 1, . . . , 222v-+°) ¿M/e/i/. 

Beweis des H i l f s s a t ze s IV. Wir können den Hilfssatz III für die Folge 
b = {c/A, , + 1 , ...,aN , 0 , . . . } anwenden; nämlich wegen (10) ist (8) offen-
sichtlich erfüllt. Die sich ergebenden Funktionen, bzw. Intervalle bezeichnen wir mit 
W„(x) (n=JV2ti+<J_1+1, ..., JV2Vi+J, bzw. mit h (i= 1, ..., 223Vl+CT). Wir setzen 

j / f r . ß * ) . , « 0 . 0 . . 

• P „ ( x - 1 ) , X(E(1 + C 3 / 8 , 2 ) , ^ - + 

0, sonst 

6 ( x ) = i ^ W ' 
" W 10, so: sonst 

•••> K2Vi+a+1), A(v 1 )=( l , 1+C3/8), 7 , ^ ) ^ ( 2 , 3). Weiterhin sei I ^vJ 
( i= 1, ..., 222vi+<t), dasjenige Intervall, welches aus /,• mit der Transformation 
y=$IC3-x entsteht. Endlich sei nk(v^=k (k=N2Vi+a_1+\, ..., N2Vi+a+1). Auf 
Grund der Hilfssätze I, III sind (11)—(14) für das System { i . t ^ ^ ' n , für 
die Mengen / ¡ (v j ( /=1 , . . . , 222vi+a), für die Intervalle ^ (v j ) , /2(vx) und für die 
Anordnung njv-y) (^=iV2Vi+<,_1 +1 , - . . , iV2v.i+0+i) im Falle v 2 = e r f ü l l t . 

Wenn v2>vx ist, dann sei v* eine ganze Zahl mit V1Äv*<V2. Wir nehmen an, 
dass das orthonormierte System der Treppenfunktionen in 
(0,4), die paarweise disjunkten, einfachen Mengen /¡(v*) (/=1, 2..., 222v*+<T) und 
die Anordnung nk(v*) (k=N2v+a_1+l,..., N2v*+a+1) derart definiert sind, dass 
(11)—(14) mit gewissen nichtleeren Intervallen ^(v*) (£(1 ,2)) , J2(v*) (Q(2, 3)) 
und mit gewissen Indizes mji, v*), m2{i, v*), (Ar

2Vi+0_1<m1(z, v*)^m2(i, v*)^ 
— ̂ 2v*+(r+i) im Falle v2 = v* erfüllt sind. 
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Füi jede ganze Zahl /, l^/^22 2 v*+ < T setzen wir die Indexmengen 

Zf» = {« + ( / - l ) c 0 + l , . . . ,ö + ( / - l ) c 0 + c0/2}U 

(itv*+o + l_1 

u ( ¿tV + o + l^ V 

u {a + 2s6 + 0 - l ) c s + l , ...,a + 2sb + (i-l)cs + cJ2}}, 

U 

Zf» = {a + (/— l)c0 + c0/2 +1, ..., a + /c0} U 

(2
2v* + <r+l_

1 

u {a + 2'b + (i— l)cs + cs/2 + 1, ..., a + 2sb + ic^y 

Zf = {fl + (j — l ) c 0 + 1, ..., a + /c0}U 
/22V* + O + 1 _ 1 

u (2ZV» + (T + 1 _ 1 S 

u {a + 2sb + (i— l ) c s + 1, . . . , a + 2s6 + /cs}J, 

wobei a=N^+a+1, b=222v*+a+1, Co=2***+°+1^l2*yt+°, cs=2
22v*+0+1+s/222v*+ff 

0 = 1 , . . . ,22 v*+ < T + 1- l) ist. Offensichtlich sind die Mengen Z f , Z f (i = 1, ... 
...,22Zv*+<r) paarweise disjunkt, es gelten 

zpuzp = Z , ( / = 1 , . . . , 222v*+ff), U ^ = { A T 2 V * + C + 1 + 1 , . . . , 2 V 2 ( V . + 1 ) + , } , 
i=1 

die Mächtigkeiten der Mengen Z f \ Z f sind gleich mit 222(v*+1)+72-222v*+f f= 
—M0. Die Elemente von Zjx) bezeichnen wir in natürlicher Anordnung mit 
/jfV), ..., lMJi), weiterhin bezeichnen wir die Elemente von Z'2) in natürlicher 
Anordnung mit /Mo+1(0> •••> h\i0(¡) 0'=1, ..., 222v*+ff). Auf Grund von (5) sind 
die Folgen {a,1(0, ..,, alM(¡(l)}, K*0 + 1 ( i)> aiÍMaV)} m i t dieselber Folge gleich; 
diese Folge bezeichnen wir mit b w = {b^\ . . . , ¿ ^ , 0 , ...}. • 

Für jede ganze Zähl i ( l^/ 's22 2 v*+ f f) werden wir die Funktionen <$,w(x) 
0 = 1 , .. . ,2M0) definieren. Es seien /*(/) (üA(v*)), J*(i) (QJ2(v*)) (i=l, ... 
..., 222v*+<r) paarweise disjunkte, nichtleere Intervalle mit 

,,
2
2V*+<7

 o2
2V* + fr 

J*(V*+1) = / l ( v * ) \ u A*(0 * 0, Uv* +1) = U I¿(i) * 0. 
¡ = 1 ¡=1 

Wir wenden den Hilfssatz III auf die Folge bm an; wegen (10) besteht (8) offensicht-
lich; und so kann man den Hilfssatz III anwenden. Die sich ergebenden Funktionen, 
bzw. Intervalle bezeichnen wir mit f„(x) (» = 1, ...,M0) bzw. mit I} (7=1, . . . 

13* 
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...,M0). Wir setzen 

sonst, 

^2 >(X) = 

= 

sonst 

(n = l, ...,M0). Weiterhin sei I j (j= 1, ...,M0) das Intervall, welches aus / , mit 
C3 der Transformation y = x entsteht. 
o 

Für eine in (0,1) definierte Funktion f(x) und für ein Intervall I=(a, ß) 
( c (0 , 1)) sei 

/ ( / ; x ) = 
X ^ ß , 

0, sonst, 

weiterhin, für eine Menge H (Q(0, 1)) sei H(I) die Menge, die aus H mit der Trans-
formation y=(ß—&)X+OL entsteht. 

Da die Funktionen $„(x) (n=A^2v J.<r_1+1, ..., Ar
2v,+(J+1) Treppenfunktionen 

sind, gibt es eine Einteilung von /¡(v*) in paarweise disjunkte Intervalle / , ( / ) ( r = 
= l , . . . , ß ) derart, dass jede Funktion <P„(x) («=JV2Vi+<F_1+l, ..., i\T2v»+<F+1) in 
jedem Intervall Jr(i) ( r = l , ..., Q) konstant ist; die zwei Hälfte von Jr(i) bezeichnen 
wir mit J'r(i), bzw. mit ./"(/) (r— 1, ..., Q). Wir setzen 

y„0'; x) = 

= 1 / — ! — f i W ( 0 ; * ) - i * ) ) + i / - i - — ^ » ( t f C ) ; *) ymes/,(v*) u = i r=i ; ymes/*(f) 

( n = l , ...,M0), und 

/ ( . • - i ) w „ + J 0 ' + - f 1 ) = U W ' ) , 

h - t w a + u 9 + j < y * + V = U W ) U = 1 , . . . , M 0 ) . 
r = l 

Auf Grund des Hilfssatzes III und der Definition ist es offensichtlich, dass die Mengen 
Mv* + 1) ( i ( 0 , 1)) (/=1, ...,222(v*+1)+ff) paarweise disjunkt und einfach sind, 
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weiterhin (11) für v2=v* + 1 besteht. Wir setzen 

1 

f „ ( ; ; x) = 

Wn(i; x) = 

_ y . i i ; * ) , x€(0,2), 
j/2 ( « = 1, . . . ,M0). 
0, *€(0 ,4) \ / 2 *(0 

-jL !?„(/;*), *€(0,2), 
j/2 (h = M0 + i, ...,2M0). 
0, x€(0, 4)\/2*(i) 

Man kann die Funktionen ^„(Z; x) ( n = l , ..., 2M0) in I2(i) leicht derart definieren, 
dass sie in I 2 ( i ) Treppenfunktionen sind, und ein orthonormiertes System in (0, 4) 
bilden. Wir setzen 

$IAi)(x) = Tj(i; x) ( j = 1, ..., 2M0; i = 1, ..., 

Auf Grund des Hilfssatzes III und der Definition ist es offensichtlich, dass diese Funk-
tionen in (0,4) Treppenfunktionen sind, und die Funktionen 4>„ (x) (n=N2Vi+a_1+1,... 
..., ^2(v*+i)+<r) e ' n orthonormiertes System in (0,4) bilden, weiterhin (13) für 
v2=v* + l gilt. Auf Grund der Hilfssätze I, III und der Definition folgt durch ein-
fache Rechnung, dass mit gewissen Indizes pj(i) ( l ^ p j ( i ) ^ M 0 ; j = l , . . . , M 0 ) 

C C 1LC 1 /^2(v*+l)+(T 
^ ' y 2 al log2 n (xa(i-1)2Mo+J), V128 r n=jv2v,+ff+1+i 

(15) 

C C 1IC 1 / w2(v*+l)+<r C ^ C C a V ^ a M n ( x € / ( i _ i ) 2 M o + M o + . ) 
r n=N„ yi28 r "=ii2v*+<T+i+1 

0 = 1 , ...,M0;i=l, ...,2&*+a) gelten. Wir setzen endlich 

*€(3,4), 
sonst 

(n=i\T2(v*+1)+(T+l, ..., N2(v*+1}+a+1). Offensichtlich sind die Funktionen <£„(jr) 
(«=iV2„i+(T_1-Fl, ..., iV2(v*+1)+0+1) Treppenfunktionen und bilden ein orthonor-
miertes System in (0,4), weiterhin gilt (12) für v2=v* +1. 

Für jede ganze Zahl /, 0^/-=222v*"t"T, definieren wir eine Anordnung nk(i, v*) 
(A;=iV2Vi+0._1+1,..., Af 2 v ,+ f f + 1+2M 0( /+l)) der Indizes 

«€{JV2vi+ff-i +1, ..., N2v*+a+1} U ( U Z j j . 
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Es sei nk(0, v*)=nk(y*) (k=N2Vi+a_1+\,..., N2v*+(,+1), und 

nk(i, v*), k = NSri+„-i + l, ..., m,(i + l , v * ) - l , 

mi(/ +1 , v*)— 1 +/fc-mi(,+i,»»)+i o + i). 
k = I B J O ' + I , v*), ...,m1(i+l,v*) + M0-l, 

nk(i+1, v*) = nk^Mo(i, v*), k = »liO + l, v*) + M0 , ..., m2(i +1, v*) + M0 , 

— moO + l, v* 

k = m2(i+\,v*) + M0+l, ...,m2(i+\,v*) + 2MQ, 

nk-2M0(i,v*), k = tn2(i+1, v*) + 2 M 0 + l , ..., ¿V2v.+(T+1 + 2 M O ( I + 1 ) 

(/=1, 222v*+ff —1). Wir setzen 

s2v*+ff, v*), k = i\T2vi+ff_1 +1, ..., JV2(v.+1)+ff, A: — i\T2(v«+1)+<, + 1 , ..., N2(rt+1)+<r+1. 

Auf Grund der Voraussetzung, der Definitionen und der Ungleichungen (15) kann 
man leicht sehen, dass (14) für die Funktionen $„ (x) (n=2V2Vi+a_1+1,..., iV 2 ( v*+ +„+ 1) , 
Tür die Mengen 7,(v* + l) ( /=1, ..., 222(v*+1)+ff) und für die Anordnung n*(v*+l) 
(fc=iV2Vi+(T_1+l, •••,-N2(v*+1)+ff+1) mit gewissen Indizes m^i, v* + l), m2(i, v* + l) 
(N2n+a-1-<m1(i, v * + l ) s m , ( i , v*+l)siV2(v*+x)+(T+1) im Falle v2 = v*+l erfüllt ist. 

Den Hilfssatz IV bekommen wir dann durch Induktion. 

3. Beweis des Satzes B. Aus (9) folgt, dass eine Indexfolge {vs}r mit 
v 0 S v 1 < . . . < v s < . . . und 

(i6) S ^ L 
»-V-1 /128 

] / a 2 log 2« == 25 ( 5 = 1 ; 2 , ...) 

existiert. Für jede ganze Zahl s ( j = 1 , 2,. . .) wenden wir den Hilfssatz IV im Falle 
v 1 = v s + l , v 2=v J + 1 an. Die sich ergebenden Funktionen, bzw. die sich ergebende 
Anordnung bezeichnen wir mit <Pn(s\ x) («=A r

2 (^+ 1 ) +„_1+1, ..., N2,^i+a+1), bzw. 
mit nk(s) (k—N2^t+1)+a_1 + l, ...,N2t, + f f + 1). Auf Grund des Hilfssatzes IV sind 
diese Funktionen Treppenfunktionen, und sie bilden ein orthonormiertes System in 
(0, 4), weiterhin auf Grund von (16) gilt 

(17) max 2ank(s) <t>nk(s)(s', X) 
k=i 

— (*€(0,1)) 

( j = 1, 2, ...). Wir setzen 

&n(x) = j & n ( i ; j ) (x£(0,1); n = iVa(i,j+1)+(T_1 +1, ..., JV2v-s+1+(T+1). 
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Aus (17) folgt 

(18) 

( s = 1,2,...). 

max 
k-=i 

S S Xd (»4H 
Es sei <p„(x)=rn(x) (n—l,...,N2(9i+1)+a_1). Es sei J0 eine nichtnegative ganze 

Zahl. Wir nehmen an, dass die Funktionen <pn(x) (H=1, ..., N2ySo+1+a+i) und die 
Mengen Ex, ..., E„o (§¡(0,1)) schon derart definiert sind, dass diese Funktionen Trep-
penfunktionen sind, sie ein orthonormiertes System in (0, 1) bilden, diese Mengen 
einfach und stochastisch unabhängig sind, weiterhin 

(19) 
und 

(20) 

mes Es — 1/4, 

max Z ank(s)<PnkU)(x) S 5 (x£Es) 

für j = l , . . . ,J0 erfüllt sind. Da die Funktionen ç„{x) (n= 1, ..., JV2v,+1+„+i) 
Treppenfunktionen und die Mengen E1, •••,EH einfach sind, gibt es eine Einteilung 
von (0, 1) in paarweise disjunkte Intervalle / l 5 ...,Je derart, dass jede Funktion 
(pn{x) (/2=1, ..., Af2iiso+1+<J+1) in jedem Intervall Jr ( r = l , ..., q) konstant ist, und 
jede Menge Es ( j = 1 , ..., i0) die Vereinigung gewisser Jr ist. Die zwei Hälfte von Jr 

bezeichnen wir mit J'r, bzw. mit J"r ( r = l , ..., q). Wir setzen 

<Pn(x) = x)-Z^n(Jri x) on = iV2v-So+1+0_1-i-l,..., N2fso+2+a+1), 

ESO+x = ( j j / / ( / ; ) ) u ( Û / / w ) • 

Nach Obigen und nach der Definitionen sind die Funktionen <P„(x) 
(n=^2vS0+i+ f f-i + l . A^+ü+c+i ) Treppenfunktionen, die Menge E,t+1 ist 
einfach, die Funktionen (p„(x) (n=l, ..., iV2i,So+2+(T+1) bilden ein orthonormiertes 
System in (0,1), die Mengen Ex, ..., ESo+x sind stochastisch unabhängig, für j = j 0 + 1 
gilt (19), weiterhin aus (18) sich ergibt, dass (20) für i=io-(-l auch erfüllt wird. Durch 
Induktion erhalten wir ein orthonormiertes System {<?„(*)K° der Treppenfunktionen 
in (0,1), und eine Folge der einfachen, und stochastisch unabhängigen Mengen 
E, (g (0 ,1 ) ) ( j = 1 , 2, . . . ) derart, dass (19) und (20) für jedes j (=1 , 2, . . . ) erfüllt 
werden. 

Es seien nk=k (k=l, Ar
2(i,i+1)+<T_1), und nk=nk(s) 

=^2vJ+1+»+i; ¿=1 ,2 , . . . ) . Dann gilt 

(21) max Zank<Pnk(x) S s (*€£,) 
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für jedes J=1 , 2, ..., auf Grund von (20). Da die Mengen ES ( J=1 , 2, ...) stochas-
tisch unabhängig sind, aus (19) folgt mes Gm ES= 1. Weiterhin aus (21) bekommen 
wir 

Ilm 2 ank(Pnk(x) 
k — i 

— (xÇlim£s). 

Damit haben wir Satz B vollständig bewiesen. 
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