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Uber numerischie Wertebereiche und
Spektralwertabschéitzungen

A. RHODIUS

0. Einleitung

Numerische Wertebereiche fiir lineare Operatoren in Hilbertriumen werden
seit den Arbeiten [4], [15] von F. HAUsDORFF und O. TOEPLITZ untersucht. G. LUMER
[97 und F. L. Baukr {2] fiihrten numerische Wertebereiche fiir Banachraum-Opera-
toren ein. Nach J. P. WiLLIAMSs [16] ist das Spektrum jedes stetigen Endomorphismus
eines Banachraumes eine. Teilmenge der abgeschlossen Hiille des Bauerschen nume-
rischen Wertebereiches. : 0

' Die abgeschlossene Hiille- des numerischen Wertebereiches von Lumer enthalt
im allgemeinen nur das approximative Punktspektrum. In der vorliegenden Note
werden mit Hilfe von zu Halbnormen gehdrenden Wertebereichen EinschlieBungsmen-
gen fiir Teile des Spektrums angegeben. Diese Resultate kénnen als Verallgemeine-
rungen der Sitze von Williams und Lumer auf in halbnormierten Raumen wirkende
Operatoren aufgefaBt werden. Als Anwendungsmdglichkeiten ergeben sich Spektral-
werteinschlieBungen fiir Hilbertraum-Operatoren, fiir Integraloperatoren mit sto-
chastischen Kernen ebenso wie Ergebnisse fiir diskrete Markovprozesse beziiglich
ihres asymptotischen Verhaltens.

1. Begriffe und Bezeichnungen
Es sei E ein Vektorraufn itber dem Korper C der komplexen Zahlen, p eine
Halbnorm auf £ und T:E—E ein Endomorphlsmus von E. Ferner bezeichne S,

d1e Emheltssphare {xEE p(x)=1} und D, (x) die Menge der Stutzfunktlonale

D,(x) = _{fEE':. fW=1 IfG)=p() (EE} (ES)

" Eingegangen am 22. Februar 1983.
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Fir die Abbildung Q,: S,—~%PB(E’) der Einheitssphire S, in die Potenzmenge
P(E") gelte 0=Q,(x)ED (x) (x€S)).

Die Menge
Vo,(T) ={f(Tx): f€Q,(x), x€S,}

heiBt numerischer Wertebereich von T beziiglich @,. (Vgl. [11].) Da fiir die zuge-
lassenen Abbildungen Q, die konvexe Hiille von VQ (T) mit der konvexen Hiille
von V), (T) iibereinstimmt, ist sup {|A}: A€V, (T)} unabhanglg von der speziellen
Abblldung Q,. Die GroBe

0,(T) = sup {|A]: A€V, (T))

heiBt numerischer Radius des Endomorphismus 7.

Unter dem Spektrum o (T) verstehen wir stets das algebraische Spektrum des
Endomorphismus 7, das heiBt, die komplexe Zahl A gehort genau dann zu o(7),
wenn T— Al keine bijektive Abbildung von F ist. Im Falle stetiger Endo.morphismen
in Banachriumen ist das algebraische Spektrum bekanntlich genau das topologische
Spektrum. Fiir eine Norm p bezeichnet man als approximatives Punktspektrum
a.p.c(T) die Menge aller A€C, fiir die eine Folge (x,) aus S, mit llm p((T—)J)x )=0
existiert.

Ist F eine invarianter Unterraum des Endomorphismus T, so bezelchne ar
die Einschrankung von T auf F. So bezeichnet zum Beispiel 7, \F, die Emschrankung
eines stetigen Endomorphismus T von (E p) auf den Nullraum F {x€E: p(x)= 0}

2. Die Spektraleigenschaften-numerischer Wertebereiche

Satz 1. Es sei T ein stetiger Endomorphismus des vollstandigen halbnormierten
Raumes (E, p). Dann gilt :

o(T)No(T}r,) S Vo, (D).

Beweis. Mit E/F, bezeichnen wir den Quotientenraum von E nach F,=
={x€E: p(x)=0} und mit [x] die Restklasse x+F, modulo F,. Durch die Bezie-
hung [[x]l=p(x) (x€E) ist eine Norm auf E/F, definiert; (E/F,,|-|). ist ein Ba-
nachraum. Da F, beziiglich T invarianter Teilraum von E ist, wird durch T eine
lineare Abblldung T, (die sogenannte Quotientenabbildung) von E/F in sich
induziert. Tg [x] [y] genau dann, wenn Tx¢[y] gilt.

Da die stetlgen Linearformen féE’ auf jeder Restklasse modulo F, konstant
sind, wird durch die Vorschrift (jf)[x]=f(x) (f€EE’, x€EE) eine Abblldung_ J von
E’ in (E/F,Y definiert. Die Abbildung j ist eine eineindeutige, beziiglich der Supre-
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mumsnormen isometrische Abbildung von E” auf (E/F,). Es gilt
VDu.u(TFp) ={f*( T, [x]):f*GD”-u (IxD, [x]ESu-u} =
={(iNUTx]:feD,(x), x€S,} = {f (Tx): feD,(x), x€S,} = Vp,(T).

Fiir den steﬁgen Endomorphismus T, des Banachraumes (E/F,,|-||) gilt nach
einem Satz von WILLIAMS [16] '

G(TFP) g VD“.u(TF,,) = VD,,(T)-

Andererseits ergibt sich leicht die fiir invariante Teilrdume bekannte Beziehung
o(Ea(T, FP)Ua(TFp) (siehe z. B. [7]), so daB die Behauptung folgt.

Satz 2. Es sei T ein stetiger Endomorphismus der halbnormierten Raumes
(E,p). Essei L eine Menge komplexer Zahlen derart, dap fir jedes A€ L eine Folge
(x,) existiert mit lim p((T—ADx,)=0 und nicht lim p(x,)=0. Dann gilt LS
SV, D). :

Beweis. Fiir A€ L existieren nach Voraussetzung eine Folge (x,) aus E und
ein &>0 mit lim p((T—ADx,)=0 und p(x,)=& (nEN). Dann gilt mit y,=
=x,/p(x,) die Beziehung p((T—Al)y,)~0. Fiir jedes f,€Q,(»,) folgt-

Ty = fT=ADy)+ () ~ A

also gilt AEVQ T). -

Satz 3. Essei T ein stetiger Endormorphismus des normierten Raumes (E -1
in sich. F sei ein beziiglich T invarianter abgeschlossener Unterraum von (E, || -)
und p(z)=inf |y+z| (z€E). Dann gilt '

a.p-o(T)\a.p.a(T\p) & Vo, Vo, (T).

Bewels Fur lEL = a.p.o(T)\a.p.o(T|p) existiert eine Folge (x,) mit
Ixll =1, (T—ADx,]|—0 und nicht 5(x,)-0. Denn aus j(x,)—0 folgt die Existenz
einer Folge (y,) aus F mit [x,—y,|—~0, damit ergibe sich aus der Stetigkeit von
T zusammen mit [(T—Al)x,|—0 die Beziehung ||(T—ADy,|—~0; da [y)—1 gilt,
wiirde sonst A zu a.p. (T ) gehdren. Da T auch beziiglich j stetig ist, sind fiir T, L, p
alle Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt, womit die Behauptung folgt.

3. Anwendungen

3.1. Hilbertraum-Operatoren. Es sei T ein stetiger Endomorphismus des Hilbert-
raumes E; Ay, 2, ..., 4 seien voneinander verschiedene Eigenwerte von T .mit
zugehorigen Eigenvektoren xi,Xs,...,%; (Txi=A;x;, i=1, 2 ., D). Wir setzen

={fE |fl=1 [ )=0 (i=12.., l)},
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und

p() = sup {6 Nl: feZ} (€E).
Dann gilt offensichtlich

Vo, (T) = {(Tx.f): fEZ, x€E, (x.f) = p(x) = 1}.
Hilfssatz 1. pr(T):{(Tx, x):Ixl=1, (x,x)=0 (i=1,2,..., D).}

Beweis. Wir zeigen, daf} zu jedem (Tx,f)€V, (T) ein z€E existiert, fir
das |z[|=1, z L £ (xy, X3, ..., x;) und (Tx, /)=(T2, z)pgelten. Da F,=2(xy, ..., x))
als endlichdimensionaler Teilraum von E abgeschlossen ist, existiert zu x genau ein
Paar (xp,z) mit x,&F,, z1 F, und x=x,+2z. Da F, beziiglich T invariant ist,
gilt (Tz, 2)=(Tx—Tx,, z)=(Tx, 2). ]
 Andererseits folgen aus x—z€F, die Beziehungen p(z)=(z,f)=1. Aus
z/lzll€ > ergibt sich |zl|=|(z, z/lz])|=p(z) und somit |z[|=p(z)=1. Wegen
1=(z, )=zl fll=1 gilt f=z, was noch zu zeigen war. ’

Satz 4. Es gilt

o (T)ON\{A1s g5 s A3 E{Tx, X)) x| =1, (x,x) =0, i=1,2, ...,.l}.

Beweis. Die Halbnorm p ist die kanonische Halbnorm von (E, " -) beziiglich
des Unterraumes £ ({x,, ..., x;})=F,. Damit ist (E, p) vollstindig und T beziiglich
der Halbnorm p stetig, so daB Satz 1 zusammen mit Hilfssatz 1 die Behauptung
liefert.

3.2. Integraloperatoren mit stochastischen Kernen. Es sei (X, %, p) ein MafBraum
mit dem positiven MalBl u und B=B(X, #) die Menge der komplexwertigen %-
meBbaren beschriankten Funktionen auf X. Wir betrachten den Operator 7. B—~B
mit :

(T () = [H@)xE) du(s) (EB, teX).
b

Dabei sei H cine reellwertige %X #-meBbare Funktion auf XXX uﬁd erfiille
die Bedingungen
H(t,s) =0, f H(t, $)du(s) =1 (1, s€X).
X

Beziiglich der Supremumsnorm |x||=sup |x(s)| ist der Raum (B, || -|}) volléténdig,
: s€EX

der Operator T ist beschrinkt mit ||Tj=1. Der mit der Oszillationshalbnorm
p(x)= sup |x(f)—x(?)| versehene Raum (B, p) ist vollstindig. Der Integralope-
Lrex : .
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rator T ist beziiglich p stetig mit

1 . e
p(T) == sup [IH@ )= H(, 9| du(s).
. LeeX x
(Siehe [10], [13)). _
Satz 5. Fiir jede zur Oszillationshalbnorm p gehdrende Daulitdtsabbildung Q, gilt
a.p.o(TIN(1} & Vg, (D).

Beweis. Wir benutzen Satz 2 und setzen L=a.p.o(T)\{l}. Fir A€L exis-
tiert eine Folge (x,) mit |lx,[|=1 und |(T—Al)x,|~0. Es folgt p((T—Al)x,)—O0.
Andererseits gilt nicht p(x,)—0; denn aus p(x,)—~0 und [x,[|=1 folgt die Existenz
einer konstanten Funktion ¢ mit [|x,—c||-~0 und somit aus der Stetigkeit des Opera-
tors T (beziiglich | - ||) die Gleichung Tc¢=Ac, also 2=1.

Als Folgerung von Satz 5 ergibt sich fiir alle A€a.p.oc(T)\ {1} die Abschitzung
|A|=v,(T). Diese Ungleichung stellt eine Verscharfung der von E. HoPF [5], BAUER—
DEUTSCH—STOER [3], ANSELONE—LEE [1], RHODIUS [10] angegebenen Abschitzungen
fir die von 1 verschiedenen Eigenwerte von T dar. In [12] ist eine Darstellung des
numerischen Radius »,(T) in Abhéngigkeit vom Kern H und dem MaB p angegeben.

3.3. Homogene Markovketten mit allgemeinen Zustandsraumen. Jede homogene
Markovkette (X,),cy mit dem meBbaren Raum (X, #) als Zustandsraum ist
durch eine Ubergangswahrscheinlichkeit P auf (X, #) und eine Anfangsverteilung
p auf & bestimmt. Es gelten P(X, € A4|X,)=P(X,, A) (nEN, A€ %) und P(X ,€A)=
=p(4) (A€%). Die Markovkette heiit stark ergodisch, wenn eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung Q auf £ derart existiert, dall

lim sup |P(X,€4|X,=0)—Q(4)| = 0.

M- teX, AR
Um die Eigenschaft der starken Ergodizitit durch das Verhalten numerischer Wer-
tebereiche zu charakterisieren, wird der Ubergangswahrscheinlichkeit P ein Endo-
morphismus T des Raumes B=B(X, %) der komplexwertigen %-meBbaren be-
schrankten Funktionen auf X zugeordnet:

T = [x(5)P(,ds) (xcB).
X

T ist beziiglich der Oszillationshalbnorm p(x)= sup |x()—x(¢')] (x€B) étetig,
. t,r'eX

und es gilt ‘ o . ‘
p(T)= sup |P(t, )—P(7, A)
tLt'€EX, AEB
(siche [14]); 1—p(T) ist also der zur Ubergangswahrscheinlichkeit P gehdrende
Ergodizitatskoeffizient. Da (B, p) vollstiindig ist, ist Satz 1 anwendbar, und es gilt
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wegen T1=1 die Beziechung
o(TIN{1} € V5, (T).

Aufgrund der letzten Inklusion kann mit Sdtzen iiber die Konvergenz von Potenzen
linearer Operatoren (siehe z. B. [6], [8]) folgende Aussage bewiesen werden (siehe [14]).

Satz 6. Die homogene Markovkette (X,),cn ist genau dann stark ergodisch,
wenn eine natiirliche Zahl m existiert, so daf der numerische Radius v,(T™) kleiner
als 1 ist.

Als Folgerung dieses Satzes erhilt man unmittelbar die fiir homogene Markov-
ketten bekannte Aquivalenz von starker und schwacher Ergodizitit und eine Charak-
terisierung der starken Ergodizitit durch den Ergodizititskoeffizienten (siche [14]).
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