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Об одной оценке ортогональных многочленов 
Е. М. НИКИШИН 

Профессору К. Тандори по случаю его 60-летия 

Пусть 

*(«)= /р(&)(10 + у{е) 
е 

произвольная мера на [0, 2л], имеющая бесконечное число точек роста. Здесь 
р^Ь^О, 2я], а г-сумма скачков и сингулярной составляющей меры а. Пусть 

Ф„(2) = ги + ... 

последовательность ортогональных по мере а многочленов: 
2к 

/ Ф„(е'е)Фт(еш) йа(&) = 0, п^ т. 
о 

Многочлены {Фп(г)} удовлетворяют рекуррентным соотношениям: 

(1) Фл+1(г) = 2ф„(2)-алфп*(2) 

где п—0, 1, 2, ... и 

Числа {я„}"=о удовлетворяют неравенствам: 

(2) к 1 < 1 , п = 0 , 1 , 2 , ... 

и называются круговыми параметрами. 
Обратно, если элементы последовательности {а„}~=о удовлетворяют (2), 

то соотношения (1) определяют некоторую последовательность Многочленов, 
которые будут ортогональными по некоторой мере а, имеющей бесконечное 
число точек роста. 

Поступило 12 июля 1984. 
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Одна из задач теории ортогональных многочленов заключается в изучении 
их свойств по заданным круговым параметрам. Аналогичная задача возни-
кает в отношении меры а. 

В монографии [1] Я. Л. Геронимус доказывает, что условие Г. Сегё 

2 я 

(3) / 1п р(в)с10~—оо 
о 

и неравенство 

(4) 
п=0 

эквивалентны. При выполнении неравенств (3), (4) нормировочные постоянные 

2* 
Р п = / \Ф„(еш)\^а(в) 

о 

удовлетворяют соотношениям: 

П—оо 

В [1] доказывается также, что если 

(5) 2 
п = 0 

то мера а абсолютно непрерывна (у=0), />(©)=»О, />€С[0, 2л] и 

5ир ||Фя(е,в)||с[о,2к]<°° 
п 

В работе [2] Г. Бакстер усилил этот результат, показав эквивалентность усло-
вия (5) и 

р ( 6 > ) > 0, р(в)€А[0,2тг]. 

Здесь А [0,2я]-класс функций с абсолютно сходящимся рядом Фурье, а 
С [0,2я]-непрерывные на всей оси, 2я-периодические функции с равномерной 
нормой. Укажем также на работу [3] в этом же направлении. 

В настоящей работе м ы продолжаем эти исследования. Пусть заданы 
круговые параметры {а„}"=0 и \ап\ < 1, 

2 К I 2 « - . 
п = 0 

Положим 

е».. ( в ) = 0 ё к ё л . 

Справедлива 
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Т е о р е м а 1. Для всех 6>(Е[0, 2п] имеет место оценка: 

1 к=0 

где постоянные Сг, С2 не зависят от пи©. 

Из теоремы 1 получается 

С л е д с т в и е 1. Если круговые параметры действительны и 

к=О 
то мера а имеет вид: 

йа = р(&)йО+\0 

где м0-мера сосредоточенная в точке 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Отправляясь от рекуррентного соотно-
шения (1) легко получить равенство (см. [1]) 

Полагая г = е ш ( 0ё6>ё2п) , получим 

Ф* (е1ф) = е'лвФп(еш). 

Ф^)е<"* = " ц к - а ^ - ^ М Ш . 
к=о I Фк(е ) ) 

Пусть 
Фк(еш) = \Фк(еш)\е'^вК 

Функции Ац(6>) можно выбрать непрерывными на [0, 2л]. Все нули полинома 
Фк(г) лежат внутри единичного круга. Поэтому 

Лк(2п) = Лк(0)+2пк. 
Положим 

8к(в) = к©—Хк(0). 
Тогда gk(0)<íC[0,2л] и gk(0)=gk(2^l). Имеем 

\Фп(еш)\еЫв> = "П {I — аке~"-к~1)в е2"^} = "[[ {1-аке'(к+»ве-^<»}. 
к = 0 к = 0 

Из этого соотношения следует, что мы можем считать 

(6) %„{&) = 1т "£\п {1-аке'(к+1)ве~*<>ьЮ} 
к=0 
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где 

Из (6) 

| g „ + i ( 0 ) - g „ ( 0 ) l ^ |ln {1 ^ C ^ a J 

где Ci не зависит от n и 0. Таким образом 

(7) |g„+1(0)-g„(0)|=SClk|. 
Далее 

ln \Фп{еш)\ = R e О ( 2 k l 2 ) 
k = 0 fc = 0 

где постоянная в О не зависит от п и 0. Пусть ОёА:-=и, тогда 

a«eike = ек,п(в)-ек+ип(0). 
Имеем 

"Z Кп-£к + 1,п]е-?'Як = "Z е к , „ - - е - > ] + е 0 , „ - е „ , „ 2 i 9 - - > . к=О к=к 

Отсюда, используя (7), получим 

п — 1 
2 1 

*=1 
|1п \фп(е'в)\\ С2 2 1 k n ( 0 ) l k - i | + |eo,„(©)!+' 

+18 п , п (0) |+с 3 ^ с 4 + с 5 2 Ы Кп(&)\-
к = 0 

Теорема 1 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о С л е д с т в и я 1. Имеем 

где А не зависит от л и 0 . По теореме 1 

0 
|1п|Ф„(е ' в) | |^С г c t g ^ + C 2 . 

Отсюда 

(К) < e+2C1|ctge/2|+2C, 

Далее используем соотношение (см. [1]) 

А = \\фп\\1„ 
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в смысле слабой сходимости мер. (Имеется в виду, что Уп-»У в слабом смысле, 
если 

2 * 2л 

/ - / /¿V 
О О 

для любой /СС[0, 2л]). Как указывалось выше, при выполнении условия 
Г. Сегё, 

Птрп = р, 0 < /? < со. 

Поэтому в силу оценки (8) мера а будет абсолютно непрерывна на интервале 
(0,2л). Следствие 1 доказано. 

З а м е ч а н и е . Ясно, что утверждение следствия 1 остаётся справедливым, 
если я„|0. В обоих этих случаях на [<5, 2п—5] выполняются равномерные 
оценки: 

п= 0 , 1 , 2 , . . . . 
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