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Über die Cesärosche Summierbarkeit von mehrfachen 
Orthogonalreihen 

KÁROLY TANDORl 

Professor László Leindler zum SO. Geburtstag gewidmet 

1. In dieser Arbeit werden wir uns mit gewissen Divergenzeigenschaften der 
Cesároschen Mittel von mehrfachen Orthogonalreihen beschäftigen. 

Um die Sätze zu befassen, schicken wir gewisse Bezeichnungen vor. 
Für eine Zahlenfolge und für ein Funktionensystem <p= {(pk(x)}^r 

setzen wir 
m m 

s„(a, <p~,. x) = 2ak(pk(x), <Tm(a,<p; x) = 2(l-(k-i)/m)ak<pk(x) 
*=i it=i 

(m = 1,2, . . . ) . 

Weiterhin, für eine Zahlenfolge a= {aH}£ (=1 und für ein Funktionensystem 
<P={<Pu(x)}T,i=i seien 

m n 
sm„(a,(p; x)= 2 2 au<pu(x), 

k=ll=l 

omn{a, <p;x) = 2 2(l-ik-l)lm){l-(l-\)ln)auq>u(x) (m, n = 1, 2, ...). 
fc=i1=1 

Im Folgenden bedeutet a= bzw. a= {akt}kfl=1il2, dass 

bzw. 2 2 a l ^ ob ; 
*=1 *=ll=l 

besteht, weiterhin bedeuten log a den Logarithmus der Zahl a mit der Basis 2, und 
E den Einheitsquadrat (0, 1) X(0, 1). 

Eingegangen am 20. Oktober 1983. 
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180 K. Tandori 

Für eine Zahlenfolge setzen wir 

/ 2« + l 

A„ = V z 2 (/>,<7 = 0 ,1 , . . . ) , 
f * = 2<>+l/ = 2« + l 

— l/ «Ji (9 = 0, 1, ...), Ap.-L = ][ 2 ah (P = 0,1,...), 
r I=2* + l r *=2"+l 

/4-! , -1 = |flii|. 
Der folgende Satz von S. Kaczmarz und D. E. Menchoff ist bekannt. (S. z. B. 

[2], S. 125.) 
Sa tz A. Gilt 

(1) ¿ a ; ( l o g l o g ( / c + 3 ) ) 2 < ~ , 
fc=i 

dann existiert lim am(a,q>',x) für jedes in einem Maßraum (X,s/,n) orthonor-
TTI-+0O 

mierte System (p= {<pk(x)}^l in X ¡x-fast überall. 

Der Verf. hat gezeigt, daß für gewisse Koeffizientenfolgen a—{ak)k^1 (1) not-
wendig dafür ist, daß lim <rm(a, (p; x) bei jedem orthonormierten System fTl 00 

(p={<pk(x)}^1 fast überall existiert. Es gilt nämlich der folgende Satz. (S. z. B. [2], 
S. 114.) 

Sa tz B. Gilt k2al^(k + l)2a2
k+1(k=l,2, ...) und 

¿a f ( l og log ( f c + 3 ) ) 2 = ~ , 
k = l 

so gibt es ein orthonormiertes System <P= im Intervall (0,1) derart, 
daß die Folge {om(a, <£; x)}~=1 in (0, 1) fast überall divergiert. 

Das Analogon des Satzes A hat F. MÓRICZ [4] für mehrfache Orthogonalreihen 
bewiesen. 

Sa tz C. Gilt 

(2) 2 2 awO°g (fc+3))2 (log log (/ +3))2 < 
*=u=i 

dann existiert lim aM(a,(p; x) für jedes in einem Maßraum (X,sf,u) ortho-min (m,n)-»<» 
normierte System <P = {<Pkt(x)}r,i=i in X \i-fast überall. 

F. Móricz hat das Problem aufgeworfen, ob das Analogon des Satzes B für mehr-
fache Orthogonalreihen richtig ist. Als Antwort werden wir den folgenden Satz 
beweisen. 
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Satz L Es sei a= eine Zahlenfolge mit den Eigenschaften 

(3) Apq s?APiq+1, Ap+1>q (p,q = -1,0,1,...), 

(4) 2 2 40oglog(fc+3)) 2 ( loglog( /+3)) 2 = 
k=1 /=1 

Dann gibt es ein in E orthonormiertes System 4>= {<Pkl{x, von Treppenfunk-
tionen derart, daß 

. ^ \cmn(a,<P; x,y)| =°° 

min (m, n) -* 

in E fast überall besteht. 

A. N. Kolmogoroff hat den folgenden Satz bewiesen. (S. z .B. [2], S. 118.) 

Sa tz D. Gilt a={ak}k£l2, dann ist lim (s2m(a,(p;x) — <T2m(a,<P',x)) = 0 

für jedes in einem Maßraum (X,s4,[i) orthonormierte System <p= {<?*(*)}jT=1 "l 

X fi-fast überall. 

L . CSERNYÁK [3] hat bewiesen, daß das Analogon des Satzes D für mehrfache 
Orthogonalreihen im Allgemeinen nicht richtig ist; weiterhin hat F. M Ó R I C Z [4] den 
folgenden Satz bewiesen. 

Sa tz E. Gilt 

2 2 alt (log log (max (fc, /)+3))2 < 
k=11=1 

dann ist bei jedem in einem Maßraum (X, sí, ß) orthonormierten System <p = 
= {<?>w(*)}M=I 

lim (s'i«>,w(,a, <p; x) — o-2m „„(a, q>; x)) = 0 

in X ß-fast überall. 

F. Móricz hat das Problem aufgeworfen, ob diese Behauptung ohne die Bedin-
gung des Satzes E im Allgemeinen nicht richtig ist. Betreffs dieses Problems beweisen 
wir den folgenden Satz. 

Sa tz II. Es sei ?.= e'ne monoton wachsende Folge von positiven 
Zahlen mit 

Xk = o(log log k), 

und sei ¡i= i eine beliebige monoton wachsende Folge von positiven Zahlen. 
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1. Dann gibt es eine Koeffizientenfolge und orthonormiertes 
System (P= im Intervall (0,1) derart, daß 

0 0 0 0 

(5) .. 2 
*=n=i 

ist, . lim s.,m ,„(a, <P; x) in (0,1) überall existiert, und • • min(m,n) ' ' • 
Hin |(x2M,2N(a, 4>; JC)|=°=> min (m, n)-.«» 

in (0, 1/2) fast überall besteht. 
2. Weiterhin gibt es eine Koeffizientenfolge b= und ein orthonormiertes 

System Y={,Fkl(x)}~l=, in (0,1 ) derart, dass 

(6) 
4=1J=I 

ist, lim <7„,„,„(b, f ; JC) in (0, 1) /ü.s7 überall existiert, und min(m,n) — 00 - ' 
ïïm |s2™2.(i>, V; x)| =00 

/Vi (0, 1/2) /ajf überall gilt. 

Wir machen den Leser aufmerksam darauf, daß in diesem Satz ß eine beliebig 
schnell ins Unendliche strebende Folge sein kann. 

2. Vorbereitungen. Im Folgenden bezeichnen c l 5 c 2 , ... positive absolute Kon-
stanten. Unter Intervall, bzw. Rechteck verstehen wir ein Intervall (a, b) mit 
b — a>0, bzw. 

ein Rechteck (a, è)X(c, d) mit b—û, d—c>-0. Die in einem Intervall 
I definierte Funktion f{x) nennen wir eine Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung von 
/ in endlichviele, paarweise disjunkte Intervalle /, derart existiert, daß / in jedem 
/, konstant ist; weiterhin nennen wir die in einem Rechteck T definierte Funktion 
f(x, j ) eine Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung von T in endlichviele, paarweise 
disjunkte Rechtecke Tt derart existiert, daß / in jedem T( konstant ist. Eine lineare 
Menge nennen wir einfach, wenn sie die Vereinigung endlichvieler Intervalle ist; 
weiterhin nennen wir eine zweidimensionale Menge einfach, wenn sie die Vèreini-
gung endlichvieler Rechtecke ist. Es sei l—(a, b) ein Intervall. Für.eine in I defi-
nierte Funktion f{x) und für eine Menge H(Q(0, 1)) seien 

,Y/ ; (f((x-a)Kb-a)). xi/, 
/ ( / ; x ) = i 0 sonst, 

und M(I) diejenige Menge, die aus H mit der Transformation x=(b—a)x+a 
entsteht. Es sei T=(a,b)x(c,d). Für eine in T definierte Funktion f{x,y) und 
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für eine Menge H(QE) sei 

= { 0, sonst, 

und sei H(T) diejenige Menge, die aus H mit der Transformation x=(b—a)x+a, 
y=(d—c)y+c entsteht. Im Folgenden bezeichnet r = { r t ( x ) } ^ 1 das Rademacher-
sche Funktionensystem, wobei also r t(x)=sign sin 2krzx (k=l, 2, ...) ist. 

Zum Beweis unserer Sätze benötigen wir gewisse Hilfssätze. 
Von D. E. Menchoff und H. Rädemacher stammt der folgende Hilfssatz. (S. 

z. B. [2], S. 79.) 

H i l f s s a t z I. Es gibt eine positive Zahl c1 mit folgender Eigenschaft. Für eine 
beliebige Folge und für ein beliebiges in einem Maßraum (X, ß) defi-
niertes orthonormiertes System (*)}*= i gilt 

/
!m N 

maxiZaa^fdu^cJog^N+l) 2 4 -
x

 1 S m s N \ = 1 k = 1 

Das Analogon des Hilfssatzes I ist richtig für mehrfache Summen von ortho-
gonalen Funktionen. (S. z. B. [1].) 

H i l f s s a t z II. Es gibt eine positive Zahl c2 mit folgender Eigenschaft. Für jede 
Folge akl (fc=l, ... , M, / =1, .... N) und für jedes in einem Maß räum (X,.s/,p) 
orthonormierte System %kl(x) (k=\, ..., M, 1=1, ..., N) gilt 

/
m Ii M JV 

max ( 2 2 aki7.ki(x))2 du c2 log2 (M+1) log'2 (JV + 1) 2 2 ««• 
* uSSSf k = 1 , = 1 

Von D. E. Menchoif stammt der folgende Hilfssatz. (S. z. B. [7].) 

H i l f s s a t z III. Es gibt positive Konstanten c3, c4, c5 mit den folgenden Eigenschaf-
ten. Ist p(=2) eine ganze Zahl, dann gibt es ein orthonormiertes System {ft(p', 
von Treppenfunktionen in (0, I) und eine .einfache Menge E(p) ( ^ ( 0 , 1)) derart, 
daß die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

mes E(p) c3, 

|ft(p; *)| ~ c4 (x£(0, 1); / = 1, ..., 2p% 

und für jeden Punkt x£E(p) gibt es einen Index m(x) 2p2) mit 

f,(p; x)^0 (x£E(p); l = 1, ..., m(x)). 
und 

m(x) 

2 fl(p;x)^ c5p[ogp (x£E(p)). 1=1 
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Aus Hilfssatz III ergibt sich unmittelbar der folgende: 

H i l f s s a t z IV. Es gibt eine positive ganze Zahl p0 und positive Konstanten ce, 
c7 mit den folgenden Eigenschaften. Ist p(^p0) eine ganze Zahl, dann gibt es ein 
orthonormiertes System { f ( p ; von Treppenfunktionen in (0,1) und eine 
einfache Menge E(p) (^(0, 1)) derart, daß die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

mes E(p) 

und für jeden Punkt x£E(p) gibt, es einen Index m(x) (l <m(x)<2p) mit 

ft(p; x) S 0 (xe£(/>); / = 1, .... m(x)) 
und 

m(x)~ 1. . 
2 ft(p;x)*sc7fplogp (x£E(p)). 
1=1 

Es sei nämlich p eine positive ganze Zahl mit +1)3, und wir wenden 
den Hilfssatz III im Falle p. Die so erhaltenen Funktionen, bzw. Menge bezeichnen 
wir mit {fi(p; bzw. mit E(p). Da diese Funktionen Treppenfunktionen 
sind, können wir leicht solche Treppenfunktionen ft(p; x) (l=2p2+\, ...,2p) 
angeben, daß das System { f ( p ; x)}*E=1 in (0,1) orthonormiert ist. Es ist klar, 
daß für das System {f,(p; x)}^t und für die Menge E(p) alle Erforderungen des 
Hilfssatzes IV mit geeigneten absoluten Konstanten c6, c7 erfüllt werden, wenn nur 
p genügend groß ist. 

Es sei i?=K(x)r i(> ' )},-= 1 . 

H i l f s s a t z V. Ist ä={akl}"l=1^l2, dann gilt 

.lim \Omn(a>R\ x,y) |=oo 
fast überall in E. 

Diesen Hilfssatz kann man ähnlich, wie den entsprechenden Satz von A. 
Zygmund über einfache Rademachersche Reihen beweisen. (S. z. B. [8], S. 212.) 

H i l f s s a t z VI. Unter den Bedingungen 

jp + l 2"+2 

2 " « U 2 « 2 0 > = o , i , . . . ) , 
, k - 2 » + l . t = 2 " + > 4 1 

¿( *2 a?)l0g*(p+2)=~, p—0 ¿=2^4-1 

gibt es ein orthonormiertes System $= {#fc(x)K°=i von Treppenfunktionen in 
(0, 1) derart, daß die Folge, { ^ ( ö , <P\ x)}"=0 in (0, 1) fast überall divergiert. 
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Dieser Hilfssatz folgt leicht aus bekannten Sätzen. (S. [5], Satz II und [6], 
Satz VII.) Aus dem Beweis des Satzes II in [5] ergibt sich, daß man die Funk-
tionen $k(x) als Treppenfunktionen wählen kann. 

Aus dem Hilfssatz VI folgt der folgende: 

H i l f s s a t z VII. Unter den Bedingungen des Hilfssatzes VI gibt es ein ortho-
normiertes System q>= {<Pk(X)}r=i von Treppenfunktionen in (0,1) derart, dass 

Em |s2i>(a, <P; *)l = 00 
CO 

in (0, 1) fast überall besteht. 

Beweis. Wir sollen zwei Fälle unterscheiden. 
Ist d$/2, dann gilt 

Ilm |Sip(a, r; x)| = oo 

in (0,1) fast überall, nach dem zitierten Satz von A. Zygmund. (S. z. B. [8], S. 212.) 
Wir nehmen also afj" an. Dann gibt es eine monoton abnehmende, zu 0 

strebende Folge ).= v o n positiven Zahlen mit 

op + 1 «>p + 2 

2 4 4 ^ '2 44 (P = o , i , . . . ) , 

i { 22 44} log2 (p+2) = oo. 
p = 0 * = 2"+l 

Auf Grund des Hilfssatzes VI gibt es dann ein in (0, 1) orthonormiertes System cp 
derart, daß die Folge {s^Xa, q>\ x)}~=0 in (0,1) fast überall divergiert, wobei 
la die Folge {Ak , bezeichnet. Durch Abelsche Umformung ergibt sich, daß 
für jedes p 

2P — 1 

(7) s2P(Xa,(p; x) = 2 (4~4+i)sk(a,(p; x)+A2 , s2 , (a, <p; x) (x€(0, 1)) 

ist. Da, wegen a£l2, 

¡W(a,q>\ x)\dx ^ 
k — l o * =1 1=1 

s {24}1'2 2 = K{24Y'2 < -

i=i *=i 1=1 

ist, konvergiert die Reihe 
2(4~4 + i)sk(a, (p; x) 

k — l 
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in (0,1) fast überall. Auf Grund von (7) erhalten wir, daß die Folge 
{/.2Ps2„{a, (p; x)}™=0 in (0,1) fast überall divergiert, woraus die Behauptung des 
Hilfssatzes VII folgt. 

3. Beweis des Satzes I. Anstatt des Satzes I ist es genug den folgenden Satz 
zu beweisen. 

Sa tz I'. Wir nehmen an, daß für die Folge a= die Bedingungen des 
Satzes I erfüllt sind. Dann gibt es ein in E orthonormiertes System ip = {tpkt(x, J')}jtj=i 
von Treppenfunktionen derart, daß 

. J im \<rmn(a,il/; x, y)\=°° min (m,n)-~oo 

in einer Untermenge von E mit positivem Maß erfüllt ist. 

Wir wollen zeigen, daß Satz I aus Satz I ' folgt. Gilt nämlich der Satz I ' , 
dann gibt es eine Folge (0= ) r 0 < . . .< / • ,< . . . von ganzen Zahlen, und eine Folge 
von einfachen Mengen Hi(QE)(i= 1 ,2, . . . ) derart, daß mit den Bezeichnun-
gen Mu= maxE \ilfu{x,y)\ (k, / = 1 , 2 , . . . ) und 

T{i, m, n) = {(*, /): k = 1, ..., m, I = 1, ..., n}\{(k, /.).: k,l = 1, ..., r,._t} 

(m, n = ri_1 +1, ..., r,; / = 1 , 2 , . . . ) für jedes / ( = 1,2, •••) die Bedingungen 

(8) mes H, s c8, 
und , , 

max Z (\-(k-\)lm)(l-(l-\)/n)akl>Pkl(x,y) ^ 
R^-CM.NSR, . \k,t)£W.m,n) 

(9) 

^ ¡ + ' z r 2 \ ^ i \ M k l {(x,y)eH;) *=i <=i 
erfüllt werden. 

Durch vollständige Induktion definieren wir eine Folge Ei(QE)(i=\,2,...) 
von einfachen und stochastisch unabhängigen Mengen, und ein in E orthonor-
miertes System <i>= {$kl(x, von Treppenfunktionen, die die folgenden 
Bedingungen erfüllen: 

(10) max\<Pkl(x,y)\ = Mkl '{k, 1 = 1,2, ...), 

(11) mesE t ^ c8 ( / = 1 , 2 , . . . ) , . 

max | 2 ( l - ( k - l ) l m ) ( \ - ( l - l ) l n ) < > u * u ( x , y ) \ * r,.,<ni,nS'((»,/)€ Ai.m.n) 
(12) • 

i- i+ZZ'\^\Mkl (UyKEj. 
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Es sei nämlich $a(x, y) = ipu(x, y) ((x,y)£E; k, / = 1, ..., r j und Ex = H1. Es 
sei ig eine positive ganze Zahl. Wir nehmen an, daß die einfachen und stochastisch 
unabhängigen Mengen E^QE) ( /= 1, ..., /„) und das in E orthonormierte System 

von Treppenfunktionen schon derart definiert sind, daß (10)—(12) 
für i = l , ...,/„ erfüllt sind. Dann gibt es eine Einteilung von E in paarweise 
disjunkte Rechtecke Tr, ..., T„ derart, daß jede Funktion 4>kl(x, >>) (k,l= 1, ..., r,o) 
in jedem Ts (s= ...,&) konstant ist, und jede Menge Ei ( /= 1, ..., j0) die Vereini-
gung gewisser Ts ist. Jedes Rechteck Ts teilen wir in zwei disjunkte Rechtecke 
T's und T" mit mes T's = mes T" {s= 1, ..., a). Dann setzen wir 

*a{x,y)= 2MT:;x, y ) - Z M T ; ; x,y) {(k, lKT(i0+\ ' rio + l' rio+l))' S=1 S=1 

1 = Ü ( / / 1 0 + 1 (7 ; ' )U/ / i o + 1 ( r ; ) ) . S=1 

Es ist klar, daß die Menge £ , o + l ( £ £ ) einfach ist, die Mengen Ely ..., Et +i 

stochastisch unabhängig sind, die Funktionen <Pkl(x,y) ((k, l)£T(iio+1, rig+1, r lo+1)) 
Treppenfunktionen sind, das System {<l>ki(x, j>)}J^il in E ortonormiert ist, und 
wegen (8), (9), (10)—(12) im Falle /=/„ + 1 bestehen. Die Mengenfolge 
und das System $={<Pkl(x, y)}£,=, mit den erforderten Eigenschaften erhalten wir 
also durch Induktion. 

Wegen (10) und (12) gilt 

(13) max \<rm„(a, <P ; x,y)\ i ((.x,y)€E,) 

für jedes / (=1 , 2, ...). Es sei £ = .firniß. Da die Mengen Ei stochastisch unabhän-l -+-00 

gig sind, aus (11) und durch Anwendung des Borel—Cantellischen Lemmas, erhalten 
wir m e s £ = l . Im Fälle (x, y)£E gilt aber (13) für unendlich viele /. So bekom-
men wir, daß Hm \<xm„(a, x, y)\=°° in E fast überall besteht. min(m,n)-*e° 

Damit haben wir bewiesen, daß Satz I sich aus Satz I ' ergibt. 
Wir haben also den Satz I ' zu beweisen. Dazu können wir 

( 1 4 ) « = K , } m = X € / 2 

voraussetzen, da im entgegengesetzten Falle Satz I auf Grund des Hilfssatzes V 
folgt. 

Wir bemerken, daß die Bedingung (4) mit 

2 2 4>g20>+3)iog2(<7+3)=~ 

äquivalent ist. Daraus folgt, daß einer der folgenden zwei Fälle besteht. 
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a) Eine der zwei Reihen 

2 3), 2 AUiq\og*(q+3) 
p = - 1 9 = - l 

ist divergent. 
b) Es gilt 

(15) 2 2 4 , log 2( />+2)log 2(<7+2) = ~ (r = 0, 1, ...). 
p = r q=r 

a) Beweis des Sa tzes I ' im Fa l l e a). Wir nehmen an, daß 

(16) 2 Al_llogHp+3)=~ 
p=-l 

ist. Den Fall 

2 ^ - l , ? i°g2(?+3) =°° 

kann man ähnlicherweise betrachten. Aus (14) folgt 

(17) flW= {akl}?=1£R 

Aus (3), (16) und (17), durch Anwendung von Satz D und Hilfssatz VII 
bekommen wir ein in (0, 1) orthonormiertes System / = {/t(jc)}J°°=] von Treppen-
funktionen, für welches 

E S K( a <°>, / ; *)| = ~ 
«o 

in (0, 1) fast überall gilt. 
Es 

seien Tkl (k= 1 ,2 , . . . ; /—2,3, . . . ) paarweise disjunkte Rechtecke in (0,2)X 
X(0, 2 ) \ £ . Wir setzen 

*u{x,y)-\ 0 ( x , j ) € ( 0 , 2 ) x ( 0 , 2 ) \ £ 

(fc= 1, 2, ...) und 
f 1/1^7^, (x,yKTkl, 

VuV, y ) ~ \ 0> (jc> J ) 6 ( 0 ) 2 ) x ( 0 , 2)\Tkl 

( ¿ = 1 , 2 , . . . ; / = 2 , 3 , . . . ) . 
Es ist klar, daß die Funktionen \jikt(x,y) ( ¿ , / = 1 , 2 , . . . ) Treppenfunktionen 

sind, ein orthonormiertes System in (0, 2)X(0, 2) bilden, und in E fast überall 

Hm \<J2>",2'"(a,^', x, ,y)| = oo 
m-~ eo ' 

erfüllt ist. 
Es sei endlich 

y) = 2fo,(2*, 2y ) ((x, y )€£ ; k, l = 1, 2, ...). 

Für diese Funktionen sind alle Erforderungen des Satzes I ' erfüllt. 
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b) Beweis des S a t z e s V im F a l l e b). Während des Beweises von Satzes I ' 
können wir voraussetzen, daß die Koeffizienten akl rationelle Zahlen sind. 

Unter den Bedingungen des Satzes I ' kann man nämlich solche rationellen 
Zahlen äu (k,l= 1, 2, ...) angeben, daß 

Äpq fe Äp+Uq, ÄPiq+1 ( p , q = -1, 0, 1, ...), 

2 2 «« (log log (k+3))2 (log log (/ + 3))2 = 2 2 I«u -5«l < -

*=1I=1 k=li=l 
erfüllt werden. Dann gilt 

oo oo M i» oo w 2 2 \au-äu\JJ Wkiix, y) | dxdy^ 2 2 l « u - 3 * i l < °° *=1I=1 £ k=l 1=1 
für jedes in E orthonormierte System <p= {(pkt(x, j ) }£ l = 1 ; daraus folgt, daß 

lim smn(a—ä, q>;x,y) in E fast überall existiert; hieraus ergibt sich aber, daß 
lim <rmn(a — ä;<p ;x,y) auch fast überall in E existiert. Ist also Satz I ' für ratio-

nelle Koeffizienten bewiesen, so gibt es ein in E orthonormiertes System 
y))7,i=i v o n Treppenfunktionen derart, daß mi E S |o-mn(ä, <i>; x,y)\ = 

=oo in einer Untermenge von E mit positivem Maß erfüllt ist. Daraus, nach den 
Obigen folgt . lim |crmn(a, <£; x, 7)1=°° in einer Untermenge von E mit positi-

m i n ( m , it)-*-oo 
vem Maß. 

Zum Beweis des Satzes I ' werden wir also voraussetzen, daß akl (k,l= 1 ,2 , . . . ) 
rationell sind, und (3), (14), (15) erfüllt werden. Aus (15), auf Grund von (3) erhal-
ten wir 

2 ¿ / > 2 9 2 2 p + i 4 p + 1 _ 1 , 2 , + 1 _ 1 =oo ( r = 0, 1, ...). 
P=rq=r 

Darum gibt es eine Folge (0)=r 0<. . .</•{<: . . . von ganzen Zahlen und eine mono-
ton abnehmende, nach 0 strebende Folge { i j j l „ von positiven Zahlen mit 

<18) 2 $ r ' + 2 l r ' 2 % 2 ? 2 2 " + M 2
2 p + i _ 1 , 2 , + . _ 1 ¡=0 p=r, 9=r, 

(19) si'*2 lrt*2 l / ' 2 9 2 2 p + 4 4 , t i _ 1 , 2 , t l _ 1 (i = 0, 1, ...). 
P=rt q=r, 

Für jedes /=(0 ,1 , ...) werden wir einfache Mengen H®(QE)(j>, q=rt, •••, r i + 1) 
und ein in E orthonormiertes System fkP(x,y) (2r'^k, /<2 r '+») von Treppenfunk-
tionen derart angeben, daß die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

(20) //<<> = 0 ((p, q) * {p\ q'); rt ^ p, q, p\ q' < r i + 1) , 

<21) mes f lW S in ^ p, q < r,+1), 

<22) fkP(x,y) = 0 ((x, y)ZH%; (k, l) $ [2", 2>+1)X[2«, 2«+1); rf S p; q < r m ) , 
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weiterhin für jedes p, q (r¡^p,q<r¡+1) und (x,y)£H}£ gibt es Indizes m(x, y), 
n (x, y) (2" <77i (x, y) < 2 p + \ 2" < ii (x, j ) < 2"+ derart, daß 

(23) /¿¡Kx, y) S 0 ((x, y)íH¡0; 2" ^k == m(x, y), 2" ^ ¡ S n(x, y)) 

und 
m(x,y)-l n(x,y)-l 

(24) 2 2 Ald/k(0(x, y) m cjs; ((x, y)£H%) 
k=2' 1=21 

bestehen. 
Es sei / ( = 0 , 1 , . . . ) eine ganze Zahl, und seien (r¡^p, q<ri+1) paarweise 

disjunkte Rechtecke in E mit 

mes r w = / > V 2 p + , ' 4 - i - I , 2 * * 1 - 1 Cr,"== p, q < ri+1). 

Solche Rechtecke existieren wegen (19). Sind p, q ganze Zahlen (r¡^p, q<ri+1), 
dann wenden wir den Hilfssatz IV im Falle 2 P _ 1 , bzw. im Falle 2 , _ 1 an. Dann seien 

ftP(.x,y) = / t - « - + i ( 2 ' " 1 ; x ) .y¡_ 2 , + 1 (2«- 1 ; y) 

((*, y ) € £ ; 2" s k < 2P + 1 , 2« sä I < 2"+1), 

. JIW = E(2"-1)XE(2"-1), 
und wir setzen 

(X, J ) = (1 / Y ^ T % ) J H > ( r « ; x, y) (2" ^ fc < 2P + 1 , 2« S / < 2*+1), 

H%> = H%(T%). 

Aus dem Hilfssatz IV folgt, daß für diese Mengen und Funktionen (20)—(24) bei 
jedem / ( = 0 , 1, ...) erfüllt sind. 

Für jede ganze Zahl / ( = 0 , 1, ...) werden wir dann die einfachen Mengen 
Fpq(=E) (ri—P> <7<r;+i) und ein in E orthonormiertes System der Treppenfunk-
tionen gzß(x,y) (2 2 ' '<a , j8^22r ,+1) derart angeben, daß die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: 

(25) F ® H F « , = 0 ((p, q) * (p\ q')- r , - p, q, p', q' r i + 1) , 

(26) mes Fg S c u / > y 2 p + * / & + i _ i , ? , + i_iS? (rt ^ p, q < r i + 1) , 

(27) (x, y) = 0 ((.x, j / ) € F « ; («, j?) $(2**, 2** + l] x ( 2 * 22 '+1]; r, S />, q < r i + 1 ) , 

weiterhin für jede p,q ( r ¡Sp, ? < r i + 1 ) , und ( x , y ) £ F ® gibt es Indizes m(x, y), 
n{x,y) (2"<m(x,y) -=:2 ' ' + 1 ,2 9 <n(x ,>)<2« + 1 ) derart, daß 

(28) axßg$(x,y)^0 ( ( i j K ^ ; F s 229 < ß s 2"<*-»+1), 
und 

<29) £ | aaßgiß(x, y) = Cl2/S¡ ((X,y)iF$) « = 2 +1 /f=2 +1 . t-> 
erfüllt werden. . 



Cesärosche Summierbarkeit 191; 

Es sei ¿ eine nichtnegative ganze Zahl. Da die Koeffizienten aaß (a, ß=l, 2, ...) 
rationell sind, gibt es eine positive ganze Zahl Qt derart, daß für jede ganzen Zahlen 
k, l (2 r'^k, / < 2 r ' + i ) 

alßlAh = P(a, ß; k, O/Öi (2" < 2' < ß S 2 '+ 1 ) 

mit gewissen ganzen Zahlen P(a, ß;k,l) erfüllt ist. 
Es sei T„ (u= 1, ..., Qi) eine Einteilung von E in paarweise disjunkte Recht-

ecke mit 
mes Tu = l/Qi (u = 1, ..., ß,). 

Sind k, / positive ganze Zahlen (2 ,<sfc<2 , '+>, 2 , ' S /<2 r ' + >) und a, ß ganze Zahlen 
mit 2*«x=s2*+ 1 , 2 ' ^ ß ^ 2 l + 1 , dann sei 

g l ? y ) = (AJaaß) 2 /¿p(Tu-, X,y), 
u=M(a, ß)+ 1 

wobei 

M(a,0) = 2 2 Pifl,b \ k,l)+ *£ P(a,ß; k, l), 
o = 2 l : + H = 2 l + l a = 2 * + l 

A?(a , /0= 5 S 1 P(a,b; k,l)+ 2 P(a,ß; k,l), 
o = 2" + l fc=2' + l a = 2 h + l 

und sei 

Ppq = U (Tu) ( n ^ f , </< ri + 1). U = 1 

Auf Grund von (20)—(24) sind (25)—(29) für jedes / ( = 0 , 1, ...) erfüllt. 
Endlich werden wir eine Folge von einfachen und stochastisch unabhängigen 

Mengen G ^ Q E ) ( /=0 , 1, ...) und ein orthonormiertes System von Treppenfunk-
tionen ihßix ,y) ( 2 a r ' < a , i ? Ä 2 2 r ' + , ; i = 0 , 1, ...) in ( 0 , 2 ) x ( 0 , 2 ) mit folgenden Eigen-
schaften definieren. Für jedes / ( = 0 , 1 , . . . ) gelten 

(30) mes <?j = 2 2 mes 
p=r, 4 = r , 

(31) $aß(x,y) = 0 ((x,y)$E; 2*' < a, ß s 22r<"), 

weiterhin für jedes (x, j ) € G | gibt es ganze Zahlen p, q (r^p, q~^ri+1) und 
Indizes m(x,y),n(x, y)(2p^m(x,y)~z2p+1,2q<n(x,y)^29+1) mit 

(32) axß $xß (x, y) s 0, oder a^ $aß (x, y) ^ 0 

(22* < a ^ 2m ( x , y ) + 1 , 22 ' < ß S 2n ( x 'y ) + 1), 

(33) i 2 2 axß$aß(x, y)\ ^ 

(34) $aß(.x,y) = 0 ( (x . ^CG, ; 22'< < a, j? ^ 2*' '»; (a, jS)<£(22', 2 2 * t l ]X(2 2 ' , 22"1]) . 
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Die Mengen G, und die Funktionen <j/af(x, y) definieren wir durch Induktion. 
Es sei 

G0=rZZ1F«>, 
P=ra g=r„ 

und 
g<$(x,y), (x, y)€E, 

0 , ( X , J O € ( 0 , 2 ) X ( 0 , 2 ) \ E 

(28r°<a, ß ^ 1 ) . 
Es sei /'o eine nichtnegative ganze Zahl. Wir nehmen an, daß die einfachen und 

stochastisch unabhängigen Mengen Gt{QE) ( /=0 , ..., /0) und die in (0, 2)X(0, 2) 
orthonormierten Treppenfunktionen \J/ap(x, y) (2 a r '<a , ß^l2'1*'; i=0, ..., i0) schon 
derart definiert sind, daß (30)—(34) im Falle / = 0 , ..., /„ erfüllt sind. 

Dann gibt es eine Einteilung von E in paarweise disjunkte Rechtecke T, 
( ¿ = 1 , . . . , CT) derart, daß jede Funktion $aß(x,y) (22 r '<a, ß^22'i+l\ / = 0 , ..., i0) 
in jedem Ts ( s = 1, ..., <r) konstant ist, und jede Menge G, ( /=0, ..., ;0) die Vereini-
gung von gewissen Ts ist. Wir teilen Ts in zwei disjunkte Rechtecke T's, T" mit 
mes r s ' = m e s T" ( j = 1 , ..., a). Dann setzen wir 

Gi0+1 = Ü (U (r;-))), rk+1 s />, <? < /-10+2 
S = 1 p,q 

und 

2 g # + 1 ) c r , ' ; x, y)~ 2 g i i r l ) ( 7 7 ; y), (*, yW 
s=l S=1 
0, ( x , y ) € ( 0 , 2 ) X ( 0 , 2 ) \ £ 

(22 ' '0+1 < a , j 8 s 22,,'o+2). 
Es ist klar, daß die Menge G, + 1 ( Q £ ) einfach ist, G0, ..., G, + 1 stochastisch 

unabhängig sind, die Funktionen $aß(x,y) (22 r i°+ 1<a, Treppenfunk-

tionen sind, und die Funktionen ¡paß(x,y) (22 r '<a, ¿'=0, ..., /0 + l) in 
(0,2)X(0, 2) ein orthonormiertes System bilden. Weiterhin, auf Grund der Defini-
tion der Menge Gio+1, bzw. der Funktionen ¡¡/ap(x, y) (22r ' '°+1<a, und 
der Relationen (25)—(29) sind (30)—(34) auch im Falle i = / „ + 1 erfüllt. Die Mengen-
folge {Gf},"0 und die Funktionen ipaß(x,y) (2 2 ' '<a , i=0,1,...) mit 
den erforderten Eigenschaften erhalten wir durch Induktion. 

Wir bemerken, daß auf Grund von (18) eine der Reihen 

2 4 ^ 2 ''"iE 1 / > V 2 p + M 2
2 P + 1 _ 1 I 2 , + 1 _ 1 , 

¡ = 0 . P = R „ 4 = R , ( 

00 '»l + l - 1 '»1 + » - 1 „ 
24i+1 2 2 P2q22p+9 AZpu-i^q + i-! 
¡ = 0 P = r ! M . , P = r f ( + 1 
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divergiert. Wir nehmen an, daß 

(35) Z & ' Z l r " l 
;=0 p-rtl Q=rti 

ist. Den anderen Fall können wir nämlich ähnlicherweise betrachten. 
Wir definieren ein Funktionensystem i//* = {ipkl(x, y)}£,= 1 folgenderweise. 
Es sei N2= {(a, ß): a, ß=1,2,...} und es sei N die Menge der geordneten Paare 

(a, ß) von positiven ganzen Zahlen, für die 

(«, ÄC Ü (2ars', 22r"+1]X(22r", 22 , i '+ ' ] ¡=o 

ist. Es seien weiterhin Tuv ((u, v)£N) paarweise disjunkte Rechtecke in (0, 2) X 
X(0, 2 ) \ £ . Wir setzen 

y) = $xß(x, y), {x,y)&(0, 2)x(0 , 2) ((a,ß)iNa\N), 
und 

1 tto' 
(x, j)<E(0, 2)X(0, 2)\Tm 

((«,«)€ AT). 
Es ist klar, daß diese Funktionen Treppenfunktionen sind, und in (0,2)X(0, 2) 

ein orthonormiertes System bilden. 
Auf Grund von (26), (30) und (35) gilt 

CO 
2 mes G2; = °=. 
i = 0 

Es sei G=Hm G2i. Da die Mengen G2i stochastisch unabhängig sind, durch 
Anwendung des Borel—Cantellischen Lemmas erhalten wir daraus für die Menge 
G{QE) 
(36) mes G = 1. 

Auf Grund der Definition der Mengen G2i, bzw. der Funktionen \j/*ß (x, y) 
und von (32)—(34) ergibt sich folgendes. Für jedes i ( = 0 , 1 , . . . ) gibt es im Falle 
(x,y)eG2t Indizes m{(x, y), nt(x, y) (T'^m^x, y), ni(x,y)<2r«*') derart, daß 

fi(i,y)+i ¡»ii.rt+i 
| 2 2 (1 —(a — l)/2m<(-t,y)+1)(l —(ß— \)l2n^x'y)+1)äaß\ji*ß(x, ^ 

S C12/s2( ((x,;y)<EG2i). 

Für beliebiges (x, y)£G, gilt diese Ungleichung für unendlich viele i, und so bekom-

13 
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men wir 
(37) 

05 „ max | 2 2 (l-(<x-l)/mj{l-(ß-l)/nM:ß(x,y)\=~> 

((x,y)iG). . .. 

Wir werden noch die Funktionen il>*ß(x,y) ein wenig verändern. 
Auf Grund von (14) gilt 

„ 2 2 2 2 '» l + l j 2 r « l + l 2 2 , " + 1 2® ' , i + 1 

2 f f ( 2 2 aaßraß{x,y)fdxdy= 2( 2 2 

So konvergiert die Reihe 
• 1 CO 2ar,i +1 ' 22r" +1 ~ 

2( 2 2 y)f 

in (0, 2 )x (0 , 2) fast überall. Daraus, durch Anwendung des wohlbekannten Satzes 
von A. N. Kolmogoroff und J. Khintchine ergibt sich, daß die Reihe 

w 02r2i +1 22r« +1 - ' 
(38) 2n(0( ' 2 2 a*ßr,ß(x,y)) 

1-0 + l ß-2*« + l 

bei fast jedem (x, ^)€(0, 2 ) x ( 0 , 2 ) für fast jedes ¿6(0,1) konvergiert. Es sei H 
die Menge der Punkte (x,y, t) ((x, j>)6(0, 2 )x (0 , 2); ?€(0,1)), fü r welche die Reihe 
(38) konvergiert. Wir setzen 

H, = {(x, yK(0, 2) X(0, 2): (x, j , t)iH) (/£(0, 1)), 
Hxy = {i€(0, 1): (x, y, t)ZH) ((x, j )€(0 , 2)X(0, 2)). 

Die charakteristische Funktion von H bezeichnen wir mit x(x, y, t). Nach dem 
Obigen gilt 

2 2 1 2 2 

/ / (/Xix,y,i)dt)dxdy= f f (mes Hxy) dxdy = 1. 
0 0 0 0 0 

Nach dem Fubinischen Satz erhalten wir 
' 1 ' 1 2 2 • 2 2 1 

/ ( m e s H , ) d t = f ( / f x(x,y,t)dxdy)dt = f f ( f z(x,y, t)dt)dxdy = 1, 
0 0 0 0 

woraus folgt, daß die Reihe (38) bei fast jedem /€(0, 1) für fast jedes (x, j )€ (0 , 2)X 
X(0, 2) konvergiert. Es sei /0£(0, 1) ein Wert, für welchen die Reihe 

Ii + 1 «2 li+ l 
2 ••,('<>)( 2 2 a*Praß(.x, y)) 

' , = 0 : "I=22ri'+18 = 22,» + 1 ••• •" -
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in (0, 2)X(0, 2) fast,überall konvergiert; man kann annehmen, daß t0 nicht dya-
disch ist. 

Dann, setzen wir in (0, 2) X (0, 2) 

r,('oW*ß(x,y), 2*" / = 0 ,1 , . . . , r \ _ l ri\'o)Yciß\ x> y)> 

M x>y>- \ raß(x,y), (a, ß)£N. 

Es ist klar, daß die Funktionen $aß(x,y) (a, ß=l, 2, ...) Treppenfunktionen sind 
und in (0 ,2)x(0 , 2) ein orthonormiertes System bilden, und nach (37) 

(39) 
m n 

IIS max | 2 " 2 (1 - ( a - J)/™)(1 -(ß - ))/n)aaß$all(x, y)\ = ~ 

((x,y)dG) 

gilt. Weiterhin, auf Grund der Definition der Funktionen (¡/^(x, y) konvergiert 
die Reihe 

(40) 2( 2 2 a*ß$iß(*,y)) 

in (0, 2)x(0 , 2) fast überall. : 

Für die positiven ganzen Zahlen m, n mit (m, ri)£N2\N sei i(m, n) diejenige 
nichtnegative ganze Zahl, für die 

22'il(m,n) ^ ffj 22ri,'<m'") + 1 

gilt. Auf Grund der Definition der Funktionen (x, y) ist 

(41) 
• - . : > . , m, • n 

amn(a,$; x,y)= 2 2 (\-(a-\)lm)(\-{ß-\)ln)a^aß(x,y)+ 

a = 22ri«™.») + l ß=22r«((m,") + 1 

i(m,n)-l 22 riJ +1 2 2 ' y + . + 2 ( 2 ,y. 2 ; (1 - ( « - l ) / m ) ( l - ( / J - l ) / « K ^ a i ( x , y)) .((x, y)eE) 

im Falle (wi, n)£N2\N. Es sei 

(42) 

Ä ( m , « ; x , y) = 2 " 2 2 0 - ( « - D / m ) ( l - 0 ? - 1 )ln)a^aß(x, y). 

Wir werden zeigen, daß 
(43) , j . lim R(m,n; x,y) 

•' • 1 min (pi, «)-••«> ; 
* •' • ' ' ' " {m.n)tN,\N ' . . 

13* 
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in (0, 2)X(0,2) fast überall existiert. Wir setzen für y'(=0, 1, ...) 

su(j;x,y)= i i aaß4,aß(x,y) : 

Durch Abelsche Umformung bekommen wir 

2 2 r » / + l 3 2 r « / + l 

2 2 ^-ioL-\)lm){\-{ß-\)ln)aaß^aP{x,y) = 
(44) a=22 r"+M=2

2 r«+ i 
j + l_X 22r«y + l_1 j g2r*y +1 _i 

= — 2 ' 2 " «u(j ; * . » + — 2 sk32r,J+1(j; x, y)+ 

j 22rU + I_1 

+ (1 - ( 2 2 ' » " - l)/m)(l - ( 2 ^ - - 1 )/«)s22rIM, + 1 (J; x, >-). 
Wir setzen 

| 22r,-'+,-l 2?r2J +1_J 
R(1)(m, n, j; x, -y) = —— 2 2 + 

j S2 r»j + l _ 1 j 22 r»J + l _ 1 

+ — 2 \22' .y+ i (y; *>->>)+— 2 v ^ ' , / 0 ' *>>0. 

Ä<2>(m, x, >>) = (1 — (22r,J+1 — l)/m)(l - ( 2 ^ - - 1)/«)s22r ly. l j22, ly t I 

Daraus und aus (42), (44) ergibt sich 

Hm.ri)—1 Hm,n)—1 
(45) R(m,n; x, y)-.= 2 Rw(m,n,j; x,y)+ 2 R™(m,n,j; x, y) 

j=o j=o 

im Falle (m,n)€NJ\N. Es sei 

y) = max |sH(j; x,j>)| ( j = 0, 1, ...). 

Auf Grund der Definition von Rm(m,n,j; x,y) ergibt sich 

i - 1 i - l / / 2 2 r » J + i ) 2 22 r «y + J 02 r «y + l \ 
\2mm,n,j,x,y)\^ + )Sj(X,y) 0 = 1 ,2 , . . . ) . 
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Daraus folgt für jedes / ( = 1 , 2 , . . . ) 
i-1 

Si(x,y) = max I 2 Rm(m, n,j; x,y)\ 

(46) , 

Nach dem Hilfssatz II gilt 

2 2 g2rB>+l + 1 

(47) / / <5)(x, y ) d x d y c224r!j + i 2" 2 «J* 0" = 0 ,1 , . . . ) . 
0 0 x ^ U + lß = 2*^+1 -

Auf Grund von (14) und (46) erhalten wir daraus 

i / / # ( * > j O r f * ^ i / < 
0 0 i = 1 22 1 

Folglich ist die Reihe 

'=1 

in (0, 2)X(0, 2) fast überall konvergent, und so gilt 

(481 lim max I 'y n, j; x, y)\ = 0 v ' ¡-.oo ftT,. „a'n + i • „ 

in (0,2)X(0,2) fast überall. 
Auf Grund der Definition von Rw(m,nJ; x, y) gilt für jedes / ( = 1 , 2 , . . . ) 

i - l i - l 
2&t)(m,n,j; x, y) = 2 Vr"+> *>J0 + 

J=. o. j'=o ' 

i - l + 22ri> + 1 — 1 ?2r»j + l _ 1 \ , 
+ L_- L s2artJ+1 x, y). 

ff,9 v mn in n ) 

Wir setzen 
i - l 

- x, y) = 2 s
22rJj + i o2rij+'(j> x,y), 

j=o 

G(m,n, i; x,y) = 

•-1/• (2ar^+1 — l)2 ' —1 2sr,J'+l— O 
'= 2 — — : s 2r!J+1 „2' ! J + ,0; x,.y). fro V mn m n , } 2 > * 
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Dann ist für jedes / ( = 1 , 2 , . . . ) 

(49) 2 x, y) = F(i; x, y)+G(m, n, i; xly). 
j=o 

Da die Reihe (40) in (0 ,2)x(0, 2) fast überall konvergiert, auf Grund der Defini-
tion von , F(i; x, y) erhalten, wir, daß • ' • • • , ' 

(50) lim F(i ; x, y) 

in (0, 2)X(0, 2) fast überall existiert. Andererseits, auf Grund der Definition von 
G(m,rt,i;x,y) ergibt sich für jedes 7(=1 , 2, ...) 

h ( x , y ) = max \G(m, n, i; x, y)\ s 

¡ -1 /7 v- 22rSj + i I 

Daraus und aus (47) folgt 

.2 f f k x , y)dxdy - c15 J < « , ' 
'=10 0 1 = 1 ^ 

auf Grund von (14). Daraus ergibt sich, daß die Folge 

2öKx,y) 
i=i 

in (0, 2)X(0, 2) fast überall konvergiert, und so gilt 

(51) lim max \G(m,n,i; x, >01 = 0 

in (0, 2)x(0, 2) fast überall. 
Da nach (45) und (49) im Falle (m, n)£N2\N 

i(m,ri)—1 
R (m, n; x, y) = 2 RW (m> j; x,y) + F(i(m, ri); x, y) + G(m, n, i(m, n); x, y) 

o 
gilt, aus. (48), (50) und (51). folgt, daß der Limes (43) in (0, 2)x(0, 2) fast überall 
existiert. Daraus, und aus (39), (41) ergibt sich, daß 

.,155 \<rm(a, x,y)\ = °° .-.•••>:•: 
min (m,n)—<» 

im Falle (x,y)£G besteht. Wegen (36) besteht diese Relation in E fast überall. 
Wir setzen endlich 

M * . y) = 2«Äw(2x, 2y ) ((*,' y%E\ k, l = 1, 2, ...). 
Dieses System ^ = y)}^>t=1 befriedigt alsio alle Erförderurigen des Satzes 1'. 

Damit haben wir Satz I ' bewiesen. 
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4. Beweis des Satzes II. Zum Beweis des Satzes können wir ohne Beschränkung 
der Allgemenheit A 0 , ^ 0 s l voraussetzen. 

1. Beweis des F a l l e s 1. Durch vollständige Induktion können wir eine 
Folge ( 2 = ) M 1 < . . . < M r f = . . . von ganzen Zahlen angeben, für die 

(52) c5(logMr+1)/(r + 1)A «i r + . s max(r + 1, 33c, 2 2M2) (r = 1, 2, ...) 
2tMr + 1 +1 e = 1 

gilt. 
Die Koeffizientenfolge a definieren wir folgenderweise. Es sei 

l//-MrA22M=+i/i2r+i, Z = 2 ' + l , fc = 2X + 1, ..., 2 2 M ' + 1, /• = 1 , 2 , . . . , 

a ^ f - l / ^ A ^ ^ / v * . , I = 2 ' + 1 — 1, fe = 2 2 - l , . . . , 2 a a M ' + 1 - l , r = 1, 2, ..., 

0, sonst. 

Es ist klar, daß 

2 Z'alilti = s=i1=1 
OO 2A/r

a
 2 2A/r

2 

— 2 2 fl2*+l,2r+lA2»+l/t2
r+l + 2 2 2̂* + 1 — 1,2r + 1—1 ̂ 2* + ' — 1 + 1 — 

r = l s = l r = l J = 1 

A^ay»+1 i2M?lr2M? XtiM?+1 /I2r 11 = 4 2 Vr2 

r = l r = l 

gilt, also besteht (5). 

Jetzt werden wir das entsprechende Funktionensystem # definieren. 
Für jede positive ganze Zahl r wenden wir den Hilfssatz III im Falle p—Mr 

an. Die so erhaltene Menge, bzw. das so erhaltene Funktionensystem bezeichnen 
wir mit F(r), bzw. mit [gi(r;x)}™{ (r= 1, 2 , . . . ) . Auf Grund des Hilfssatzes III gel-
ten die folgenden Behauptungen für jedes r= 1 ,2 , . . . . 

F(r)(Q(0, 1)) ist einfach, und gilt 

(53) mes F ( r )=sc 3 . 

Die Funktionen g,(r; x) sind Treppenfunktionen und bilden in (0,1) ein 
beschränktes System: 

(54) | g , ( r ; x ) | S c4 ( x£ (0 , 1); l = 1, . . . , 2 M f ) . 

Weiterhin, für jedes x£F(r) gibt es einen Index m(r;x) mit 
(i) Mf =5 m(r-, x ) < 2M?, 

(55) (ii) gi(r; x) S 0 (x£F(r) ; r = 1, ..., m(r; x)), 
m(r;x) 

(üi) 2 g , ( f ; x ) s c5 Mr log Mr ( x € E(r)). 1=1 
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Es sei I u (k, l— 1, 2,....) .eine Einteilung des Intervalls (1, 2) in paarweise dis-
junkte Intervalle. 

Wir definieren Treppenfunktionen 

(P2.>+i,i'+i(x), <p2-+i-i,2'+>-i(x) (s = 1, . 2Afr
2; »••=. 1, 2 , . . . ) 

und Mengen H l r H 2 , . . mit den folgenden Eigenschaften: 
Die Mengen Hr(Q(0, 1)) sind einfach und stochastisch unabhängig, weiter-

hin für jedes r gilt 
(56) mes H r ^ c 3 . 

Die Funktionen bilden ein orthonormiertes System in (0, 2), weiterhin für 
jedes r besteht 

(57) |iP2»+i,2'+i(*)|, |<P2«+i-i,2'-+i-iO)| = c4/ |/2 (x€(0, 1); s = 1, ..., 2Mf) 

und für jedes x£Hr gibt es einen Index m(r; x) mit 

(i) Mf m(r; x) < 2 M 2 , 

(58) (ii) </>2«+i,2'-+i(x) ^0 (x£Hr; s = 1, ..., m(r; x)), 

(üi) z . <P2-+i,r+i(x) m (c6/(/2)M r iogM r (*€//,)• 

Weiterhin, für jedes r gelten 
t 

(59) ( f n u ' - k i W = ft't'-i^-'-iW (*€(0, 1); s = 1, ..., IM?), 

(60) . ; . . • 

ip2* + »-l,2»-l(x) — 

0, . . 

'*f(l; x)/\f2, 
- 1 / 2 ymes/2 .+ 1 > 2 i+i , 
—1/2 ^mes/ü.+i-i, a».!, 
0. 

( j = l , und Hi = F(l). 
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:. Auf Grund der Eigenschaften von .F(l) und g , ( l ; x) ist Hx(Q(0,1)). einfach, 
die Funktionen < p 2 » + 1 , 2 » + I ( ^ ) , <P2«+I-I,2!-I(*) (s=.l, :..,2M2) sind Treppenfunk-
tionen, und sie bilden ein orthonormiertes System in (0, 1). Weiterhin, wegen der 
Definition dieser Menge, bzw. dieser Funktionen, aus (53)—(55) folgt, daß (56)— 
(60) im Falle r = l erfüllt sind. 

Es sei r0 eine positive ganze Zahl. Wir nehmen an, daß die einfachen und stochas-
tisch unabhängigen Mengen Hr(Q(0, 1)) ( r = l , ..., r0), und in (0, 2) orthonor-
mierte Treppenfunktionen 

fr+i,!rti(x), <Pz-*i-i,ir*i-i(x) (s = 1, ..., 2Mr
2; r = l , ..., r0) 

schon derart definiert sind, daß (56)—(60) für r= 1, ..., r0 erfüllt sind. Dann gibt es 
eine Einteilung des Intervalls (0, 1) in paarweise disjunkte Intervalle Ip (p = 1, ..., P) 
derart, daß jede Funktion 

<P^+uzr+iix), (p2'+i-i,ir+i-i(.x) (s — 1, • 2Mr
2; r = 1, ..., r0) 

in jedem Ip (p= 1 , . . . , P) konstant ist, und jede Menge Hr (r= 1, . . . , r0) 
die Vereinigung gewisser Ip ist. Die zwei Hälften von Ip bezeichnen wir mit I'p und 
/ ; (p=\,~.,p). 

Dann setzen wir 
^>2»+l,2r0+1+l(*) = 

( l / ) /2) ( f g i ( r 0 + 1 ; / ; ; x)- 2 g*(r0+ 1; l"p; x% , *g(0, 1), i 
P=i p=i 

1/2 |/mes 
1/2 Vmes /os+i-i, 2 ro+2-i, x€/2»+i-i, 2»-o+8-i, 
0, sonst, 

( i / / 2 ) ( i fc(ro+i; ]'„• x ) - 2 g . ( r 0 + i ; / ; ; * ) ) . *€(o, i), 
P=i P=i 

- l /2y'mes/2»+ i> 2r0+i+ 1 , x€/ 2«+ i , 2r 0+i+ 1 , 
I - l /2 l /mes/ 2 .+ i_i,2ro+2_i, x € / 2 » + i - I ,2 ' -O+--I , 
(o , sonst 

( s = 1, . . . , 2Af,2
+1), und 

U0F(»o+l; rp)ÖF(r0 + l; /;)).' 
P = I 

Es ist klar, daß die Menge • Hr+1(G(0, 1)) einfach ist, die Funktionen 
Treppenfunktionen sind, die Mengen HltHr0+i stochastisch unabhängig sind, 
die Funktionen <P2.+i,2r+i(*), <p2*+i-i,2>-+i-i(x) ( s = l , . . . , 2M 2 ; r = l , . . . , r 0 + l ) in 
(0 ,1) 'e in orthonormiertes System bilden, und daß, weiterhin, auf Grund der 
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Definition von Hr + 1 , bzw. von den Funktionen <P2'+i,^o+1+i(.x)'(p2'*'-i,sro+i-i(x) 
(5=1 , . . . ;2M 2

+ 1 ) , "wegen (53)—(55), die Bedingungen (56)—(60) im Falle r = r 0 + 1 
auch erfüllt sind. 

Die Mengenfolge {Hr\?=l und die Funktionen (p2,+u2r+.x(x), t , 2r+i _i (x) 
(5=1, ...,2Mf; r=\,2, ...) mit den erforderten Eigenschaften erhalten wir also 
durch Induktion. 

Endlich sei 

sonst 

im Falle (k, l)*(2s+\, 2'+1), ( 2 S + 1 - 1 , 2 r + x - l ) ( 5=1 , . . . ,2M r
2 ; r= 1, 2, ...). Es 

ist klar, daß das System <p= {<j»w(x)}^i=1 orthonormiert in (0,2) ist. 
Wegen der Definition der Folge a und wegen (59) gilt 

s2n. 2n(a, (p\ x) = 0 (x£(0, 1); m, n = 0, 1, ...). 

Weiterhin, wegen der Definition der Funktionen (pkl(x) fü r jedes x€( l , 2) gibt es 
eine Zahl m(x) derart, daß im Falle m, n^m(x) 

Sa-,2«(a,q>; x) = 

akl<pkl(x), x£lkl, 
(k, /) (2S + 1, 2r +1), ( 2 ' + l - l , 2 ' + 1 - l ) , 
s = 1, . . . ,2M, a ; r = 1, 2, ..., 

«2»+1, 2 ' + 1 <Pis+1, 2 r + l ( * ) +
 a2.' +1 -1, 2 r + 1 -1 <i®2* + 1 , 2 r +1 - 1 (x), 

X€/2«+l,2r+l 
) 2 r + l _ 1 , 

5 = 1, ..., 2Mr
2; r = 1,2, ...' 

ist. So folgt, daß lim s2„ 2„(a, (p; x) in (0,2) überall existiert. : min(m,n)-»«> ' 
Es sei nun r0 eine positive ganze Zahl, und Es sei m(x)=m(r0 +1; x) 

derjenige Index, fü r welchen (58) im Falle r=rc +1 gilt. Dann folgt, daß auf Grund 
von (52), (57)—(59) 

( 6 1 ) k 2 m U ) + l t 2 r 0 + 2 ( a , ( p \ x ) | fe . 

I m « / 2S . W 2 ro+ 11 — 2 m ( J C ) + 1 J v _ 2r0 + 2 J a2»+1 .2ro+1 + l(ii'2' + l,2rll+1 + l W + 

m(x)i 2S+1— 2 H 2 r o + 2 -2" j 
+ P 9m(x) + 1 J 2 ' 0 + 2 j a2»+'-1.2 ' 'o+ 2 - l ( i ' '2' + , - l . 2 r 0 + 2 -l ( J C ) — 

. . . I ro » w / 2S W 2r 1 
2 ~ 2'"(;c) + 1 j i ' ~ 2r<>+2 J ü s * + 1 , 2 r + 1 < ; i , 2 * + 1 ' " r + 1 ^ — 

ro i « ( i ) Y • • 2 s + 1 - 2 U 2 m 1 — 2 1 
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& [ L ( ( ' • • • ' 2 * M ' + 4 ( I 2RO+2) 

(2 s + 1 _ 2 w 2r«+2 — 1 ¡j> 
1 — p ^ r ) [ ' 2^+2 JJ + + " 2 T f ^ 2 1 M ' = 

lm(x") —1 (f 2" W 2'o+M 
] y - 2-KO + i J l 1 — 

( 2 S + 1 - 2 W 2'»' - — 
- 2»K*) + 1 J 2 ^ J j flS«+l,2',0+1 + l<i'2'+l,2'p + l + l W + 

I IfC 2m(Jt) W 2r«+11 

: ^ 2m(^)+1 — 2~| 2'-o+2 —2 I 
2 m ( ' v ) '-1 Jl 2̂0+2 Jj ° ! " U + l . ä ' " H + l ( , , ! " l " , H , ! ' « + 1 + t W | r 

r 

' r=l 

= T k l o g M ' o « ( r , n M ) 2 № C4 - / 2 c4 i 2 M 2 -

_ logM r o + 1 -8 / 2 ('•o+l)'?-22M2
() + 1 + lA'2r0+2 

(l /8K2)(max(/-0+l,33C 4 l 2 M r
2 ) - 3 2 c 4 j ? 2M2) .3= ( 1 / 8 / 2 ) (r0 +1), 

r r.l r = l 

wegen |flfc(|= 1. " 
Es sei nun H = lim Hr. Da die Mengen Hr stochastisch unabhängig sind, r —CO 

und (56) für jedes /- gilt, ergibt sich durch Anwendung des Borel—Cantellischen 
Lemmas: 

mes H -- 1': 

Im Falle x£H gilt aber (61) für unendlich viele r mit m(x)=m(r; x) ( s M 2 ) . So 
erhalten wir 

Km |<r2™,2"(a, <P\ *)| = <~ 
m m (m, «)-*<» 

fast überall in (0, 1). 
Es sei 

*„(*) = fi<puQx) (*e(0, 1); k, I = 1, 2, ...)• • . 

Für das System <P= und für die Folge a sind aber alle Erforderungen 
des Falles 1 erfüllt. 
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2. Beweis des F a l l e s 2. Durch vollständige,Induktion werden wir zwei Fol-
gen ( 2 s ) A / 1 < . . . < M P < . . . , ( l= )A^ 1 <. . .< iV r <. . . von positiven ganzen Zahlen 
angeben, für die die Ungleichungen 

(62) r + 1 > (log Mr)JrXi2M^i2Nr+1 r, 

(63) ( l /2«0 l/r 
e=i 

bei jedem r = l , 2 , ... erfüllt sind. 
Wir setzen nämlich JVj=l'. Dann sei Mt gleich der kleinsten ganzen Zahl 
2), für die 

-. 2 > (log k)l?.^.fi2+1 a 1 

gilt. Dann sind (62), (63) im Falle r = 1 erfüllt. 
Es sei r0 eine positive ganze Zahl. Wir nehmen an, daß die ganzen Zahlen 

( 2 s ) M 1 - = . . . < M r o , (1 = ) # ! < . . . s c h o n derart definiert sind,: daß (62), (63) 
im Falle r = l , ..., r0 erfüllt sind. Dann sei Nr+1 gleich der kleinsten ganzen 
Zahl !(>Nr), für die 

(1/2') 2 M ^ l / ( r 0 + l) 

ist. Weiterhin sei M, + l gleich der kleinsten ganzen Zahl k ( > M r J , für die 

r0 + 2 > ( l o g k ) / ( r 0 + l)A22fcs/i2Nr0+i+1 = ra+1 

ist. Für die ganzen Zahlen ( 2 = ) M x < . . . < M r + 1 , ( l = ) i V 1 < . . . < A ' r + 1 bestehen also 
(62), (63) auch im Falle r = l , ...,r0+l. Die Zahlenfolgen {Mr}~=1, {7Vr}"=1 mit 
den erforderten Eigenschaften erhalten wir durch Induktion. 

Wir definieren die Koeffizientenfolge b folgenderweise. Es sei 

b,., = 

'1 / r M , l 2 2 J i p ! ^ + 1 ; l = 2N ' ; k = 2\ ..., 2 i Mr; r = 1, 2, ..., 

1 /rM,A22m2№'+1, l = 2 N'+l; k = 21, ..., 22M°; r = 1, 2, ..., 
.0, sonst. 

Es ist klar, daß 

CO OO ~ 2AIR
S OO 2 M * 

2 2 bh4nf = 2 2 + 2 2 ^ 
* = 1 / = 1 r = l s = l r = l s = l 

^ 2 2 = 4 21/'-2 < ~ 
r = l r = l 

gilt, also besteht (6). 
Wir definieren das in (0, 2) orthonormierte System von Treppenfunktionen 

Wr(*), i l / V t i N r + 1 ( x ) (s = 1, . . . , 2M r
2 ; /• = 1, 2, . . , ) 
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und die Folge von einfachen und stochastisch unabhängigen Mengen G , (g (0 , 1)) 
(r=l,2,...) mit folgenden Eigenschaften. 

Für jedes r gilt 
(64) mes Gr ^ c3, 
und 

(65) \<k_.t2Nr(x)\, \ip2, 2Nr+1(x)\ ^ C4/(/2 (X€(0, 1); s = 1, ...,2Mf). 

Für jedes x£Gr gibt es einen Index m(r;x) mit 

(i) Mf =s m (r; x) < 2Mf, 

(66) (ii) </Vi2ivP(*) ^ 0 (x<=Gr; s = 1, . . . . m(r; *)), 

m(r;x) 

(iii) 2 2/vr (x) = (i'r,/1^2) M r log M r (x€Gr). 

Weiterhin besteht für jedes r 

(67) = >>2.,2* r+1M (x6(0, 1); s = 1, ..., 2 M f ) , 

(68) tfy2„r(x) = i / ^ 2 W r + 1 (x) = 0 (x€(l , 2 ) \ ( / 2 S 2„r U / 2 , 2 * r + 1 ) ) 

(s = 1, ..., 2MP
2). Wir setzen 

^. .a .v^x) = 

g , ( l ; x ) / / 2 , x<E(0, 1), 

1/2 ] /mes/ 2„ i 2^, x€ / 2 , i ä N i , 

1 / 2 / m e s / 

0, sonst, 

g , ( l ; x ) / / 2 , x€(0, 1), 

- 1 / 2 / m e s / J , ^ , ; * € / 2 , i S JV,, 

- l / 2 / m e s / 2 . j 2 N i + 1 , x£ / . + 1' 2», 2̂ 1 + 1 
0, sonst 

(s = 1, ...,2Ml), und Gi = F( l ) . 
Auf Grund der Eigenschaften von F ( l ) und g s ( l ; x ) ist G j ( ^ ( 0 , 1)) einfach, 

diese Funktionen sind Treppenfunktionen, und sie bilden ein orthonormiertes Sys-
tem in (0, 2). Weiterhin, auf Grund der Definition von Gx, bzw. von diesen Funk-
tionen, wegen (53)—(55) sind (64)—(68) im Falle /-=1 erfüllt. 

Es sei r„ eine positive ganze Zahl. Wir nehmen an, daß die einfachen und stochas-
tisch unabhängigen Mengen G r ( g ( 0 , 1 ) ) (r— 1, . . . , r0) und die orthonormierten 
Treppenfunktionen ^ . ^ ( x ) , i^2.>2Nr+1(x) ( s = l , . . . , 2M 2 ; r = l , . . . , r0) in (0,2) 
schon derart definiert sind, daß (64)—(68) im Falle r=l, ,.., r0 erfüllt werden. 
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Dann gibt es eine Einteilung des Intervalls (0, 1) in paarweise disjunkte Inter-
valle (q= 1, ..., Q) derart, daß jede Funktion 

<A2., ZNk(X), 4>2',2»R+I(X) (s= •••> 2M;;r=], ..., r0) 

in jedem Intervall Jq (q= 1, .,., Q) konstant ist, und jede Menge Gr (r= 1, ..., r0) 
die Vereinigung von gewissen Jq ist. Die zwei Hälfte von Jq bezeichnen wir mit Jq, 
bzw. mit Jq (<7=1, ..., Q). 

Dann setzen wir 

0 / ^ ( 1 ¿ & ( ' o + i ; •/;; *))> x€(o, i), 
9 = 1 9 = 1 

1/2 

1/2 l /mes/2 I j 2 f i r o + 1 + 1 , 
10, 

X ^ 1 2S, 2W>o+1 ' 
X€/2Si27Vro + i + 1 , 

, sonst, 
und 

( i / l / 2 ) ( i g s ( ' - o + i ; x ) ~ K \ *)), x m 
9 = 1 9 = 1 

= - 1 / 2 ymes/ 2 . 2 N f o + 1 , 
- 1 / 2 l/mes/2 J i 2 W r o + 1 + i , 

10, 

(s = 1, . . . ,2M 2
+ 1 ) , und 

2 \ r o + 1 , 

1 2', 2^0+1+1' 
sonst 

G, 0 + 1= U ( ^ ( r o + i ; A ' ) U F ( r 0 + i ; •/;))• 
9-1 . . . . 

Es ist klar, daß die Menge G r<)+1(g(0, 1)) einfach ist, die Mengen Gr 

( r= 1, ..., r 0 + l ) stochastisch unabhängig sind, diese Funktionen Treppenfunktionen 
sind, und die Funktionen iA2»>2Nr(x), ^2",2N.+i(x) ( s = • • • > 2Mr

2; r = l , . . . , r 0 + l ) in 
(0, 2) ein orthonormiertes System bilden. Weiterhin, nach der Definition der Menge 
(?ro+1 und der Funktionen (*=.!, 2M 2

+ 1 ) aus (53)— 
(55) folgt, daß (64)—(68) auch im Falle r=r0 + l bestehen. 

Die Mengenfolge {Gr}™=l und die Funktionen 

$2>,2i>Xx)' *l/2',2"r+i(x) ( i = 1» 2M2 ; r= 1, 2, ...) 

erhalten wir also durch Induktion. 
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Endlich sei 

( jc) = 11/Kmes / „ , x£lkl, 
sonst 

im Falle (k, 1)^(2", 2N'), (2S, 2 ^ + 1 ) 0 = 1,. . . , 2M,2; r = 1, 2, ...). Damit haben wir 
das ganze orthonormierte System ^ = i n (0,2) definiert. 

Es sei G = E m G r . Da die Mengen G. stochastisch unabhängig sind, und 
(64) für jedes r besteht, durch Anwendung des Borel—Cantellischen Lemmas bekom-
men wir: 

mes G = 1. 

Es sei r0 eine positive ganze Zahl, und x€Gr^. Es sei weiterhin m(x)=m(r0; x) 
derjenige Index, für welchen (66) im Falle r=r0 besteht. Auf Grund der Definition 
der Folge b, aus (62), (66) und (67) ergibt sich: 

i m<*-) i Is^t p (b; t/i; x)\ = \2 N il/2S N (x)\ = 
S=1 

m(x) 
(69) = ( l /r0M r o l2 ä M r i ^ ) 1 2 ,»,„(*)I ^ 

0 s = 1 

Im Falle x£G gilt aber (69) für unendlich viele r0, und so ist 

Em |s2'»l2"(&> 'A; *)r = °° 
min (m,/i)— 0 0 

fast überall in (0,1), wegen (66) (i). 
Auf Grund von (68) gibt es für jedes x€( l , 2) eine Zahl m(x) derart, daß 

im Falle m, n ^ m ( x ) 
ö2'»,2*(b, ^;x) = 

*€/„, (k, l) * (T, 2"r), (2S, 2"r + l); 
V .. 2 M 2 ) s = 1, ..., 2M2 ; r = 1,2, ..., 
( 2 S - 1 U 2Nr — 11 

[1 2™ j + 

+ ( ' L1 ^ ü2°, 

J = 1, . . . , 2 M r
a ; r = 1 , 2 , . . . 

ist. So folgt, daß . lirn a2m 2„(b, 4/; x) in (1, 2) überall existiert. 
min(m,n)-*co ' ' 

Es seien m, n positive ganze Zahlen, und sei r(n) diejenige ganze Zahl, für die 

Nr(n) s n < Nm+1 .;.. 
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besteht; offensichtlich gilt 
lim r(n) = °°. 

n—00 

Für x£(0, 1), auf Grund der Definition der Folge b und von (67) gilt 

<72m>2n(b, \j/; x) = 
min(2M® < n ) ,m) 

= 2 (1 — (2S — l)/2m)(l —(2N'(»> - l)/2A''(»))f> 21*r(»)̂ ra*.a'vr<»> 
5 = 1 

r(/i)-l min(2A/r2,m) 

+(1/2"H->) 2 2 ( l - ( 2 ' - l ) / 2 m ) f c , . 2 „ > 2 . 2 i y r ( * ) r = l 5=1 

im Fa l l e n=NrW, bzw. 
min(2A/rs(„,,m) 

Or-Mb, <P; X) = (1/2") 2 (1 - ( 2 S - l ) / 2 m ) b 3 . 2 N r M 4 ' 2 . , 2 ^ ( J x ) + 
5 = 1 ' 

rOO-l min(2M*,m) 
+ (1/2") 2 2" ( l - ( 2 ' - t ) / 2 m ) 6 „ . 2^ r(x) 

r = 1 s = 1 

im Falle n > N r W . Also besteht immer 

min(2Mrs(n),m) 

ff2-.r(t, t; x) = (1/2") 2 (1 -(^-mm)b^2NrM^2NrM(x)+ 
5 = 1 • 

(70) 
r ( « ) — 1 m i n ( 2 A f r , m) 

+(l/2") 2 2 ( l - ( 2 s - l ) / 2 m ) b a . > 2 „ > 2 . > 2 „ r ( x ) 
r = 1 S = 1 

in (0, 1). 
Aus l und aus (63), (65) ergibt sich 

r(n)-l min (2Af*, m) 

( 1 / 2 " ) | 2 2 (1— (2S — l)/2m)b . 2Nr(x)| s 

r = l 5 = 1 . , 

r(«)-i . , ( „ )_! .i ^ (l/2ff-«»>) 2 2 K 2*J ^ (cJ/2 2**0). 2 M? ^ ( c 4 / / 2 ) ( l / r (n ) ) , 
r = l s = l ' ' r = l 

woraus folgt, daß überall in (0, 1) 
. ' I •• 

1 r(n)—1 min (2Afr2, m) 

(71) lim - i . 2 2 ( 0 ' ~ ( 2 S - m m ) K , 2 N r ^ 2 N r ( x ) = 0 
^ r = l 5 = 1 

gleichmäßig in m besteht. 
Für eine positive ganze Zahl r setzen wir 

Sr(x) = max . 1 2 b2._iNr^2flr(x)\ (x€(0, 2)). 
l s / i 2 A / ^ j s i 
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Auf Gnind des Hilfssatzes I, aus der Definition der Folge b und aus (62) folgt, 
1 2 2 M? 

/ öHx)dx ^ f öf(x) dx S Cllog2(2Mr
a + l) 2 4.iSNr ^ 

о 0 5 = 1 

S сЛ\о%2МгШЧгШ,ц\Ыг+1) ^ 4c w r 2 (r = 1, 2, ...)• 

Da Nr^r ( r = 1, 2, ...) offensichtlich gilt, erhalten wir daraus: 

2 ( l /22"0 / <5?(x) dx =§ 4c16 1 ( 1 W 2 ^ 4c16 2 /•2/22r < - ; 
r = l / r = l r = l 

folglich gilt 
(72) lim (1/2*0 <5, (x) = 0 fast überall in (0, 1). 

Г-*оо 

Es sei r eine positive ganze Zahl, und x£(0, 1). Dann besteht 

m i n ( 2 M r ! , m ) 

2 (1 - ( 2 S - l ) /2 m )b 2 . j 2 *>_ W r (x ) = 
(73) 

" ' - 1 s m 
= - ( 1 / 2 - ) 2 (2S —2S+1) 2 b 2 . ^ > 2 , ^ r ( x ) + ( l - ( 2 m - l ) / 2 m ) 2 b^ lNr(x) 

s**1 <1=1 ' ' а — 1 ' 

im Falle m ^ 2 M 2 , und 

111111(2«,?,/«) 
2 ( l - (2 s- l ) /2"-)b 2 , i ä W> 2 .> a l V p(x) = 5 = 1 

2Mr
3-l s . . : • 

(74) = - ( l / 2 m ) 2 (2 s -2> + 1 ) 2 W A - ,sr(x) + 
S=1 ff = l 

•Uf* 
+(1 l)/2m) 2 W - W « 

a = 1 

im Falle m>2M r
a . Aus (73) und (74) folgt 

m i n ( 2 M ® , m ) 

| 2 ( l - (2 s- l ) /2™)b a . i 2 N> 2 .> a i V r(x) | s 
(75) S = 1 

S (1 + 1 —(2m — l)/2m)<5r(x) ё 2<5,(x) 
im Falle bzw. 

m i n (2 Л / Д т ) 

I 2 (1 - (2S - l)/2m) b2.2nr ф ajvr (x)| ^ 
(76) S = 1 

== (22 M ' j2m + 1 - (22M- - l)/2m)5r(x) ^ 2<5r(x) 



210 K. Tandon: Cesàrosche Summierbarkeit 

im Fal le m > 2 A f r
2 , f ü r x€ (0 , 1). Aus (72), (75) u n d (76) bekommen wir , d a ß in 

(0, 1) fast überal l 
MIN(2A/R

S, M) 

(77) lim (1/2*0 2 { \ - { 2 * - \ ) l 2 m ) b v 2 „ > 2 . = 0 

gleichmäßig in m besteht. Aus (70), (71) und (77) erhal ten wir endlich, d a ß 

lim ~»(b,i]/; x) = 0 
min (m, n)-» <» 

in (0, 1) fas t überall ist. N a c h dem Obigen gilt a lso . lim <t2„, 2„(b, ip; x ) = 0 in 
min(m,n) -*-°o * 

(0 ,2 ) fas t überal l . 
Endlich setzen wir 

<?„(*) = i2^kl{2x) (x€(0, 1); k, l = 1, 2, ...). 

F ü r das System { f V i x ) } ^ ^ und f ü r die Fo lge b sind also alle E r fo rde rungen 
des Falles 2 erfül l t . 

D a m i t haben wir Satz I I bewiesen. 
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