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Zur Symmetrisierung gewisser rationaler Eigenwertaufgaben 

HANSJÖRG LINDEN 

Herrn Prof. Dr. K. Zeller zum 60. Geburtstag gewidmet 

1. Gegeben sei ein komplexer Hilbertraum § mit innerem Produkt ( • , • ) 
und N o r m f| -1|. Ferner seien gegeben komplexe Zahlen ak^C, k= 1, 2, . . . , K, mit 
a^üj (k?±j), ak7±0 für k,j= 1, 2 , . . . , K. Dabe i seien die Zahlen ak s o numeriert, 
daß für ein Ky, gilt: ciy, a2, ..., aK ZR, aK +1, aK +2, ..., aK£C\Jl mit 

=aK +i,...,aK_1=aK. Weiterhin seien gegeben natürliche 
Zahlen <p;€N, j= 1, 2, . . . , K, mit (pK +2l_^(pKi+2l, l=\,2, ...,(K-Kdß, und 
lineare Operatoren A, Hk, k = l , 2, . . . , «—1, H k t j , k— 1, 2 , . . . , tpj, j—l, 2 , . . . , K, 
in die nicht alle gleich Nul l sind und wobe i die Operatoren A, H1, .... Hn_x, 
J f k j , k= 1, 2, . . . , ( p j , j = l , 2, . . . , K y , selbstadjungiert sind. Ferner gelte 

ft,Ki+2i-i  = Hk.Ki+w, k = 1,2, ..., <Pk1+2i-i> / — 1 ,2 , . . . , (K—Kj)l2. 

¡Schließlich seien die Operatoren Hk, k=l,...,n—l, HkiJ, k=\,2, ...,<pj, 
j = l , 2 , ...,K, endiichdimensional. D a n n betrachten wir in dieser Arbeit die Opera-
torfunktiori 

5№(A) := 1-kA - "2 Xk^Hk+ 2 2 № - a j ) k ) H k J 
fc=l j=lk=l 

für k£C* :=C\{a1,...,%}, w o / der Identitätsoperator in § ist. Operatorfunktionen 
dieser F o r m treten bei Eigenwertaüfgäbfcn für gewöhnliche Differentialoperatoren 
mit Eigenwertparameter in den Randbedingungen auf (vgl. [2, 3]). 

Eine Zahl A£C* gehört zur Resölventenmenge von 9JJ, wenn der Operator 
®l (A) _ 1 existiert als ein beschränkter, auf § definierter Operator. Eine Zahl A f C * 
heißt (regulärer) Eigenwert von SD?, wenn ein Element 0 ^ / 6 0 existiert, s o daß 
9J l (A) /=0; / heißt dann ein z u A gehöriges (reguläres) Eigenelement. A = « , heißt 
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ein singulärer Wert, wenn Elemente / , g i , g 2 , . . . , g^CÖ existieren, so daß 

f - a , A f - " £ a ^ H k f + J 2 (afKai ~ ai)k)Hk,jf— % HkJgk = 0, 
k=l j=lk=l k = l 

. Hk.jf=,0, k ~ l, ..., <p„ . Ii/11 + Z I&B ^.O- =••••. 
' ' ' 1 ' * = I 

Ist so heißt a, singulärer Eigenwert von $) i ! /he ißt dann ein zu / ,=a t gehören-
des (singuläres) Eigenelement. In [2] wurde der Operatorfunktion 9Jt ein linearer 
Operator zugeordnet (unter etwas allgemeineren Voraussetzungen) und damit gezeigt, 
daß 9EW höchstens abzählbar viele (reguläre und singuläre) Eigenwerte (endlicher) 
Vielfachheit ohne endliehen Häufungspunkt besitzt. Wir wollen in dieser Arbeit 
unter den etwas spezielleren Voraussetzungen zeigen, daß 90? ein symmetrische^ 
Operator in einem Pontryaginraum (vgl. [1]) zugeordnet werden kann, derart, daß 
die Eigenwerte von SR auch Eigenwerte dieses Operators sind; 

Als Folgerurig hieraus erhalten wir dann, daß 901 höchstens endlich viele Eigen-
werte in der Halbebene I m / = - 0 und in der Halbebene Im A < 0 besitzt; beim 
Vorliegen abzählbar vieler Eigenwerte, gibt es also abzählbar viele reelle Eigen1 

werte. ; ' • • 

2. Bei unserem Vorgehen benützen wir den in [2] 93t zugeordneten linearen 
Operator, den wir hier zunächst zur einfacheren Handhabung in einer etwas anderen 
Form darstellen. Wir bezeichnen mit P k f \ H k t J f — 0 } ± , k=\, ..., <pj, 
7 = 1 , ...,K, die Projektionen mit Hkj—Hkjpkj, k= 1, ...,<pj, j= 1, ...,K. Dann 
definieren wir lineare Operatoren 91: $>", § k t i : Vkj'-

A r = l , 2 , . . . , ^ , . / = l , 2 , durch ' ' 

A Hx //¡¡...//n_2 //„_! 
I 0 0 , . . 0 0 

0 / 0 . . . . 0 0 

0 0 0 . . . 0 . 0 

0 0 0 . . . / 0 
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- ¿ r - ^ j 0 . . . 0 

= O 0 . . . 0 

0 . . . 0 

0 0 

Pk,i ••• 0 
rk,s 
0 

0 0 ...pt k.j 0 

und definieren damit die Operatoren : tf^ffW-W, 
+ 1)/2^$YPJ.(.!>J+L)/2 D U R C H 

1 

< j. 
für / = 1 , 2 , . . . , K. Schließlich können wir hiermit den Operator tut; £>M— mit 

M = « + ( 1 / 2 ) 2 > , ( < P , + 0 
J=1 

erklären durch 

S t : = 

Ö*1' 
ym ^ ( I ) © . . . © 
< ß ( 2 ) O < ß ( 2 ) . . . © 

D a n n besitzen 9Jt und iflt, iüt (A) := (£—Aiüt, ( 6 Identitätsoperator in § M ) in 
C* dieselben Resolventenmengen und dieselben Eigenwerte, während für 
einen Eigenwert dj von i0t gleichzeitig ctj ein singulärer Wert von 3)1 ist, und für 
einen singulären Eigenwert aj von 9Jt gleichzeitig a } ein Eigenwert von 50t ist. D a 
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501" ein kompakter operator ist, besitzt SR höchstens abzählbar viele Eigenwerte 

endlicher Vielfachheit ohne endlichen Häufungspünkt. 

Wir betrachten nun den Vektorraum 

= : Z 

{(/(>5 fl 5 •••ifn~ 15 / l , l , 15 /1,2,1 > /l,2,2, 1,1, •••'fl,<H,<H'> /*.<PK.»'K)T I 

/ » € & Ä = 0, 1, . . . , n - \ , f h i t £ $ , j = 1, 2, FC = 1, 2, . . . , <pj, 1 = 1,2, ..., k} 

und wollen auf Z über einen selbstadjungierten Operator ein neues inneres Produkt 
einführen. Zur einfacheren Darstellung müssen wir dazu hoch einige Abkürzungen 
einführen. Wir definieren lineare Operatoren ftM: &kJ: §>k-~%>k,k= 1,2, ... 
...,(Pj,j=l,2,...,K, durch 

bzw. 

mit 

I 0 0 ... 0 0 
0 H , . . . H T T _ 2 H . - 1 
ó FFZ 1 0 

0 H N - 2 Ä . - 1 
0 FFN- 1 0 ... Ó . 

0 0 •• 
\ 

• 0 
0 
0 m 0 

0 Kl'T» 0 •• • 0 

Kg). = ( -

*í?y = ( - i r ' - ' f / í l ) 0 ? - ' - 3 ^ ('= 1. -,1c-1), 

und erklären hiermit lineare Operatoren f f M i + W ^ & W » 1 durch 
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Hiermit definieren wir nun den linearen Operator ft: § M durch 

O 

O (FL(K-I))* 

SV*-1) © 

W ist offenbar ein selbstadjungierter beschränkter Operator in § M und mit Hilfe 
von A führen wir ein neues inneres Produkt ( • , ) z in Z = § M ein durch 

(f, 8)a := (ftf; 9) 

für f, g € Z . D a n n ist das Paar (Z, ( • , •)«) i a. ein indefiniter Innenproduktraum, 
der darüber hinaus noch degeneriert ist. Der isotrope Teil Z ° von Z ist gegeben 
durch 

Z ° = { f € Z | / o = 0, " 2 H J + k - i f j = 0, k = 1 ,2 , . . . , « - 1; 
J = I 

Hk,jfj,k,i = 0> j = 1,2, . . . , tf, /c = 1, 2, . . . , cpj, 1=1,2, ..., /c}. 

Es gilt Z 0 ^ { 0 } auf Grund unserer Annahmen. Ferner ist Z zerlegbar mit 

Z = Z° ( + ) Z + ( + ) Z - , 

wobei Z + = < R ( $ + ) und Z ~ = < R ( $ - ) , w o $ + = ( £ - £ ¿ ( 0 ) , w o 
£ 5 die Spektralschar von M bezeichnet und SR(-) den Wertebereich dés betreffen-
den Operators. Betrachten wir nun den Quotientenraüm Z / Z ° : = 3 , s o erhalten 
wir einen nicht-degenerierten, zerlegbaren, indefiniten Innenproduktraum, wenn wir 
das innere Produkt in 3 durch ([f], [g]) z :=(f , 9)5 definieren, w o f£[f] , g€[g] Reprä-
sentaten von [f] bzw. [g] sind. Es gilt 3 — 3 + ( + ) 3 ~ mit 

1+ r= { [ f ] 6 3 | c s e x . ' f € [ f ] mit f € Z + } , 3 ~ := Ü f ] € 3 | e s e x . f € [ f ] mit f Ç Z ~ } . 

Das von dieser Zerlegung von 3 induzierte positiv definite Innenprodukt [ • , • ] 3 

auf 3 ist dann definiert durch 

a n , [9 i ] 3 - a $ + f i . [ v + 8 D 3 - ö * ~ n . w " f l ) 3 
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für /€[f]€3>.-'9.€[9]€"3:-• D ' e zugehörige Norm auf . 3 bezeichnen w i r , m i t ;|1.-,||3:. 
D i e vollständige Hülle von 3 + in dieser N o r m sei 3 + - Unter unseren Voraussetzun-
gen ist dann 3 + x 3 " ein Pontryaginraum; dieser sei 3 - 3 ist isometrisch iso-
morph zu einem dichten Teilraum von 3 - In 3 definieren wir die Abbi ldung [2H] 
durch [5ft][ f ] :=[Mf] für f € [ f | € 3 - I 

L e m m a , [iüi] ist ein symmetrischer Operator in 3 3 - Jeder Eigenwert X 
mit zugehörigem Eigenelement f von "ßl ist auch Eigenwert von [iUi] mit zugehörigem 
Eigenelement [ f ] . 

B e w e i s . Für f € [ f ] € 3 . 8 € [ f l ] 6 3 gilt 

M f M f l D a = ( « ™ f . 9). 

d. h. es genügt zu zeigen, daß der Operator Äiüi symmetrisch ist. Wir setzen 

1 := ft<» := j = 1, 2, . . . , K, 

/ . = 1 ,2 , ...,(K-ATO/2, 

ä « > : = f t « > $ < J > , j = 1 ,2 , \..,Klt 

& * , + «> | = Ä ( * l + « - l ) ' ^ ( * l + S I - l ) j " / = 1, 2, . . . , (K-KJß. 

D a n n gilt 

tfäJ? = 

A<V m o . . o o •o;- o . .. o 
o fl<2>. . o 0 • o ... : ö 

© o ' . 0 ' o 
(̂Kl + l) o o .. . o o 

o o . . o O 

(̂K-D o o . • . 0 , . . 

o 
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D a 
A Hl H2.. • H„_ 2 H„-

H ! H2 H3.. • Hn-1 0 
Hz H3 Hy. • o 0 

H„-<2. Hn-! 0 .. ,. 0 . 0 

H.-1 0 o . . .. 0 0 

# . 9 1 = 

ftw^a) = ( ö Ü))* = j = 1 , 2 , . . . , K , , 

/=1,2, ...AK-KJß, 

)T = (5<*<+2'))*, 

und 

mit 

y = 

© 

j J • 

0 

, J = 1, 2, /Ti, 

k\ 
( - 1 r » [ i j ( - i f ^ j fljr.4 fli;/. • • ( - 1)« [ £ ) 

i . a w- f . ^ ( k 
o 

i i - l F - ^ f c J aT*Hk,j 

k= 1, 2 , . . . , (pj, j = \ , 2, . . . , K l t und ferner (wie man aus dem letzteren sieht) 

für / = 1 , 2, . . . , {K-KJ/2 gilt, fo lgt die Symmetrie von Äitfl unmittelbar. 
Zum beweis der zweiten Behauptung gelte (<£—/l5Öl)f=C, f ^ C . D a n n folgt 

[ 0 ] = [ ( ( £ - / i Ö i ) f ] = [ f ] - A p ö t ] [ f ] . D a f i s t , gilt auch 0 (vgl. [2]); damit 
ist ein Eigenelement um Eigenwert X von [$01]. 

[tut] ist also der gesuchte, 95t zugeordnete, symmetrische Operator in dem Pon-
tryaginraum 3 -
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Aus den Eigenschaften symmetrischer Operatoren in Pontryaginräumen (vgl . 
BOGNÁR [1]) erhalten wir nun als Folgerung für die Eigenwerte von SR den fo l -
genden 

S a t z . SR besitzt höchstens abzählbar viele Eigenwerte endlicher Vielfachheit ohne 
endlichen Häufimgspimkt. Von diesen liegen höchstens d im 3 ~ ' n der oberen Halb-
ebene (TM A > 0 ) und höchstens d im 3 ~ in der unteren Halbebene (Im 2 < 0 ) , alle 
anderen sind reell. 

D a d im 3 ~ gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte von A ist (Vielfachhei-
ten mitgezählt) ist d im 3 - > 0 auf jeden Fall, wenn für ein ak entweder < p K s 2 o d e r 
a f c G C \ R oder wenn 1 ist (falls die zugehörigen Operatoren nicht N u l l sind). 

Es ist klar, daß der obige Satz auch auf Eigenwertaufgaben für gewöhnl i che 
Differentialgleichungen mit Eigenwertparameter in den Randbedingungen angewen-
det werden kann (vgl. [2, 3]). Wir wol len hier nicht mehr genauer darauf e ingehen. 
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