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Zur Symmetrisierung gewisser rationaler Eigenwertaufgaben

HANSJORG LINDEN

Herrn Prof. Dr. K. Zcller zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Gegeben sei ein komplexer Hilbertraum $ mit innerem Produkt (-, -)
und Norm | -||. Ferner seien gegeben komplexe Zahlen ¢,€C, k=1, 2, ..., K, mit
a#a; (k#j), a0 fir k,j=1,2, ..., K. Dabei seien die Zahlen ¢, so numeriert,
daB fiir ein K,, 0=K,=K, gilt: a,,a, ..., ag €R, @ 11,85 42, ..., ag€C\R mit
g +1=0g +2, Ok +3= AR, +45 --o» Qg1 =g Weiterhin seien gegeben natiirliche
Zahlen ¢;eN, j=1,2,.., K, mit Pk, +2u-1= Pk +21s 1=1,2,..,(K—K)/2, und
lineare Operatoren A4, H,, k=1,2,....,n—1, H,;, k=1,2,...,9;, j=1,2,..,K,
in §, die nicht alle gleich Null sind und wobei die Operatoren A4, H,, ..., H,_,,
H, ;, k=1,2,..,0;,j=12, .., K,, selbstadjungiert sind. Ferner gelte

Hk,K1+2l*1 = HI:K1+2I’ k= 1’ 2; cees ¢K1+2I—ls = ], 23 cevs (K—Kl)/z‘

SchlieBlich seien die Operatoren H,, k=1,..,n—1, H,;, k=12,.., ¢;
j=1,2, ..., K, endlichdimensional. Dann betrachten wir in dieser Arbeit die Opera-
torfunktion

n—1 K o
M2) = I—AA— 3 P Ht 3 3 (H(G—a)) Hy,
k=1 j=1k=1

fir 26C*:=C\{q, ..., ax}, wo I dér Identititsoperator in § ist. Operatorfunktionen
dieser Form treten bei Eigenwertaiifgiben fiir gewohnliche Differentialoperatoren
mit Eigenwertparameter in den Randbedingungen auf (vgl. [2, 3]).

Eine Zahl A¢C* gehort zur Resolventenmenge von MM, wenn der Operator
M(AD)! existiert als ein beéschrinkter, auf $ definierter Operator. Eine Zahl 1¢C*
heiBt (reguldrer) Eigenwert von 9, wenn ein Element 0#f€$ existiert, so daB
M(2)f=0; f heiBt dann ein zu A gehoriges (regulidres) Eigenelement. 1=a, heifit
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ein singuldrer Wert, wenn Elemente f, g, g2, ..., 85,€9 existieren, so daB

n—1 K o; [0
S-a Af— kz; at* H, f+ 2; kZ: (a?/(a, _aj)k)Hk.jf_kZ; H8.=0,
= J= = =

S50 k=t 1 e =0,

Ist f320,.s0 heiBt g, singuldrer Eigem‘»)ért von M. f heibt dann ein zu i=4a, gehdren-
des (singuldres) Eigenelement.:In [2] wurde der Operatorfunktion M ein linearer
Operator zugeordnet (unter etwas allgemeineren Voraussetzungen) und damit gezeigt,
daB I hochstens abzahlbar viele (reguldre und singuldre) Eigenwerte (endlicher)
Vielfachheit ohne endlichen Haufungspunkt besitzt. Wir wollen in dieser Arbeit
unter ‘den etwas speziellerén Voraussetzungen ‘zeigen, daB IR ein" symmetnscher
Operator in-einem Pontryaginraum (vgl. [1]) zugeordnet werden kann, derart daB
dle Elgenwerte von. M auch Eigenwerte dieses Operators sind: S
“Als Folgeruiig hieraus erhaltén wir dann, daB M héchstens endlich' viele Eigen-
werte in.der Halbebene Im A>0 und in der Halbebene Im 2<O0 besitzt; belm
Vorliegen- abzihlbar v1eler E]genwerte gnbt es also abzahlbar viele reellc Elgen—
werte. : P : s : : B

2. ‘Bei unserem Vorgehen beniitzen wir den in [2] M zugeordneten linearen
Operator, den wir hier zunéchst zur einfacheren Handhabung in einer etwas anderen
Form darstellen Wir bezeichnen mit P, ;: {fESj[Hk,,-f=0}J- k=1, ..., 9;,

J=1. ..., K, die Projektionen mit “Hy ;=H; ;Py ;, k=1, .., ¢;, j=1, ..., K. Dann
deﬁmeren wir lineare Operatoren UA: $"—~H" 55,‘, i 99", ‘Bk' it 5"—»55"
Py o 99 k=1,2,...,9;,j=1,2, ..., K, durch

A H1 Hz Hn

. ._1 00 0...0 O
()‘(')"46.. o o | .
0.0 O0... 1 0
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(;ai"—)‘:—})""', 0...0  _
B, = 0 0...0f,
| o 0.0
(ren g e Brin
0 o Py 0

und definieren damit die Operatoren 9\ H@ D2 gr PO G Gei(es+ /2
<j3(i); 5¢J(°’1+1)/2—'$j"i("’1“)’2 durch

SD 1= (D1 Baj s Doy

B,, j ‘Bn, i o)
PO = ‘B_ﬁ-f PO = Bai; )
‘Bw-i - D i‘Bd’j- J

for j=1,2,..., K SchlieBlich kénnen wir -hiermit den Operator Wt: HY - HM mit

M=nt(2) 30,0, + D

erkldren durch o o
A HO H§P ., HE
PO PO O ... O |

95‘1: "B(g) o) ‘3(2):"1 D 1

.
. .
A

PO O O .. %W

Dann besitzen M und WM, WR(1):=C -0, (€ Identititsoperator in H¥) in
C* dieselben Resolventenmengen wund dieselben Eigenwerte, wihrend fiir
einen Eigenwert a; von Wt gleichzeitig a; ein singulirer Wert von M ist, und fiir
einen singuldren Eigenwert a; von M gleichzeitig a; ein Eigenwert von it ist. Da
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Wit" ein kompakter operator ist, besitzt I hochstens abzdhlbar viele Eigenwerte
endlicher Vielfachheit ohne endlichen Haufungspunkt.

Wir betrachten nun den Vektorraum
M =2Z:=
= Ao frs - -1 o, frgns fnes o froonts o fuonen o froooon) |
fE€9, k=01, .., 'n—l,fj,k',eb,j =1,2,.,Kk=1,2, (p, I=1,2,..,k}

und wollen auf Z iiber einen selbstadjungierten Operator ein neues inneres Produkt
einfithren. Zur einfacheren Darstellung miissen wir dazu noch einige Abkiirzungen
einfiihren. Wir definieren lineare Operatoren R&y: $"—+9", &, ;: $*—~9* k=1,2, ...
cn @y, J=1,2, .., K, durch

/1 0 0 ...0 0
0 Hl H2 "'Hn—z _Hn—l
I
0 Hn—‘.’. -n—l
0 H_, 0 ... -0
bzw. .
K',ﬁf’} 0 0 --« 0
0 KO K2 ... K&V
Lo k& 0 -0 0
mit

K = (- D)*aH,

Vi
o) ;+1;1 k &-1-3 g
KO = 1y, 5 e =m0, a= 0, k-,
und erklaren hiermit lineare Operatoren {): §¢A;+ D2 qo/e,+ V2 qyurch

K, O
RO — R, ;

o "R,

P J
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Hiermit definieren wir nun den linearen Operator &: $¥ 9™ durch

Ky
(o)
2 .. O
T QK
K= O (RKi+Dy
s}(l(l+l) D

O
O (R(K—l))*
|RE-D O

R ist offenbar ein selbstadjungierter beschrinkter Operator in $* und mit Hilfe
von R fithren wir ein neues inneres Produkt (-, -), in Z=$™ ein durch

(f, 93 == (&f; 9)

fir f,g€Z. Dann ist das Paar (Z, (-, -)3) ia. ein indefiniter Innenproduktraum,
der dariiber hinaus noch degeneriert ist. Der isotrope Teil Z° von Z ist gegeben
durch

n—k
Z°={f€Z|fo=0, 3 Hyporf;=0, k=12, ..,n—1;
j=1

Hk,j-f:i,k,‘ = 0, j = ], 2, veey K, k= ], 2, cery (pJ’ = ], 2, veey k}.
Es gilt Z%=# {0} auf Grund unserer Annahmen. Ferner ist Z zerlegbar mit
Z=29(+)Z4(+)Z-,

wobei Z+t=R(P*) und Z-=REPB"), wo P*=E—E;(0), P~=E3(0-), wo
Ej; die Spektralschar von & bezeichnet und R(-) den Wertebereich dés betreffen-
den Operators. Betrachten wir nun den Quotientenraum Z/Z%= 3, 'so erhalten
wir einen nicht-degenerierten, zerlegbaren, indefiniten Innenproduktraum, wenn wir
das innere Produkt in 3 durch ([f], [aD.:=(f, g),‘ definieren, wo f€[fl, g€[a] Repri-
sentaten von [f] bzw. [g] sind. Es gilt 3= 3"(+)3 mit

= {{fle3lesex €[] mit fez+), 3~ := {{fle3|esex.fe[f] mit feZ-).

Das von dieser Zerlegung von 3 induzierte positiv definité Innenprodukt {-, I3
auf 3 ist dann definiert durch .

). [a1]s = (B+11, 1B+ 0D — (B1). (91D

'
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fur fe[fl€ 3, g€lgle3. - Die zugehdrige Norm auf 3 bezeichnen wir, mit |- [ ;.
Die vollstandige Hiille von 3+ in dieser Norm sei 3¥. Unter unseren Voraussetzun-
gen ist dann 3¥ X3~ ein Pontryaginraum; dieser sei 3. 3 ist isometrisch iso-
morph zu einem dichten Teilraum von 3. In 3 definieren wir die Abblldung [90t]
durch [W(fl:=[Wef] fir fe[fle3.

Lemma (0] ist ein symmetrischer Operator in 3 und 3. Jeder Eigenwert 4
mit zugehorigem Eigenelement § von % ist auch Eigenwert von [¥) miit zugehortgem
Eigenelement [f].

Beweis. Fiir j¢[ile 3, gelgle 3 gilt

(B)(7). (D5 = (R, 9),
di‘h. es genugt zu zelgen dalB der Operator R&Ut symmetnsch lst Wir setzen
KR = R‘°’, 3\“) = K 55“’ i=0L2 .., o
QW —R(“‘B“’ j=1,2, KA“ ;
R(Kl;l-?l 1) ., _(R(Ky}-“l 1))*(B(K1+"l)
R“‘l“”'— KiKa2t- 1)‘13“1”’ b l=1,2, .., (K=-K)/2,
frim 8OBO, = 1,2, Ke, -

R(K1+2I—1) t— (R(K‘ +2l—1))* GB(KH-W)’

' §(k,+21)' — R(K,%ét-])'q}(kﬁzl-x)" 1=1,2, .., (K—Kl)/Z:.' :

Dann gilt

CR® ]G GO RE) QD R+ Q=D QE)
&w. fw. .9 .. 9 © O .. D .0 | -
4 o &®.. © D O ..'D D

. [f® © 9. R o o . 7

R=lgaen 5 9.0 o0 &me
Kty o D ... O j®h
fen o o ... I .
q© O O, . S L R® P
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‘A H, H,...H,_, H,,
H, Hy, Hy...H,., 0

quf = | B M Hiee 00

|H, s H,y 0. 0. 0
He_, 0 0..0 0

R&lg(l) = 53(1) = (Sjl,j, 52,‘]’ [RAE] Sjtpj,j)’ .I: ly 2, LR —Ka '

CKROPD = (D) = (Dy,,5 Do g s Dy ) T =12, Ky,

‘. . _ ~ 2 ,— ) . * ) .
‘ (REKw+2 1))*23(_’““’) = (9% kyr2-15 Do k142115 s 53¢K1+2l—1, K,+31..1)T = .
— (Sj(K1+2'”1))*, -
of _ 20 * 2
QELH-D PEHA-1 = (G BE g Ly _$3¢K‘+21’ K‘+21)T = (HKs+2hy*,

1=1,2, .., (K=K)/2,

und - o . .
Ry O 1 .
R(i)q}(i-) = . .5‘2,1‘1"2,1 : . . j=1,2.., Ki,
,t D s“’lvj ;‘BQ’J" i
mi
3 k 2 o k : s ' o k y T
ore () aremn, oS et n 0 (o)
k k LA . .'4'- - F
s J s J . . .
_ 1)~ k —2pr 0 0
( ) k) 4 k, § . J

k=1,2,...,9;,j=1,2,...,K;, und ferner (wie man aus dem letzteren sieht)
(R(Kl+2'—1))* ;j}(szl) = (REK1+2-1) ‘jS(K‘“"l))*

fir 1=1,2,...,(K—K})/2 gilt, folgt die Symmetrie von {0t unmittelbar.

Zum beweis der zweiten Behauptung gelte (E—2)F=0, {0. Dann folgt
[O1=[(€ —20) fl={f1—A[H][f). Da F=0 ist, gilt auch f,=0 (vgl. [2]); damit
ist [f]0 ein Eigenelement um Eigenwert A von [97].

[4%] ist also der gesuchte, MM zugeordnete, symmetrische Operator in dem Pon-
tryaginraum 3.
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Aus den Figenschaften symmetrischer Operatoren in Pontryaginriumen (vgl.
BOGNAR [1]) erhalten wir nun als Folgerung fiir die Eigenwerte von M den fol-
genden '

Satz. M besitzt hochstens abzdhlbar viele Eigenwerte endlicher Vielfachheit ohne
endlichen Hdufungspunkt. Von diesen liegen hichstens dim 3~ in der oberen Halb-
ebene (Im A=0) und héchstens dim 3~ in der unteren Halbebene (Im 1 <0), alle
anderen sind reell.

Da dim 3~ gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte von § ist (Vielfachhei-
ten mitgezihlt) ist dim 3~ >0 auf jeden Fall, wenn fiir ein a, entweder ¢gz=2 oder
a,€C\R oder wenn n=>1 ist (falls die zugehodrigen Operatoren nicht Null sind).

Es ist klar, da8 der obige Satz auch auf Eigenwertaufgaben fiir gewohnliche
Differentialgleichungen mit Eigenwertparameter in den Randbedingungen angewen-
det werden kann (vgl. [2, 3]). Wir wollen hier nicht mehr genauer darauf eingehen.
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