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Espaces de James généralisés et espaces de type E.S.A. 

CATHERINE FINET 

Introduction. A partir d'un espace engendré par une suite I.S. («invariant 
under spreading » c'est-à-dire invariante par étalement, voir paragraphe 1), mono-
tone inconditionnelle, A. BRUNEL et L. SUCHESTON ont construit dans [4] un espace 
de type E.S.A. (« equal signs additive ») défini comme suit : 

D é f i n i t i o n 1. Soit (F, | - | ) un espace de Banach engendré par une suite 
n 

(x„) normalisée, I.S. monotone inconditionnelle, pour a— 2 aixi> posons: 

M(a) = sup |( 2 « ; )*! + ••• + ( 2 <*j)Xk| 
* KIX K i k 

où 7i désigne l'ensemble de toutes les partitions de {1, . . . , « } en intervalles con-
sécutifs disjoints: / l 5 ...,Ik ( l ë f c S n ) . L'espace engendré par (x„) pour la norme 
M est de type E.S.A. (il sera noté G). 

Nous allons établir que cet espace se rattache à une classe d'espaces de James. 

D é f i n i t i o n 2. [9] Soit (F, | • |) un espace de Banach engendré par une suite 
(x„) basique, monotone, normalisée; pour une suite de réels a=(alr a2, ...) posons: 

n 

MIJ = sup | 2 (<Wx -  apJXk +oPln+lxn+1 
k=l 

où le supremum est pris sur tous les naturels n et les suites croissantes d'entiers 

P\i •••iPin+l' 
L'espace de James généralisé J est l'espace de Banach de tous les a tels que 

||fl||j est finie et l i m a „ = 0 . R 

Notons que si l'on choisit pour F l'espace / 2 et pour (xn) sa base canonique, 
la définition 2 fournit l'espace de Banach J initialement introduit par R . C. JAMES 
[7]. P. G. CASAZZA et R . H. LOHMAN ont obtenu les résultats suivants [9]: La suite 
(e„) des vecteurs unités est une suite basique dans J. Si (*„) est symétrique 
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et complète (« boundedly complété ») dans F, (en) est une base de J. 
Si F est réflexif et (A„) symétrique, «p-Hilbert ienne sur des b l o c s » (1 OO) 
dans F, (e„) est une base contractante (« shrinking ») de / et / est quasi-réflexif 
d'ordre 1. 

D a n s cet article, nous étendons ces résultats aux bases (normalisées, m o n o -
tones) sous-symétriques. N o u s étudions entre autres la quest ion: quand la suite 
(e„) est-elle une base de J1 P: G- Casazza et R. H . Lohman y ont répondu mais d e 
façon partielle en posant c o m m e condit ion: (xn ) complète dans F. N o u s avons 
voulu affiner ce résultat et nous sommes arrivés à la conclusion que (e„) est égale-
ment une base de J si (xn ) est équivalente à la base canonique de c„. N o u s montrons 
qu'en fait hormis ces deux cas (hypothèse de P. G. Casazza et R. H. L o h m a n et 
hypothèse citée ci-dessus) (e„) n'est pas une base dé J (théorème 1). 

N o u s supposons la base (xn) de F sous-symétrique et nous smoritrons que l 'espace 
de James / associé est (lorsque (<?„) est une base dé J ) i somorphe à l'espace de A . Bru-
nei et L. SuchestonG. Ceci précise donc l'affirmation de A. BRUNEL et L. SUCHESTON 
[4, introduction] selon laquelle :on obtiendrait le dual de l'espace construit par R . 
C. JAMES [7] si l 'on choisit pour la norme inconditionnelle de la définition 1 la norme 
d e / 2 . 

N o u s examinons cet espace G dans l'intention d'apporter une réponse aux 
questions suivantes: quand G est-il isomorphe à c 0 , Z1?, quand contient-il un sous-
espace isomorphe à c 0 , / p ? N o u s parvenons aux résultats: G est i somorphe à c 0 

(respectivement Z1) si et seulement si F est i somorphe à c0 (respectivement Z1). G 
contient c0 si et seulement si F contient c0. 

Si F contient l p , il en va de même pour G; mais nous ne savons pas si « G con-
tient l p » implique « F contient l p ». Pour p=1 : P. G. Casazza et R. H . L o h m a n 
ont imposé la condit ion: (x„) est g-Hilbertienne sur des blocs ( I < < 7 < 0 0 ) ; ils en 
ont déduit que J a une base contractante. D e notre côté, nous considérons la pro-
priété (!?) pour une base (x„) : « toute suite basique bornée de blocs sur (x„) con-
verge en moyenne de Cesàro vers zéro »; et nous établissons le résultat suivant 
(théorème 4): si (x„) a la propriété (3P) dans F, G a une base contractante: ( x £ ) n S 1 = 
= ( x l 5 x 2 , — . . . , x„—jcn_x , . . . ) et G est quasi-réflexif d'ordre 1 si de plus F ne 
contient pas c 0 . La condit ion: « (x„) est /7-Hilbertienne sur des blocs '(1 < / > < o o ) » 
dé P . G. Casazza et R. H . Lohman implique la nôtre : « (x„) a la propriété (â?) ». 

N o u s étudions ces deux propriétés et nous montrons entre autres que 
(xJngj a la propriété dans F si ( x ' j „ S l a la propriété (â?) dans G. 
(xn),¡si a la propriété dans F implique 

1°) F ne contient pas de sous-espace i somorphe à l 1 (la réciproque n'étant 
pas vraie) ; 

2°) F a la propriété de Banach—Saks faible (la réciproque n'étant pas vraie). 
Finalement, nous obtenons: ( x j est />-Hilbertienne sur des blocs (1</?<OO ) si 
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et seulement si (x„) est Jî-convexe sur des blocs ou encore si et seulement si l 1 n'est 
pas finiment représentable en blocs dans (*„). | 

En terminant cette introduction, nous avons à coeur de remercier chaleureuse-
ment Messieurs B. Beauzamy et G. Noë l qui l'un par ses conseils, remarques et 
suggestions, l'autre par sa compréhension ont permis la réalisation de ce travail. 

1. Préliminaires. Soit S l'espace vectoriel des suites réelles à support fini ; 
nous rappelons qu'une base (x„)„ ë l d'un espace de Banach (X, || • ||) est monotone 
si sa constante de base est 1; monotone inconditionnelle si pour tout A, B, en-
sembles finis de naturels, et pour tout a£S, A<zB implique: 

\\Zaixi\\ = | | 2 > ¡ * ¡ | | ; 

sous-symétrique si elle est inconditionnelle et si pour toute suite croissante d'entiers 
(« , ) i = l , (x„();¡si est équivalente à (x„)„,E1; symétrique si pour toute permutation n 
des entiers, ( x „ ) „ m i est équivalente à p-Hilbertienne sur des blocs (1 
s'il existe une constante Tutelle que pour toute suite basique bornée de blocs (w„)„B1 

sur la base (x„)„S l et toute suite (an)n£l de scalaires: 

| | ¿ a „ w „ | | s ( t f . s u p | M | ) ( ¿ \a„\fl" (k = 1 ,2 , . . . ) ; 
ii=i " n=i 

complète ( « b o u n d e d l y c o m p l e t e » ) si pour toute suite de scalaires (a„)nSl telle que 

y" M 
^«¡x,- soit fini, la série Z a„xn converge; k-contractante 1=1 " n=i 

(<< fc-shrinking ») avec A: dans N si l'adhérence de l'espace engendré par les « applica-
tions c o o r d o n n é e s » dans le dual X* de X est de codimension k; contractante 
(« shrinkihg ») si (x„)nS1 est O-contractante, c'est-à-dire si l'adhérence de l'espace 
engendré par les « applications coordonnées » coïncide avec X*. 

U n espace1 de Banach X est quasi-réflexif (d'ordre n) si le plongeaient cano-
nique de X dans son bidual X** est de codimension finie (de codimension n). Soit 
(x„)„S l une suite normalisée qui engendre un espace de Banach X. (xn)„mi est de type 
I.S. (« invariant under spreading ») si pour tout ad S et pour toute suite strictement 
croissante d'entiers (A:,), 

112" M l = ||2" otxkl\\; 
i i V 

CO/iei est dé type E.S.A. (« equal signs additive ») si pour tout a£S et pour tout 
entier / e s 1 tel que a k - a k + l ^ 0 , 

I 2 a<*¡|f = Il Z fl¡^+(a¿+"«t+i)*¿'+ Z' ai xi\\-' ' 
i 1-1 •• fek+S 
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2. D a n s ce paragraphe nous rappelons et étudions certaines propriétés des 
suites E.S.A. Soient X un espace de Banach et || • || sa norme. On considère une 
suite normalisée (x„)n S 1 qui engendre X. Si (;tn)„ e i est E.S.A. , on sait que OOn==, 
est une base de X. 

P r o p o s i t i o n 1. Si (x„) est E.S.A., 
1. (x„) est inconditionnelle si et seulement si X est isomorphe à l l . 
2. (x„) n'est jamais faiblement convergente. 
3. (*„) est équivalente à la base sommante de c0 si et seulement si X est isomorphe 

à c0. 

4. Il existe une constante K positive telle que pour tout naturel n, on ait: 

Il 2 (— si et seulement si X est isomorphe à c0. 

D é m o n s t r a t i o n . 1. Si (x„) est inconditionnelle, il existe une constante C telle 
que pour tout a £ S , on ait: 

n n 

Et donc, puisque (xn) est E.S.A. : 

\ \ 2 c 2 M-
n n 

( x j est ainsi équivalente à la base canonique de l1. D'autre part, si X est i somorphe 
à Z1, alors (x„) (qui est I.S.) est équivalente à la base canonique de Z1 [2] et d o n c 
inconditionnelle. 

2. La suite (x„) étant basique, il suffit de montrer qu'elle ne converge pas faible-
ment vers zéro. Or, une suite I.S. tend faiblement vers zéro si et seulement si el le 
est basique inconditionnelle, non équivalente à la base canonique de l 1 [1]. 

3. L'espace c„ possède exactement deux suites basiques I.S. non é q u i v a l e n t e s = 
la base canonique et la base sommante; et la base canonique n'est pas E .S .A. 

4. Supposons qu'il existe une constante K posit ive telle que pour tout naturel 

n, on ait: || 2 (. — l ) f c * * l l — c o n s i d é r o n s alors la suite: 
"*=i " 

Xi = Xi, x%= X^—Xy, X3 = X3 Xv, ... . 

n 
(*¿)i>£i e s t une base de X (de constante de base l)-[4]. On a: x„= 2  x'i- Les suites i—i 
( x ^ ) et sont inconditionnelles [1]; elles sont donc, par hypothèse, toutes deux 
équivalentes à la base canonique de c 0 . Ainsi pour tout ad S: 

| | 2 « i * « | | = № i l l + | | 2 a . * « | | + | | 2 C s u p N » 
¿=1 i=l /=1 
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On déduit de la basicité de la suite (x¡¡) l 'existence d'une constante K telle que pour 
tout ad S 

|| a¡*í | ( — S U P lail-

(x¡) est donc équivalente à la base caninoque de c0 et (x„) est équivalente à la base 
sommante de c0. 

R e m a r q u e . Le point 2 de la proposit ion entraîne que la suite (x„) n'est jamais 
contractante et X n'est pas réflexif. 

3 . La norme M définie dans l'introduction possède les propriétés suivantes: 

1. Si a= y a¡x¡, alors \a\^M(a) et \2 a\tâ M (a). 
t=i '¡=i 1 

n n 
2. Soit u1=x2—x1,u2=xi—x3,.... Si a= y a¡u¡, on a: \ya,x\s\a\ 

<=i '¡=i 1 

puisque (x„) est monotone inconditionnelle. 
D e la définition de la norme M et d e la m o n o t o n e inconditionnalité de (x„), 

on déduit que ([4]) 

M(a)^2\2aiX¡\. 
»=i 

Ainsi \a\-^M(d)^2\a\. Et les normes M et | - | sont équivalentes sur l'espace 
engendré par les vecteurs (u¡)iS1. 

N o t o n s que contrairement au modèle E.S.A. obtenu à partir d'un modèle 
étalé [5], l'espace G n'est pas finiment représentable dans F = en effet si l 'on prend 
pour F l'espace / 2 , celui-ci est super-réfiexif mais G n'est pas réflexif c o m m e nous 
l'avons vu au paragraphe 2. 

4. Passons maintenant aux espaces de James généralisés définis dans l'introduc-
tion. Soit (x¡) une base monotone normalisée de (F, | • |), si (x¡) est symétrique et 
complète, R . H. LOHMAN et P. G. CASAZZA ont montré [9] que (e¡) est alors une 
base de J. Ce résultat s'étend aux bases sous-symétriques. 

D'autre part, on obtient facilement la 

P r o p o s i t i o n 2. Si (x¡) est équivalente à la base canonique de c0, alors (e¡) est 
une base de J. 

P r e u v e . Soit a = ( a „ ) € / , considérons: a — P t a = ( a (
i
1 ) ) 

U a - ^ a l l , = sup | ¿ ( 4 1 , + 4 ? „ + 1 ^ + i | -
i = 1 

25 
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(Ce supremum étant pris sur tous les n et les suites croissantes d'entiers (p¡)). Il 
existe une constante C telle que 

l a — A a f i j — C s u p |a,| 
i 

(puisque (x¡) est équivalente à la base canonique de c0). C o m m e aZJ, l im | a „ | = 0 
et | |a—P^allj tend vers zéro lorsque k tend vers l'infini. D e plus, si (x f) est équiva-
lente à la base canonique de c0, il existe deux constantes m et M telles que pour 
tout a£S: 

m sup |a¡| S \2 a¡x¡[| S M sup |a¡|. 
1 i  1  

D e la définition de la norme dans J, on déduit qu'il existe une constante C telle q u e : 

\\2 a 4 - C s ? P N-

Et puisque (e¡) est une suite basique dans J, il existe une constante Cl telle q u e : 

i ' 

Ceci prouve que (e¡) est équivalente à la base canonique de c 0 . 
Cette démonstration montre aussi que: 

P r o p o s i t i o n 3. Si F est isomorphe à c0, alors J est isomorphe à c0. 

Il suffit, en effet, de rappeler que F est i somorphe à c0 si et seulement si (*,) 
est équivalente à la base canonique de c0 [6]. 

N o u s verrons (proposition 4, paragraphe 6) qu'en fait F est i somorphe à c0 

si et seulement si J est i somorphe à c„. 

T h é o r è m e 1. Soit (x¡) une base (normalisée, monotone) sous-symétrique de F; 
(e¡) est une base de J si et seulement si (x¡) est complète dans F ou équivalente à la 
base canonique de c0. 

D é m o n s t r a t i o n . L a condit ion suffisante se déduit immédiatement d e ce qui 
précède. 

Quant à la condition nécessaire = nous supposerons (x,) I.S., m o n o t o n e incon-
ditionnelle. Considérons (a¡) une suite de scalaires qui converge vers zéro et telle 
que le supremum 

n 

s u p I Z ^ i l 
" '¡=1 

soit fini. Soit alors d=(0, a1,0, a2,0,...). On a : 

(1) \É a¿\ S WÊa^Wj 3 \Z'atx,\. 
¡=1 i=l 1=1 
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Puisque (e¡) est une base de J, la série 2 a-.en converge vers a' (dans J), d o n c 
i = l 

par la première inégalité de (1), la série 2  a¡xi converge dans F. 
¡=i 

N o u s avons ainsi montré que si (a¡) est une suite de scalaires convergeant vers 
» ~ 

zéro et telle que le supremum sup | y" ¿¡xJ soit fini, alors la série 2 aixi con-
« '¡=i ' . 1=1 

verge dans F ce qui n'est possible que si (xn) est complète o u équivalente à la base 
canonique de c0. En effet, supposons que (x„) ne soit pas équivalente à la base cano-
nique de c0; pour prouver que (xn) est alors complète il suffit, par ce qui précède, 
de considérer le cas o ù (a¡) est une suite de scalaires ne convergeant pas vers zéro. 
Il existe alors une constante C et une suite strictement croissante d'entiers (nk) telles 
que pour tout naturel m, on ait: 

m m 
\2ankxnk\^C\2x„k\ 
k=1 k=1 

( (x„ ) étant inconditionnelle dans F). Ainsi , puisque (pc„) est I.S., o n a : 

m m 

k=l k=1 ' 

Mais on a supposé (x„) non équivalente à la base canonique de c0, donc le supremum 

I
m i i m i 2 xk\ est infini puisque (x„) est inconditionnelle. Et le supremum sup \2  aa x„\ 

m k = 1  1 m '* = 1  k  

I m I est infini, il en est de m ê m e pour le supremum sup 2  akxk\ ce qui achève la démon-
m 'k = l ' 

stration du théorème. 

5. D a n s ce paragraphe, nous établissons l ' isomorphisme entre l'espace de Bru-
nei et Sucheston G et un espace de James généralisé. Pour a=(a1, az, . . . ) une 
suite de salaires, soit 

n 
liMiLr = sup \2 ("pi-apt+JXil, 

¡=i 

o ù le supremum est pris sur tous les naturels n et toutes les suites croissantes de 
naturels p1,---,p„+i. Si l 'on suppose (x¡) sous-symétrique, les normes || • ||j et 
III-IIIJ sont équivalentes. 

L e m m a 1. Si ( x ¡ ) ¡ s i est une base sous-symétrique, alors la suite basique des 
vecteurs unités (e¡) de J est équivalente à la base ( x ¡ ' ) ¡ e i = ( x 1 , x 2 — x l 5 . . . , x„—x„_ 1 , . . . ) 
de G. 

24» 
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D é m o n s t r a t i o n . C o m m e toujours, nous supposerons (x.) I.S. m o n o t o n e 
inconditionnelle, montrons que pour tous réels . . . , an: 

M{2aixï)=\\\(a1,...,an,0,...)\\\j, 
i = 1 

n n 

M ( 2 a i x 0 = ( ¡ ¡ ( X i - X i - j ) = M((a1-a2)x1+ ... + (an-1-a„)xn-1 + anxn) = 
i = l i=l 

(1) 
m 

= sup \(a1-aPl)x1+ 2 (aPl-aPt+l)xi+1+aPm+lxm+2\. 
i=1 

D'autre part: 

(2) IHfo , . . . , « „ , 0 , 0 , . . .)lll / = s u p | i ( a 4 , - a 4 ( + 1 ) 4 
¡=i 

(Ce supremum peut être calculé en utilisant des indices qt dans l'intervalle [1, n +1]). 
Si dans l'égalité (1) le supremum est atteint pour une suite pi,p2, ...,pm+1, 

soit alors qx—l, qi+1=Pi ( / = 1 , ...,m+l) et ç m + 3 > n , o n obtient ainsi: 

M i Z a ^ ^ W K a , , . . . , a„, 0, . . . ) [ | | j . 
i=i 

D'autre part, si le supremum est atteint dans (2) pour une suite q^,q2, •••,qt+i 

111(0!, ..., a„, 0, . . . ) | | | j = \(aqi-aqi)x1+(aq2-aJx2+... + (aPl-aPl+1)xl\ 

avec 1 S S n + 1. 

Le supremum est atteint lorsque qx— 1 ((*,) est m o n o t o n e inconditionnelle) . Si 
qi+1>n, alors 

| | | ( û ! , . . . , a n , 0 , . . . ) | | | J s M ( i a i x O . 
i—i 

Sinon, c o m m e (x„) est monotone inconditionnelle, on a: 

IIK^i» • ••> 0, . . . ) | | | j ^ \(.a1-aqî)x1+(aq2-aqa)x2+... + (aq-aqi„)xl+agitlxl+1\ s 

^ M ( Z a i X l). 
i=l 

Ce qui achève la démonstration du lemme. 
Ainsi est établi le 

T h é o r è m e 2. Soit (xn) une base (normalisée) sous-symétrique de F. G est iso-
morphe à J lorsque (e„) est une base de J. 
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(C'est-à-dire si (x„) est complète dans F o u équivalente à la base canonique 
de c„.) . . . . 

6. N o u s al lons maintenant étudier les questions suivantes: quand G est-il i so-
morphe à c0 o u Z1? D a n s ce qui suit, nous supposons la base (*„), d e F, I .S. m o n o -
tone inconditionnelle^. 

P r o p o s i t i o n 4. G est isomorphe à c 0 si et seulement si F est isomorphe à c„. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après la proposit ion 1. (4), G est i somorphe à c 0 

si et seulement si il existe une constante K positive telle que pour t o u t natu-
rel n: 

M ( i ( - l)'x,) -== K; 
¡=1 . 

si et seulement si il existe une constante K positive telle que póúr tout natu-
rel n: 

\ ¿ (- iy*,j â K 
¡=i 

(par l'équivalence des normes A i et [• j sur ( .*2¡—i—j)); 
si et seulement si il existe une constante K positive telle que pour tout natu-

rel n: 

(1) l i M ^ t f s u p k l 
i=X 

(2) si et seulement si F est i somorphe à c0 

((1) implique (2) puisque fo) est basique). 
Ce qui établit la proposition. 
Passons maintenant à la caractérisation des espaces G isomorphes ài l1. La 

norme M est E.S.A. , donc I.S., ainsi d'après [1], l 'espace G est isomorphe à l1 s i et 
seulement si il existe K > 0 tel que, pour tout nÇN*, o n ait: . . 

i - M ( ¿ ( - l ) 'x ( ) s K. 

Par un raisonnement analogue à celui fait à la proposit ion précédente, o n obtient la 

P r o p o s i t i o n 5. G est isomorphe à l1 si et seulement si F est isomorphe à l1. 

7. D a n s ce qui suit, nous nous intéressons au problème de la présence de sous-
espaces i somorphes à l p ou c0 dans G et dans F. Il suffît, en fait, de considérer les 
sous-espaces engendrés par les suites de blocs consécutifs disjoints sur la base (*„). 
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L ' e m m e 2. F contient un sous-espace isomorphe à c 0 si et seulement si on peut 
trouver une suite de blocs sur fon-i-*2n) dans G, équivalente à la base canonique 
de c 0 , 

D é m o n s t r a t i o n . La condit ion suffisante est évidente. Maintenant, si F c o n -
tient c 0 , il existe une suite de blocs («„) sur (x„) équivalente à la base canonique 
d e ç 0 . S!oit . . . 

'
 mn 

w» = Z  ai xi-

• • • • • • • - . i = m „ . , + l > 

O n considère a lors . 
MN 

«» = 2 « ¡ ( ^ ¡ - 1 - ^ 2 , ) -
i = m „ . l f l 

D e l'équivalence des normes M et | • | sur le sous-espace engendré par les vecteurs 
•*2n)n==i o n déduit que la suite (u'J est bornée dans G, ainsi que l'existence 

d 'une constante C positive telle que pour tout b£S 

M(2 bi u;) = = c \2 b: ut\ S 2c |z *>,- 4 
i i- i 

L a dernière inégalité résulte de l'inégalité triangulaire et de l'invariance par étale-
ment d e la suite (x„). D o n c . i l existe line constante K positive telle que 

^ J f s u p |i>,| pour tout b'ÇS. 
i 

On a aussi 

MiZbiW^^supM 

car (uf) est une suite basique (suite de blocs construite sur la suite basique 
(x^ — *2»-i))- Et («¡') est une suite basique d e blocs bornée équivalente à la base 
canonique de ç 0 , 

T h é o r è m e 3. F contient tin sous-espace isomorphe à c0 si et seulement si G 
contient un sous-espdce isomorphe à c0. 

D é m o n s t r a t i o n . Le l e m m e 2 démontre la condit ion nécessaire. L a c o n -
dit ion est suffisante: si G contient c o j il existe urië suite basique de blocs («„) bornée 
dans G, équivalente à la base canonique de c 0 . Soit 

«n = Z  ai Xi• 
• • ' ."< .••••. ' ' ' ¡=p„+1 '. ; : . 

Il ex is tç ,une .constante positive telle, que pour tout b£S: . 

y : . , p s u p i f c . r ^ M ^ ^ ^ s ^ ^ p - i ^ ! - . V 
• - • A 1 - | » • : ' <•• • •• • 
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Par définition de la norme M , il existe une suite d'entiers strictement croissante: 
Pi <;2X)-= • • • i =/>2 telle que: 

Af(«i) = K«j(D+! + •••+ aj(i))xl+(û^d+1 + •• • + a.a)) x2 + ... 

Jmi T •'mi + 1 . 
Posons alors 

J 1 J 2 ' m i " • ' i f l l + X 

On a M ( M 1 ) = | y 1 | . Il existe une suite d'entiers p2 = j™<... < y j = t e l l e que 

M(u2) = \(am +ï..+a<2))x1 + ...+(a m +...+Q.W )xm„|. J1 J2 . "s Jm2 + 1 
Posons 

(s). +1 "H • • • + ûj-(2) ) •X'm, +m2 • 

On a par invariance par étalement' • Par récurrence, on obtient pour 
tout nÇN* une suite d'entiers j ^ J ^ , 1 strictement croissante telle que: 
j!f>=p„ et j^+1=p„+i avec; la propriété que, pour chaque n, si l'on pose 

"•„ Wi 
. ( X- • +».-,+*• (avec m 0 = 0), 

" * = J + 1 ' ' . ' " 

on a M(u„) = |j>„|. On a évidemment pour tout b£S: 

. . . i i 
D o n c 

| s tfsup 

(_yf) est une suite basique bornée de blocs donc 

, ; , > ; , ^ ¿ M s A f s u p l ^ l . . ; ; . 
; ' . .„ T • . . . 

D o n c ( y j est équivalente à la base canonique de c 0 . : , . , . 
Considérons maintenant le cas des sous-espaces isomorphes à l p . Démontrons 

l'anâlogùe du lenime 2. 

L e m m e 3. F contient un sous-espace isomorphe à /? (1 ë / i « » ) si et seule-
ment si on peut t'rouwr.yne suite basique de blocs sur (x^ — àçns G équivalente 
à la base canonique de l p (1 

D é m o n s t r a t i o n . U n sens est trivial. D'autre part, s'il existe un 
tel que F contienne l p , on peut trouver une sinte normalisée de blocs (w„) consécutifs 
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disjoints sur (jc„) équivalente à la base canonique de l p . Soit 

mn 

«„ = 2 a,Xi, |«,|=1 (/1=1,2,...) 
'^"»-i+i 

Il existe donc deux constantes m et M positives telles que pour tout b£S: 

m(2 W s \2 M ^ M{2 m1'"-
i I i 

Considérons alors 
n>„ 

"n= 2 CiCXu-X2,-x) (/2=1,2,...). 
i=m„_,+l 

La suite (t£) est bornée dans G. Pour tout sÇS, o n a : 

M {2 ^«0= 12 Mi| 
i i 

(par définition de la norme M), ainsi c o m m e ( x j est monotone incondit ionnel le 
dans F, on a aussi : 

M { 2 b i w i ) ^ \ 2 b i u i \ . 
i i 

D o n c pour tout b£S: 
m(2  b X ) = ™(2 IMP)1/P-

» i 

Puisque les normes M et | • | sont équivalentes sur le sous-espace engendré par 
les vecteurs ( x 2 l — i l existe une constante c > 0 telle que pour tout b£S: 

M ( 2 6 , « 0 ^ C \ 2 bt ui\ ^ 2c \2 b{ 4 
i i i 

D o n c 

M(2biUÎ)^2cM(2 W p -i c 

C e qui montre bien que («,') est une suite basique bornée de blocs dans G équivalente 
à la base canonique de lp . 

N o u s abordons maintenant le problème suivant: si G contient I1, F contient-il 
PI Soit (x„) une base d'un espace dé Banach F, nous dirons que (x„) a la propriété 
{&) si et seulement si toute suite bornée de b locs consécutifs disjoints sur (x„) c o n -
verge vers zéro en moyenne de Cesàro dans F. 

T h é o r è m e 4. Si (x„) a la propriété (&>) dans F, alors la base (x'Xsi= 
=(*„— XB-OBSI est contractante dans G. 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons au contraire que (x'n) ne soit pas contractante 
d a n s G. Il existe alors /Ç.G*, ¿ > 0 et des blocs uk consécutifs disjoints, normalisés 
î e l s que 

uk = 2 ajx'j et yfc," Au,) S S. 
• J<**k-t+i 
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Alors, pour tout n £ N , • 

(| 2" * J —; I \ 

Oïl peut supposer | | / | | s l , ainsi pour tout nÇN, on a: 

/ 1 2" + » - l \ 

Calculons pour « non nul : 

| 2n + 1— i i 

X i = 2 " 

+ (flOT2n_]+2 — i,OT2n_1 + 3)'*in2iT_1+2 + ••• + + Xmî>l + I _ 1 - 1 + 

~l"̂ m2»i + l—l^mgn+l-1)-

Supposons que pour chaque n non nul, le supremum soit atteint pour une suite de 
naturels p {"\ •••,p\"l)+1 strictement croissante, alors: 

1 2" + 1 - l ' J / < n ) 

On peut écrire : 

i 2n + 1— j I 2 n  +  1—l 2"+1—1 
— m ( z « d = y r \ Z z w ^ + f l , « *,«.>+a|. Z i=2" ¡=2" i—2n + l 

Où chaque v(;n) est 0 ou une somme de termes de la forme 

Z ( ap> n> ~ ap} n
+\) xj+1 

avec chaque ak provenant du même bloc Où chaque ivj"' est 0 o u de la forme 
—AKXJ o u (ÛPM —DPWJXJ+X avec les ak provenant de deux blocs différents. 

Faisons varier n: 
pour w = 1 , on obtient deux blocs consécutifs disjoints sur (x„)=v<

2
1), v^ dont 

les coefficients proviennent de u2 et u3 respectivement, ainsi 
| 4 1 ) | S M ( « 3 ) = 1 ; pour / i = 2 , on obt ient .quatre blocs consécutifs disjoints sur 
( x j = « < 2 ) , 4 2 ) , vf\vf et M 2 ) | S M ( M ; ) = 1 pour i = 4 , . ; . , 7. 
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Et ainsi de suite, pour un n quelconque non nul, on obt ient 2" blocs sur (*„) == 
=®§»> dont les coefficients proviennent respectivement de 

Ms-,«2«+i> • •• ,« î»+»-i> ainsi ^ . ' ' ' I sAi iMi )^! povir tout i=2" , . . . , 2 n + 1 - l . 
Formons la suite : 

suite que nous noterons: 

(v2, v3, v t , v6, ve, v7, ...) =Xt>i)is2-

C o m m e (x„) est invariante par étalement dans F, on peut supposer que les ¿»¡ sont 
des blocs consécutifs disjoints sur (xn). La suite («,),• est bornée (par 1). D e m ê m e , 
formons la suite .«•*•'-

(wl1), w f ) , * f > , w f , wi» , n f > , . . .) . 
N o u s la noterons : 

(»v2, w3 , w4 , w5 , w6, \v1, ...) = (Wi);s2. 

N o u s supposerons aussi que ces blocs sont consécutifs, disjoints. C o m m e ,pour tout 
i et k—m^y + X, . . . , mt 

k l s M i H ^ .i, . . . . 

la suite (w,) l S2 est bornée (par 2). Par hypothèse, les suites (i;,) iSa et (Wj) i e 2 on-
vergent en moyenne de Cesàro vers zéro, on peut d o n c trouver un naturel N tel que 
pour tout r t ^ N , on ait: 

2«+1 I .Z - 1 0 . 2"+i I . 2 w . | - 1 0 

et 

Ainsi : 

1 i , 1 <5 
' r - ] a P % + 1

x , ( n ) + 2 ] ~ " F - Y 

1 2n + 1—1 1 2n + 1 - l 
•¿ • I 2 ^ 1 = 4 - 1 2 4 ' •i ¡=2" -i ¿=2" 

Et par la monotone inconditionnalité de (*„) dans F', on a: 

Et pour 

D e même : 

1 2n + 1—1 1 2n + 1 + l 
4 - | 2 1 2 4 £ ¡=2" Z. i=2 

1 2n + l—1 X 

• f I 2 4 

1 2" + 1 - l 1 2" + l - l • I 2n + 1 +l 
± 1 2 = 2 2 4 
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Et pour « è J V : 
1 2" + l - l x 

Ainsi, pour n^N, o n aurait 

2H" M ( 2 «i) = "T" 

ce qui contredit (1) donc (x'„) est une base contractante de G. 

La méthode utilisée dans la démonstration du théorème 4 permet d'obtenir 
également des renseignements sur la présence de sous-espaces i somorphes à l p 

T h é o r è m e 5. S'il existe un réel pÇ\ 1, + tel que toute suite bornée de blocs 
Wj consécutifs disjoints sur (x„) a dans F la propriété suivante: 

l im n-1"\2wi\ = 0 

alors, quel que soit qÇ\\,p], G ne contient aucun sous-espace isomorphe à l9. 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons le contraire: il existerait un réel q t [ l , p ] et des 
blocs normalisés u„ dans G consécutifs disjoints, équivalents à la base canonique d e 
/ ' . On pourrait donc trouver deux constantes m, M positives telles que, pour tqut 
«(EN: 

(1) m S M ( 2 - " / « 8 2 1 ^ M -
1=2" : 

On peut écrire: 

2-"'«M{ «0 = 2-"/« \ vl" } + 3 z ' 1 wl"» + a (nl X , ( . » + 2 | . . . . 
¡=2" 1=2" i=2" pI<n) + l 

o ù les vfï et sont définis c o m m e dans la démonstration du théorème 4. 
On obtient, de même, deux suites bornées de blocs consécutifs disjoints sur (xn) : 

Ainsi, par hypothèse, c o m m e qS.p, on a: 

n+l n+1 
l im n~1/q\2- ty • = 0 et lim n~1/q\2 w,| = 0. 

n- + »  ]i±2  1 + ~ i=2  1  

On peut donc trouver un naturel N tel que pour tout n ^N, on ait 

, 2"+ 1 + 1 , m ,2n+1+i , m 
2-C+i ) /« \ y «s — et 2 - C + 1 ) / « 7 s -1 i Û 1 ~~ 10 : I & '< ~ 10 
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et 

Ains i : 

2-"> I 2 o/" }| S 2-1* | 2 4 
¡=2" i-2 

Pour nëN: 

•• f ' 2 f V | S 2^-^r 2-1* f S -Ç 
• ¡=2" IU J 1 ¡=2" 3 

Ainsi, pour n S N , on aurait: 
2 n + l - l 3 

2-1"M( 2 ««)sTm. 

Ce qui contredit (1). 

R e m a r q u e . S'il existe un réel />€]1, tel que (xn) soit p-Hilbertienne sur 
des blocs dans F, (x„) vérifie la condition : 

lim n-1'" l ^ w J = 0 , 

pour tout q(i[V,p[ et pour toute suite bornée de blocs (Wj) consécutifs disjoints 
sur OO-

D o n c G ne contient aucun sous-èspace i somorphe à /*. 
D e la démonstration du théorème 2 de [4], on déduit le 

T h é o r è m e 6. Si (x„) a la propriété (&) dans F, alors (x„) est une base 1 -con-
tractante de G. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient dans G*,x*,x... (respectivement / i , / 2 , . . . ) les 
fonctionnelles biorthogonales de * l 5 x 2 , ••• (respectivement x [ , x'2,...). Puisque 
(x'n) est une base contractante de G (théorème 4), oh a G * = s p a n { /„}„ E 1 , d e plus 
( x j étant une base E.S.A. dans G, ( / n ) n S 2 est une base E .S .A. de span { / „ } n 3 2 [4] 
et ( / 2 , / 2 - / 3 , / 3 - / 4 , •••) est une suite basique [4]. D o n c ( / i , / i - / 2 , . . . ) = ( / i » *î> •••) 
est une base de G* ce qui signifie que (x„) est 1-contractante dans G. 

T h é o r è m e 7. Si F ne contient pas de sous-espace isomorphe à c0> si (x„) a la 
propriété (£P) dans F, alors G est quàsi-réflexif d'ordre 1. 

D é m o n s t r a t i o n . La première hypothèse faite sur F implique q u e (xn) est 
complète et la seconde que (x„) est 1-contractante donc G est quasi-réflexif d'ordre 
1 [11]. 

N o u s allons maintenant étudier la propriété (â*). 
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1. Si (x„) a la propriété (&>), F ne contient pas / ' . Par contre, il existe des espaces 
ne contenant pas l 1 et dont la base n'a pas la propriété N o u s donnons deux 
exemples; dans le premier, F est muni d'une base monotone inconditionnelle, dans 
le second d'une base symétrique, 

E x e m p l e 1. Soit F l'espace dual T de l'espace de TSIRELSON [8], les vecteurs 
unités (/„) forment une base monotone inconditionnelle de T, celui-ci est réflexif, 
il ne contient donc pas l1 et( t„) n'a pas la propriété (0a) dans T (il existe en effet une 
constante C positive telle que pour tout k on ait 

|| 1 ,w t | | r^C-k 
A=fc-t-1-

où (uy) est une suite basique de blocs bornée sur (/„)). 

E x e m p l e 2. Choisissons pour F l 'espace Y dû à ALTSHULER [8] (obtenu en 
modifiant l'exemple de Tsirelson); les vecteurs unités (e„) forment une base symétrique 
(constante de symétrie 1), T e s t réflexif et (e„) n'a pas la propriété (JP) : par la proposi-
tion 3.b.4. de [8], on voit qu'il existe dans F une suite basique dé blocs (u¡) équivalente 
à la base (r„) de T, ainsi 

1 ,2/i 
2  11 j 

ne tend pas vers zéro dans Y quand n tend vers l'infini. 
Supposons (x„ ) I.S. inconditionnelle dans F. 

2. Si (yk) est une suite bornée de blocs sur (X„) dans F, et si 
J . 

- -Z.Xk n *=i 

converge dans F, alors c'est vers zéro. En effet, soit 

1 

on a s » - ^ — 0 , 

et 

S <> 

n 2 ; n k=i 

] II 2n 
2 yk - Z ¿n k=1 k=n+l 

(J n 2,1 C 2 " 
^ -~-\Zyk+ Z yk\ = - j - \ Z y k \ ¿n 'j¡ = 1 k=n+\ ZJt = ! 

puisque (x„) est inconditionnelle. Ainsi . Son-- 0. Et 

: C , _ C ( 2 « + 1 ) . C . . • 
kn — $2»! ^ )'k — ^2n + l| — 2Ü lS2>, + li — "2T¡-SUP 

Et 
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3. Si (x'n)a la propriété (SP) dans G, (x'n) est contractante dans G. 

T h é o r è m e 8. Si (x'n) a la propriété (â?) dans G, (*„) a la propriété dans F. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit une suite normalisée de blocs dans F: 

• • . • " j =•••• % akxk, 

il existe une constante C positive telle .que: 

1 " 
2«j n ¡T j=1 

avec 
" J~1 k=mj_t +1 1 

mJ 
W j z = 2 À*(*2*-l-*!!*)• 

• , - k=mJ_l + l 

O n peut considérer les Wj c o m m e des blocs sur (x'n), c'est une suite bornée 
dans G et 

1 " 

« 7 = 1 
0. 

4. Si /"est 5 -convexe , alors (x„) a là propriété (SP); mais c0 n'est pas fî-convexe 
et cependant la base canonique de c0 a la propriété 

5. Si (x„) a la propriété {&) dans F, alors (x„) a la propriété de Bânach—Saks 
faible: en effet, soit (z„) une suite dans F qui tend faiblement vers zéro , il existe 
alors une sous-suite (z'n) de (zn) équivalente à une suite de blocs sur (x„), ainsi 

1 " 

n ¡=1 

tend vers zéro dans F. Mais l l a la propriété de Banach—Saks faible et la base cano-
nique de l 1 n'a pas la propriété (!?). 

P. G. CASAZZA et R. H. LOHMAN ont montré dans [9] que si (.v„) est une base 
symétrique, ^-Hilbertienne « sur des blocs » dans F (1 alors (e„) est p-Hi l -
bertienne « sur des blocs » dans J et donc (e„) est une suite (basique) contractante 
dans J. N o u s allons maintenant nous intéresser à la propriété: « être /?-Hilbertienne 
sur des blocs » pour une base. Remarquons d'abord que si (x„) est p-Hilbertienne 
sur des blocs pour un 1, +<=»[ alors (x„) a la propriété 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours (JC„) I.S., m o n o t o n e incondit ion-
nelle. Les résultats obtenus s'étendent au cas des suites sous-symétriques. N o u s 
aurons besoin de la notion de « 5-convexi té sur des blocs » : 
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: D é f i n i t i o n . N o u s dirons que (x„) est 5 - convexe s u r des blocs si, et seule-
ment si, il existe un naturel A: (non nul), e£]0, 1] tels que pour tout A>uple ( w t , . . . , w t ) 
de blocs consécutifs disjoints sur (x„), on ait : 

1=1 1 

Pour démontrer le théorème 9, nous utilisons la méthode de B. MAUREY et G . 
PISIER dans [10]; les démonstrations de ce qui suit n'étant que des adaptations 
de celles de [10], nous n'en donnerons pas les détails. 

T h é o r è m e 9. Il existe pÇ.jl, tel que (x„) est p-Hilbèrtienne « sur des 
blocs » si et seulement si (x„) est B-convexe « sur des blocs ». 

D é m o n s t r a t i o n . Pour cela, nous définissons, pour tout entier k, le nombre 
Xkcomme la plus petite constante positive X, vérifiant, pour tout fc-uple (w 1 ; . . . , wk) 
de blocs consécutifs disjoints sur (A:,,) 

k 
\2 â X-k-sup |w,|. 
,=i 1 1 

On a alors la 

P r o p o s i t i o n 6. (1) V f c e N + : 0 = ^ = 5 1 ; 
(2) V ¿ € N + : Xk^l/k; 

• ; (3) Vn, kdN+: (n+k)X„+k^nX„+kXk-, '' 
(4) V/Î, w £ N + : n^m=>hX„^mX m . ' 

D e plus, l'application: n—Xn est sous-multiplicative: 

L e m m e 4. Vk,n£N^: Xllk^X„Xk. 

P r e u v e . Soit (Wj)ls¡JSnk un «fc-uple de blocs consécutifs disjoints sur (xn). 
Pour chaque id {1, . . . , «}, on pose 

(i— I)t<já/ft 
Et • • • • : - • • 

nk n 
I 2 wJ\ = \2Wi\ = NK sup \W,I S nXnkXk sup \WJ\. j=i i=i laian îmjsnk 

Ce qui entraîne bien : Xnk^Xn • Xk. 

R e m a r q u e . D e ce lemme, on déduit que (;cn) est 5 - c o n v e x e sur des blocs si 
et seulement si X„ — 0. 

L e m m e 5. Si XN = 1JN 1 / P ' pour un entier N> 1 et un réel p' dans [1, +°°[ 
alors (xn) est q-Hilbertienne sur des blocs pour tout q<p, où p est défini par \/p + 
+ 1 lp'=\. 
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P r e u v e . Soit g (avec g-^p) et soient . . . , H>, des blocs consécutifs dis-
joints sur (x„). On pose : 

N , Ak = n: 
2 K l (2 |w

( 

S W„ 

.9 

Nk + 1 

Soit \Ak\ le cardinal de Ak. On a : 

(2 k l « ) 1 " M 2 K I T ^ № ' 1 ) f t i ¡ÇA* JV 

1/« 

Nk 

(2 k l « ) 1 " 

D'où: \Ak\sNk+1. Et | / 4 i J A U J : g A r ' + % t + i ë j V * + 1 ( A A r ) ' i + 1 (par la proposi t ion 6. 
(4) et le lemme 4). Mais on a aussi : 

+.«, - , ( 2 k l * ) 1 " w d + i j v - c t + i w 
\2 H ^ 2 2 H ^ 2 ' N k / q g 2 77Ï75 ( 2 k l 4 ) 1 " * i 4 = 0 ÏPA. lc= 0 JV " i = 0 JV " i 

1 2 ^ 1 k l 4 ) 1 ' 4 -

Ce qui achève la démonstration puisque on a alors pour tout <76 S 

l ^ f l . w . l â C s u p H C Z k l 4 ) -

Terminons la démonstration du théorème 9: d'après la remarque qui suit le l emme 4, 
(x„) est 5 - convexe siu" des blocs si et seulement si A„—-0, d o n c si, et seulement si, 
il existe un réel p' tel que ?.N=l ¡N l lP' pour u n entier 1. On applique le 
lemme 5 et o n obtient le résultat annoncé. On peut aussi montrer la 

P r o p o s i t i o n 7. Les propriétés suivantes sont éguivalentes: 
(1) (JC„) est B-convexe sur des blocs. 
(2) VA fini, F ne contient pas de /* X-uniformément sur des blocs de (x„). 
(3) 3 A > 1 , F ne contient pas de X-uniformément sur des blocs de (xn). 

Cette dernière assertion revient à dire que l 1 n'est pas Animent représenté en 
blocs dans (*„). 

R e m a r q u e s . 1) Si F est 5 -convexe , alors (xn) est -S-convexe sur des blocs, 
mais c 0 n'est pas -fi-convexe et sa base canonique est 5 - c o n v e x e sur des blocs. 

2) ( x „ ) est J3-convexe sur des blocs dans F si et seulement si (e„) est 5 - c o n v e x e 
sur des blocs dans J\ mais F 5 -convexe n'implique pas J B-comexe (considérer 
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