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Ortholattis Tinéarisables

JANOS KRISTOF

1. Préliminaires .

- On rencontre souvent dans différentes branches des mathématiques la méthode
de « linéarisation ». Cela signifie que, étant donné une structure mathématique quel-
‘conque, ‘on lui associe une structuré linéaire en termes duquel .on peut formuler
d’intéressantes propriétés pour la structure initiale. Ceci nous permet d’utiliser les
irésultats. les plus profonds de ]’analyse fonctlonnelle pour la solutlon de certams
problémes non linéaires.- o Tl

Dans ce qui suit nous allons 1ntrodu1re un type d’ortholatns dlts lmearlsables
.auxquels: nous pouvons appliquer la méthodé de « linéarisation » au sens génera]
esqu1sse ci-dessus.. . Cl : . eos

- Nous n’avons pas 1’1ntent10n de donner ici un exposé complet de la: théorie
des ortholattis linéarisables. Nous définissons seulement les notions les plus élé-
mentaires, ensuite nous examinons la question de leur caractérisation -algébrique.

.“Tout d’abord. nous faisons quelques remarques sur. la terminologie.

:.Si. L est un ortholattis quelconque;.par L* désignons I’ensemble. de toutes les
fonctlons p de L dans.lintefvalle [0, 1] vérifiant les axiomes suivants: '

(Ep p(D)=1, ol par 1 on note le plus grand élément de L.

(E“) Pour tout systeme ﬁm orthogonal (e,),e I d’élements de L s01t p(V e,)—,

—zp(ei) . P . . . . , .
Les eléments de L* seront appeles etats sur L cette dénommanon est: motlvée
par les applications de la théorie des ortholattis en physique mathématique.
Nous dirons qu’un ortholattis L. est séparé si I'ensemble L* sépare les points
de L, C’est-a-dire pour tous e, SeL, e#f il existe pcL*, tel que p(e)#p(f). 1l
est facﬂe de vmr qu un ortholattls sépare est nécessaxrement orthomodulalre mals
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en général la réciproque n’est pas vraie. Par ailleurs, presque tous les ortholattis
qu’on rencontre dans les applications sont séparés.

Définition. On dira que Portholattis séparé L est linéarisable s’il existe un
espace normé réel E et une application w: L—E, tels que

(OL) w est additive, c’est-a-dire pour e, f€L, e 1 f on a w(eV)=w(e)+w(f);

(OLy) sup {t(w(e))|t€ E’, |1ll=1,rowe L*}=|w(e)l =1 pour tout ec L, e=0, ot
par 0 on désigne le plus petit élément de L et E” est le dual topologique de I’espace
normé E; :

(OL) pour tout peL* il existe une fonctionnelle linéaire t sur E, telle que
p=tow et [7f|=1.

Si (E,w) est une couple satisfaisant aux axiomes (OL;), (OLy) et (OLp),
on dira qu’elle est une linéarisation de L.

Par la suite nous donnerons. une caractérisation purement algébrique des ortho-
lattis linéarisables. Pour le moment occupons-nous de leurs propriétés plus simples.

- Si L est un ortholattis linéarisable et (E, w) est une linéarisation de L, alors
I'application w est injective. En effet, si ¢, f€L, w(e)=w([f), alors pour toute fonc-
tionnelle linéaire  sur E on a t(w(e))=1(w(f)), d’od compte tenu de¢ (OLy) on
déduit que p(e)=p(f) pour tout pcL*; mais alors e=f, car l'ortholattis L est
séparé. :

D’autre part, en désignant par E, le complété du sous-espace normé de E engendré
par I'image de w, on voit aisément que la couple (E,, w) est également une linéarisa-
tion de L. Ceci montre que nous aurions pu énoncer la définition des ortholattis
linéarisables admettant I'espace normé E complet et ’ensemble. w(L) total dans
Pespace de Banach E.

Soit L un ortholattis linéarisable quelconque Posons une lméansatlon (E w)
de L admettant que E soit complet et 'ensemble w(L) soit total dans E. Désignons
par E’ I’espace. dual topologique de E et définissons I’ensemble . .

K:= {tEE’ |toweL*, 7| = 1} '> , i

Il est clalr que K est un sous-ensemble convexe dans P’espace vectoriel réel E’, de
plus il est faiblement compact. En effet, on vérifie sans peine que K est faiblement
fermé et-contenu dans la boule unité de E’ qul est faiblement compact. Consxdérons
mamtenant l’applxcatlon - :

C) . 8 K —~L*; t—toW:

Cette application est bijective; en effet, elle est injective car I'ensemble w(L) est
total dans E, d’autre part de I'axiome (OLyy) il découle qu’elle est surjective. Par
ailleurs, il est évident que L* peut étre considéré comme un ensemble convexe dans
Pespace vectoriel produit R et d’aprés le théoréme de Tikhonov il est compact
pour la topologie produite de RL. Cel4 ‘étant, dans la suite.nous- considérerons -

N
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I'ensemble des états L* comme un ensemble convexe compact dont le structure
est.induite par celle d’espace localement convexe produit RE. Or, il est évident que
Papplication. (1) est un homéomorphisme entre les espaces topdlogiques com-
pacts K et L*, ‘conservant tous les combinaisons convexes finiés.’Ceci montre
qu’on ‘peut. identifier entre eux les ensembles convexes compacts K et L* Plus
loin nous fairons usage de ce résultat. ‘.

Remarquons que nous avons de nombreux exemples pour des ortholattis iné-
arisables. Dans la suite nous verrons que lortholattis de projecteurs d’une
C*-algébre de Baer (cf.[1], 1.3)est linéarisable. Par conséquent, tous les ortholattis
de von Neumann (en particulier: tous les ortholattis hilbertiens) sont linéarisables.
1l en est de méme pour les ortholattis boréliens des espaces topologiques séparés.
Plus.loin nous verrons que tout ortholattis distributif est linéarisable.. '

II. Deux lemmes -

Dans ce numéro nous prouvons deux lemmes nécessaires pour la suite. D’abord
introduisons quelques notations. : T

Si X est un ensemble, par 1, desngnons l’apphcatlon -associant a tout élément
de X le nombre 1.

Etant donné un espace topologique compact X, on désigne par C(X R espace
vectoriel réel des applications numenques contmues deﬁmes dans X muni de la struc-
ture définie par la sup-norme.

Soit K un ensemble convexe compact dans I'espace vectoriel topologique réel
X. Désignons par A(K; R)" le sous-espace vectoriel de C(K;R) dont les éléments
conservent toutes les combinaisons convexes finies d’éléments de K. Si ¢ est une
fonctionnelle linéaire continue sur X, alors (6+A1,)|x€A(K; R) pour tout A€R:

A noter quc A(K R) est un sous- espace vectorlel ferme de l’espace de Banach
C(K;R). '

Lemme ] So:ent K un ensemble convexe compact dans lespace Iocalement
convexe réel séparé X et & un sous-espace vectorzel de C(K;R), tel que .& CA(K R)
et 1,€&. Munissons & de la structure d’espace normé induit par celle de C(K R).
Alors; pour toute forictionnelle linéaire yu-sir-&. les propositions suwantes sont equwa-
lentes: o

(a) Il existe peK tel que pour la: inesure de. Radon 0, concentrée en le point p
soit 8,),=p '

®) lpl=pu(1g)=1.

Demonstratlon Il est évident que .(a) entraine (b).. Pour établir 'implica-
tion “invérse, prenons aine fonctionnelle: linéaire u sur & vérifiant (b). D’aprés le
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théoréme de Hahn—Banach il existe une fonctionnelle linéaire i sur C(K; R) pro-
longeant g et ayant la méme norme. Or, (1) =u(15)=1=|ul =|all, donc un résultat
bien connu dans la théorie de la mesure nous dit que la mesure de Radon i sur I'espace
compact K est positive (cf. [4], Ch. V, § 5, n°5, prop. 9). Par suite, de la convexité
de K il découle qu’on peut prendre le barycentre de la mesure j; c’est-a-dire le
point p€ K bien déterminé par la condition suivante: pour toute fonctionnelle
linéaire continue o sur I’espace localement convexe X on a

a(p) = [o(p)dR(P)
K

(cf. [4], Ch. 1V, § 7, n°l, cor. de la prop. 1). _

Prouvons maintenant que &,/ =p. Soit @€& arbitraire. En appliquant un
résultat de Mokobodzki (cf. [3], Ch. XI, § 1, T6) on obtient I'existence d’une suite
de fonctionnelles linéaires continues (6,),y Sur X et d’une suite numérique (4,),¢n.
telles que la suite des fonctions (4,15 +06,),n converge vers ¢ uniformément sur K.
Par la définition du point p on a

[ (Gat0,(p)) dii(p") = 2, +5.(p)

pour tout n€N, donc

6,12(@) = 9(p) = lim (ha+0,(p)) = lim [ (ulx-+0,) dfi =
K
= [ lim (ha+o,(p0) di(P) = [ ¢ dii = B(@) = (o).
K : i K

Cela achéve la démonstration du lemme.

Lemme 2. Soient K un ensemble convexe compact dans un espace vectoriel
topologique réel séparé et (¢,);c; un systéme fini de A(K; R), tel que

@D ledl =1 @GeI) et (i) %pr.- =1,
ou | -.Il désigne la normé d’espace de Banach C(K;R).- Alors, pour tout sysiéme
(A)ici€R" ona ,
: : “2 l-‘ﬁf’.’“: max |4},
i€1 el

Démonstration. Si peK, alors

{(é 4 ¢.)([’)I = (n}ealx I?.l)‘.eZ; lq’i‘(P)l__v 5"}3}( [Zils dpnc ".,EZ;)‘ of = max [ E
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- Réciproquement, choisissons un indexe k€1 arbitraire. Alors, de (i) il découle que
sup lexn(D)=:lloli=1, ainsi en vertu du théoréme de Weierstrass il existe p, €K,

tcl que |oi(p)|=1. Mais alors (ii) entraine que pour tout i€l: |o;(p)|=08x,
par suite

el = I%’ li‘Pi(Pk)' = ”er; Ai‘f’i“? donc max 1 = ”‘g; li(pi”'

III. Caractérisation des ortholattis linéarisables

On sait quun sous-ortholattis B de lortholattis L est un sous-ensemble de L
contenant 1, tel que pour tous e, f€B ona eAf1€B; munit de la structure induite
par celle de L, B se transforme en un ortholattis.

Rappelons qu’un orthohomomorphisme d’un ortholattis B dans un autre L
est une application v de B dans L satisfaisant aux conditions suivantes:

u(l) =1, ufet) =_u(e)l, ueVf)=u@Vu(f) (e feL).

Dans ce numéro nous étudierons la question suivante. Soit L un ortholattis
séparé. A quelles conditions supplémentaires doit satisfaire la structure de L, pour
que l'ortholattis L soit linéarisable? En d’autres termes, comment caractériser les
ortholattis linéarisables parmi tous les ortholattis séparés? Telle caractérisation est
donnée par le théoréme suivant.

Théoréme. Si L est un ortholattis séparé, les proposmons suivantes sont équiva-
lentes:
(a) Pour tout ecL, ex0 il existe pcL*, tel que p(e)=1.
(a’) Pour tout ecL, e=0 on a sup p(e)-—l

"(b) L est linéarisable. o
(c) Pour tous les sous-ortholattzs dzstrtbut:fs B de L et peB* 11 existe pEL*
prolongeant p a L tout entier.
(c’) Si B est un ortholattis dtstnbut:f u: B-»L un orthohomomorphlsme
pEB* et
{beB|u(b) = 0} c {bcB|p(b) =0},

alors il existe peL* mettant le diagramme suivant commutatif:
o 1]\



392 o T LoKristof:

Démonstration. Nous avons vu que 'ensemble L* est un convexe compact
dans l'espace localement convexe produit. R:. - Si. e€L, UPapplication L*~R;
p»p(e) est continue pour la topologie de L*, ainsi de la compacité de L* il s ’ensuit
que (a)=(d); c’est-a-dire les propositions (a) et (a’) sont équivalentes.

D’autre part, (c) entraine (c’) En effet, si les hypothéses de (c) sont VCI‘lﬁCCS
ensemble u(B) est un sous-ortholattis distributif de L et il existe uné application
Po: u(B)—[0, 1] et une seule, telle que pyou=p. Il est clair que po€(u(B))*, ainsi
en supposant (c) on déduit I'existence d’un pEL*, tel que pl, g =p,; C’est-a-dire
pou=p. Ceci montre:que les propositions (c) et (c) sont équivalentes.

On vérifie sans peine que (c)=(a). En effet, prenant un e€L, e#0 on définit
‘B comme le sous-ortholattis de’L engendré par P'ensemble {e}. Or, B={0,1, ¢, e }
donc B est distributif et il résulte de (¢) que P'état p sur B défini par les equatlons

ple)=1, p(e*) =0 a un prolongement pEL* sur L tout cnt1er Alors p(e)-l
donc (c) entraine (a). ’

Pour la démonstration de (a)=(b), “définissons Iapplication w: L—»C(L* R)
e—~(p—p(e)). Soit E le sous-espace vectoriel de C(L*; R) engendré par I'ensemble
w(L). Alors la couple (E,' w) est Pune des linéarisations de L. En effet, de I'axiome
(Ey) découle (OL,). Si p€L* alors désignant par 7, la restriction sur E de ’applica-
tion C(L*; R)—R; ¢—o(p), on_ définit une fonctionnelle linéaire sur E, telle que
iz, |151 et 1, ow—-pEL* donc (OL,,,) est vrai.:Enfin, pour tout e€L, e¢0 on-a

| sup p(e) = Jo@l = sup {e(w(@) | <€ £ Il = 1, oweL).=

- =sup{r,(w()| peL*} = :?g p(e).

donc (a") entraine (OL).. : :

Ainsi, il nous reste a prouver l’1mphcat10n (b):>(c) Soit L un- QI'thOld.ttIS lme—
arisable et soit (E,w) une linéarisation d¢ L. Admettons que E est complet et
w(L) est total dans E. Soient Bun sous-ortholams distributif de L.et pEB* arbitraire.
Désignons par E’ le dual topologlque de l’espace de Banach E et deﬁmssons l’ensemble
K:={1€E" |toweL", |t|=1}. Nous avons vu que K est un sous- ensemble .con-
vexe; faiblemenit compact dé E” et que 'application K ——L*, T—~Tow estun haméo-
morphisme affine entre les ensembles convexes. compacts, K et L*. Pour tout eEL
soit é: K—R; r»—»t(w(e)) Alors écA(K; R) (e€L) et l’apphcatlon L—+A(K;R);
e—¢é est bien injective, car l'ortholattis L est séparé. D’autre part,. si.. 7K, alors
towcL* entraine que 1(7):=t(w(l))=(row)(1)=1, Cest-a-dire i=1,. Soient
L:={é|ecL} et B:={é|ecB). Désignons par & le sous-espace vectoriel normé
de P'espace de Banach C(K;R) engendré par I'ensemble L. Puisque I’application

e—é est injective, il existe une apphcatlon p: B—[0, 1] et une seule, telle que
P@=p(e) (€ B). '
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. En conclusion, nous avons un espace normé réel &, un sous-ensemble B de
& et une application p: B—~R. Nous allons montrer qu’il existe une .fonc-
tionnelle linéaire u sur &, telle que ply=p et [u|=1. Conformément a la résolu-
tion générale du probléme des moments, pour I'existence de telle ‘fonctionnelle
linéaire il faut et il suffit que pour tous systémes finis (¢;);¢; et (4);¢; de B et R, respec- '

tivement, soit
| > up @)=
i€l

ol par | | on désigne la norme de & qui est égale & la sup-norme.

Dong, soit (g,);¢y un systéme fini d’éléments de B, tel que e;520 (icI). Il résulte
dela distributivité de B et du théoréme de représentation de Stone qu’on peut traiter
B comme une algébre d’ensembles. Il s’ensuit existence d’un systémé fini ortho--
gonal (f));e, d’éléments de B, tel que pour tout icl il existe un sous-ensemble’
non vide J; de J vérifiant égalité: e;=V f;. Evidemment, on peut supposer que’

j .

f;70 (je).
Pour tous (4;);c;€R? et 1€K ona

(,Z' 7€) (@) = Zl.f(w(e)) = 2 Hrow)(e) = Z" (TO“’)( v fi) =
=2(2 Zi(zow)(f)) = 2( Z”)T(W(f;)) = (Z( Z' 1)1?)(7)

icl jeJ i jej
i

A€ Z(Z’L)fj

H3 JjE€J i€
JEJ,

D’autre part, pour tout j€J ona f €A(K; R), Ifill=1 et 2 |fj|—-V =
Ainsi, prenant en considération le Lemme 2, on obtient alsement ]es mégahtes sui-
vantes:

[P éll = HZ(ZWH = max| 2 4] 2|Z(Zl)p(f,)| =

j€d
JeJ, jeJ,

= (2(2 ;'ip(fj))l = ‘Z'JLP(V fi ‘ = (Z;ﬁp(ei)‘ = (Z lip(eg)(-
ier jeJ,; iel JE€J; . i€l . H3 -

car tow€L*, donc

Ceci montre qu’il exists une fonctionnelle linéaire u sur 'espace normé &, telle
que p|B=p etju|=1. On a alors p(lp)=pu(l)=pA)=p1)=1, du lemme 1,
appliqué au sous-espace vectoriel & de A(K;R) il découle qu’il existe €K, tel
que p(@)=¢(1) (p€&). Cela signifie que pour tout e€B on a t(w(e))=:6(1)=
=pu(é)=p(&)= p(e) c’est-a-dire I'état p:=towcL* est un prolongement de p sur
L tout entier.

~ Ceci acheve la demonstratlon du théoréme.

Apphquons ce theoreme dans la demonstratlon de la proposmon smvante
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‘Proposition 1. Soient L un ortholattis linéarisable, B un ortholattis distributif,
u: B—~L un orthohomomorphisme et pcB*. Soit-I' un ensemble d’orthohomomor-.
phismes de 'L dans lui-méme dont les éléments sont deux-a-deux commutables et véri-
fient les équations: aou=u (acI'). Alors les propositions suivantes sont équivalentes:

(a) Il existe un état p sur L invariant par rapport a T’ (c’est-a-dire poa=p pour
tout a€l’), tel que p=pou.

(b) Pour tout beB, u(b)=0 entraine p(b)=0.

Démonstration. De toute évidence (a)=>(b), donc on doit prouver (b)=(a).
Le théoréme précédent entraine que I’ensemble’ K:={pe€L* |p=pou} n’est pas
vide. Désignons par X P’espace vectoriel topologique réel séparé, dont Pespace
vectoriel sous-jacent est 'espace produit RY et dont la topologie est égale a la topo-
logie produite. Il est aisé de voir que X est un sous-ensemble convexe compact
de X. Pour tout a€I"’ on désigne par & 'application de X dans lui-méme qui fait
correspondre a tout @€X Papplication ¢@oa. Il est clair que pour tout acl
la fonction & est une application linéaire continue sur I’espace localement convexe
X. D’autre part, les éléments de I'ensemble d’opérateurs {& | acI'} sont deux-a-deux
commutables. D’aprés le théoréme de MARKOV—KAKUTANT (cf. [2], Ch.1I, §4,
Application) on obtient qu’il existe pekK, tel que p=&(p)=poa pour tout «€rl,
et I’état painsi obtenu est bien I’état cherché. '

Pour conclure, nous indiquerons deux classes importantes des ortholattis
linéarisables.

Proposition 2. (a) Tout ortholattis distributif B est linéarisable.
(b) Si A est une C*-algébre de Baer, I'ortholattis L(A) de projecteurs de A est
linéarisable.

Démonstration. (a) Soit B un ortholattis distributif arbitraire. En vertu du
théoréme de représentation de Stone il existe un ensemble Q et une algébre
d’ensembles # dans Q, tels que les ortholattis B et # sont orthoisomorphes. Soit
u: B—~4% un orthoisomorphisme entre B et %. Pour tout w€Q définissons
Papplication D, de la maniére suivante:

I, wcu(b),

Do B~ {0, 1} bH{O, w§ u(b).

On en déduit sans peine que pour tout w€Q I'application D, est un état sur B.
Si' e, f€ B, exf, alors (u(e)\u(N)U(u(I\u(e))=0 et choisissant un élément
o arbitraire de cet ensemble, on voit que D,(e)#D,(f); c'est-a-dire ’ortholattis
B est séparé. o
D’autre part, si e€ B, e#0, alors u(e)#0 et pour tout wcu(e) ona D, (e)=1.
D’aprés le Théoréme ceci montre que B est linéarisable.
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(b) Soit 4 une C*-algébre de Baer. On désigne par L(A) l'ortholattis des pro-
jecteurs de 4. Remarquons d’abord que si 7 est une fonctionnelle linéaire positive
sur A, 0, alors I'application p := (t/l|tl])| 4, est un état sur L(4).

Si e, fe L(A), ef, alors d’aprés le théoréme de Hahn—Banach il existe une
fonctionnelle linéaire continue 7 sur A4, telle que t(e)#7(f). On sait que toute
fonctionnelle linéaire continue sur 4 peut é&tre écrite sous la forme d’une combinaison
C-linéaire de fonctionnelles linéaires positives (cf. [5], C*-algébres, § 2, 2.6.4), ainsi
on peut supposer que 7 est positive. Dans ce casona t#0 et p.(e)=p,(f); cest-a-
dire I’ortholattis L(A) est séparé.

D’autre part, si e€L(A) et e0, alors il existe une fonctionnelle linéaire
positive © sur 4, telle que [tf=1 et t(e)¥?=|e[=1 (cf. [6], Theorem 12.39).
Mais alors p.(e)=t(e)=1 et d’aprés le Théoréme, l'ortholattis L(A) est linéar-
isable.
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