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Toeplitz-Kriterien fiir Klassen von Matrixabbildungen
zwischen Riiumen stark limitierbarer Folgen

EBERHARD MALKOWSKY

1. Allgemeine Siitze

In [1] haben wir in Verbindung mit stark limitierbaren Folgen als Verallgemeine-
rung der Riume w, (0<p<os) von MabDOX [2] die Riume [C] fiir alle a>0 defi-
niert, wobei [C] mit den Bezeichnungen von [1] fiir die folgenden Mengen ge-
schrieben worden ist: (0<p<w)

[C,JP := {x€s|Es gibt ein 1€C mit (J(x— 1) (x; p)],)Eco}
[C.18 := {x€s|(1x™ (2 Pl )veco} und [Cl2 := {xes|(|xM(a; PI,)ELs})

versehen mit der p-Norm fiir 0<p-1 bzw. der Norm fiir 1=p<o

Ixlier:= |(1x® (@ DMl fiir alle x€[C]

(s. [1], Definition 2.1, Definition 2.2).

Weiter haben wir in einigen Fillen Toeplitz-Kriterien fiir Klassen (X, Y)
unendlicher komplexer Matrizen erhalten; die den Folgenraum X in den Folgen-
raum Y abbilden, wobei entweder X=[] oder Y=[C).

Hier wollen wir Toeplitz-Kriterien fiir (X, Y) in dem Fall herleiten, in dem
X=[C} und Y=[C)]. Wir benutzen dabei immer die in [1] eingefiihrten Bezeichnun-
gen. Es seien stets a, $=0.

B  Wir beweisen zundchst drei allgemeine Resultate, aus denen unter anderem die
Toeplitz-Kriterien fiir die Klasse ((C,J7, [Cj]Y) folgen.

Satz 1.1. Sei X ein vollstindiger r-normierter Teilraum von s. Gilt X'cX*,
so folgt: AE(X, [C.1L)=M(t, a)<oo, wobei

M, ) = sup{ (/A5 “)u EZN A;‘,I'}:_,.a,,,‘)k”f} <o (x>0).

N, N(“)

Eingegangen am 10. November 1983.
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Beweis. Es gelte 4¢€(X, [C,]%). Dann existiert 4,(x):= S’ a,x, fir alle xeX
k=1

und fiir alle nEN, d. h. (a,),€X" fiir alle 7€N, und wegen XtcX* folgt A cX*
fiir alle n€N. Fiir alle p€N, und fiir alle N,cN® setzen wir

By, = (1/A%_)) X Al nd, und b o:=(1/A%_;) 3 Ashr_nan
nEN neN
' Ak=1,2,..).

Sei u€N, beliebig. Dann gilt fiir alle N,CN® und fiir alle x¢€ S,? wegen By €X*

1B%,09) = Z b % = 153,
und daher ll(bj‘.,m,),‘ll*éllBj‘, Il fiir alle N,cN®, also fiir alle u€N,:
Nyl = I(b%,..hlt = | Byl == max, | N,.H
Wegen Ae(x, (€, Ly gilt fiir alle x€X o
T_ |By-(x)] = T— m [[((4,00® @5 D)afls = [|(40 D), ”[C] <een
Mit dem Satz von Banach—Steinhaus (5. [3], Satz 12, S. 115, bzw. [2], S. 286) folgt

sup (6%, il = M(t,0) = sup | Bzl <eo.
FGNO ) I‘eNo

N, N(u) N, N(u)

Umgekehrt gelte M(}, o)< co.
Seien n¢N und x€X beliebig. Dann gibt es ein p,€N, mit n€ N®». Wahle
N, = {n}. Wegen M(}, @)<< und der Definition von_||- It existiert dann
) (1/}4;#}.—1)’4;:4*1—;:’4 (%)

und damit auch 4 (x) fiir alle nEN ‘und fiir alle ‘x€X. Se1 xEX beheblg Dann
gilt fiir alle p€N, und fiir alle N, cN"‘)

B3, ()] = (6%, DT X = max I B, el ] = M(ﬂ)ilxll""

CNW
und: damit fiir alle HEN, mit einer bekannten Ungleichung’ (s [4], S. 33)
II((A (x))“"(a 1), ||1 !Bj'v (x)l =4- M(u) IIXH"'

N N‘l"

d.h
an (4 ofier = H(n«@(::»m @ Dl =
L = s M =4 M o) I <.

Damit ist der Satz bewiesen.
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. . Satz 1.2. Sei X ein vollstindiger r-normierter Teilraum von s mit Basis (e"‘)),,.
Dann gilt fiir alle a=0

() M, a) <o (M}, ®) wie in Satz 1.1)

(i) (@),€[C. fur alle k= 1,2, ....

Beweis. Wieim Beweis von Satz 1.1in[1] folgt XTcX*. Es gelte 4¢(X, [C.1Y).
Wegen [C,Pc[CJ. folgt A€(X,[C,]%) und daher (i) mit Satz1.1. Weiter ist
(4,()).€[C,]* fiir alle x€ X, d. h. insbesondere gilt fiir jedes x= e("’EX *k=1,2,..)
(4,(™),=(@u)u€[C, 1%

Umgekehrt seien (i) und (i) erfiillt. Aus (i) folgt wie im Bewe15 von Satz 1.1
die Existenz von A,(x):= Z’a,,kxk fiir alle x€X und fiir alle n€N. Wegen. (ii)

gibt es zu Jedem k=12, ... ein akEC mit
a2 Iim [(@w—a)® s D) =0

e (6P|

Es gilt dann (ak)kEX " Denn: Séi x= Zx,‘e(")eX ‘beliebig; ‘sei ¢>0 gegeben.
Wihle kN so groB, da8 fiir alle /7, m>ko (n=1) mit -

X Zm'lxke“" gilt [x&™] < (g/(4- M+, O+ 1.
k=

‘Wihle nun' p€N,, so daB fiir alle u=y, gilt 1—-1/4%._,=0. Dann gilt fiir
alle /, m>k, (m>1) und fiir alle p>p, mit S,:= 2’ (I (e~ ,,k)“')(a, D)allz 1x]) und
der Ungleichung aus [41, 8. 33 ' :

m gr+l_1 m

(1—(1/Ag»—1))|2 akxkl = (l/A%u-) 2 A, | 2 akxkl =

k=1 n=gk+1 k=1
= ”« kg; akxk)(“) (o3 l))n”l = 1;—2; ”((ak"ank)(”)(“; 1));.“1 AR
+4."Nuncl%) |(;/4;,_1)n GZN“ Az, éz a, x| = B
= Setde ik [((/d5e) 2 Aisnad| TP < S, 4
Mit (1.2) erhalten wir 31_939 $,=0, d.h. es gilt fiir alle /, m=ky (m=1)
lz akxkl - hm (1_(1/14 “‘1))'2 akxkl = E.

Also konvergiért Zakxk fiir alle x€X, d h (ak)kEX t Wegen X *CX * gilt
k=1
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Xt mit ()= 3 ax,. Sei x= 3 x,e™cX belichig. Sei =0 gegeben.
k=1 k=1
Wihle k,cN so groB, daB fiir ro(x):= 23 . x.e® gilt

k=ko+

l/r< & .
o < S mm D r2 T 1
Wihle p,€N,, so daB fiir alle p>y,

”((ké"; (ank—ag)xg)o‘)(a; 1))n||1 < ¢gf2 und I/Agy_l < 1.

Dann gilt fiir alle g>y, mit der Ungleichung aus [4], S. 33:

”((An(x) —fa()® (23 l))u"l = ”((kg (@ —ay) xk)(") (@ 1))n”l +

o+ l]((An ((€))Xd CH 1))n|ll+“((.f;("o(x)))(“) (= 1))..”1 =
<e2+(4-M(t, ) +2- [ L) Ire@) <e,

d.h. (4,(x)).€IC,* fiir alle x€X. Damit ist der Satz bewiesen.
Man erhilt sofort:

Korollar 1.1. Sei X ein vollstindiger r-normierter Teilraum von § mit Basis
™). Dann gilt fiir alle o=0

@) MG, o)< (M(t,a) wie in Satz 1.1)
AelX, [C“]‘l’)“’{(ﬁ) G.CICH fir alle k=1,2, ....

2. Toeplitz-Kriterien fiir Matrizenklassen bei den Riiumen [(]

Wir wenden nun die Ergebnisse aus Kapitel 1 an. Zur Vereinfachung der
Bezeichnungen setzen wir: A

. e -l e
M(p; @) = ,.S?IE, {Ng%, ||((1/Ag,._1)n GZN',, AzTinap)ll} fir 0<p=o,
wobei ’

o fir 0<p=1

21 g:=1p/(p-1) fir l<p<e

| M(a) p; ﬂ) = pseuleo {N:E%“’ “((I/Agp_.l) nEZN'“ Ag;ll_"a,t)kllqc-]&)f}
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Wir erhalten Sitze, die fiir alle a=0, §=>0 Toeplitz-Kriterien zwischen folgen-
den Raumen angeben:

(a) aus Riumen absolut limitierbarer Folgen in Riume stark béschrinkter bzw.
stark limitierbarer Folgen:

Satz 2.1. A€(l,, [C,JL)oM(p; a)< fir O<p=e,
Und im weiteren stets fiir alle p mit 0<p<oo:

@ M(p; a) <o
() (@u).CICR firale k=1,2,....

D M(p;a)<o
() (au)a€IC.] firalle k=1,2,....

(b) aus Raumen stark beschrinkter Folgen in Raume stark beschrinkter
Folgen: ‘

Satz 24. A€((CJ2, [ChlL) < M(a, p; B) <os.

(c) aus Riumen stark limitierbarer Folgen in Riume stark beschrinkter bzw.
stark limitierbarer Folgen:

Satz 2.5. (ICR, [Clh) = (CP, [Gylh) = (CJL, [Cpl)-

@ Mp; p) <= *
(i) (auh€lCsls firalle k=1,2,....-

Satz 2.2. 4¢€(l,, [C',]%)@{

Satz 23. A€(l,, [C.]) Q{

Satz 2.6. Ae((C.)8, [Cp](l,) < {
. " @O M(,p; p)<e
Satz 2.7. AE([C,]O » [Cp]]') Aad {(ll) (ank)nE[Cﬂ]I fﬁf alle k= 1, 2, [

[ () M, p; B)<e
(i) (auW€ICel fiiralle k=1,2,...

(iii) (é; aCICols.

[ (1)) M(a p; B) <o
Satz 29. AC(C G ) (auh€ICol* firalle k=1,2, ..

. (iii) (kg. ank)nE[Cp]I. )

Satz 2.8. AE(C. 1% [Colh) <

(d) aus Raumen gewohnlich limitierbarer Folgen in Réiume ‘stark limitierbarer
Folgen: S

1 (D MQO; a) <o
Satz 2.10. A€(c, [CL °{(ii) G CICTE firalle k=1,2,..

() MQ;0) <e

Sate 2114 O\ (00T e k=i,
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[ () M(;0) <

() (@uE[CH firalle k=1,2,.
(iii) (2 ank) €[C, -

- (@) M(l; @) <o .
@) (@uh€lC.]* firalle k=1,2,...

G (S’ au€ IO

Satz 212, A€(c, [C.]) = |

Satz 2.13. A4e(c, [C,) < 1

Bemerkung Satz29 enthdlt .im Fall ¢=f=1 einen bekannten Satz von
KuUrTNER und THOREE [5] (Satz 1). -

.. Beweis der Sitze 2.1 bis 2.13. Wegen -If=Il=] (0<p<<; mit g wie in
(2.1)) und I cl* folgt Satz 2.1 aus Satz 1.1, und da weiter (e®), fiir O<p=eoo
eine Basis fiir J, ist, folgen die Sitze 2.2 bzw. 2.3 aus Korollar 1.1 bzw. Satz 1.2.

Im folgenden sei stets O<p—< oo, Wegen ([C,12) (€ J2)* (s. [1), (3.1)) folgen
die Sitze 2.4 und 2.5 aus Satz 1.1, und da ([C,1)'=(C,15)* (s. [1], Satz 3.1 (b)) und
(e®), eine Basis fiir [C,]} ist (s. [1], Satz 2.1 (b)), folgen die Sitze 2.6 bzw. 2.7 aus
Korollar 1.1 bzw. Satz 1.2,

Die Notwendigkeit der Bedingungen der Sitze 2.8 und 2, 9 ist klar. Die Hin-
langlichkeit der Bedingungen von Satz 2.9 ergibt sich wie folgt: Aus (if) und (iii)
folgt: zu jedem k=1,2,... gibtesein 4,€C mit

(2'2) ) I:‘l_i.l?o ”((ank_ak)(“)(ﬂ; 1))1:“1 = 0’
und es gibt ein a€C mit
@3 ‘ lim Il((a— 2 au)®(B; D)ol =0.

Hj=>co
Aus (i) und (ii) folgt weiter

@9 | @E(C,
und es gibt ein M¢R mi;

g p— —
@9 wery {max ”((IZA”_I) nezuv,. Aot = M.
Fiir alle xe[éal" und fiir alle neN séhreiben wir
26) A,x)- I(a ak) 2 QX = Zl(au—ak)(xx—t)'*'l(‘g; a,—a),

wobei /€C mit }_igl.ll_(x—'le)("’(a;p)[],::O, a, aus (22) (k=1,2,:.) und a aus
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(2.3). Wegen (i) existiert A4,(x) fiir alle n€N, wegen (iii) existiert > a,, fiir alle
k=1
neN, und es ist (3 au—a),€[C,);, und [wegen [(2.4) existieren 3 a,x, und
k=1 k=1
wegen le€[C,]? auch 3 a,. Nach Satz 2.6 gilt wegen (2.2), (2.5) und (i) mit
k=1

A= (ank)n,k =(au— ak)n,k :

Ae(C. 18, [CsJ0).

Da x—lec[C,]8 ist, existiert X,,(x—le)=k2w' (@ —a)(x—1) fiir alle ncN, und es
=1
gilt (4,(x)),€[C,);. Aus (2.6) folgt daher

(4n)—(a= 3 a)+ 3 axx)helColh,

d. h. (An(x))nelcﬂll-

Die Hinlanglichkeit der Bedingungen von Satz 2.8 ergibt sich genau wie im
Fall von Satz 2.9 mit ¢,=0 (k=1,2,...) und a=0.

Da ct=cf =1, und (e®), eine Basis fiir ¢, ist, folgen die Sitze 2.10 bzw. 2.11
aus Korollar 1.1 bzw. Satz 1.2.

Die Notwendigkeit der Bedingungen der Sétze 2.12 und 2.13 ist klar. Die Hin-
langlichkeit der Bedingungen der Sitze 2.13 und 2.12 ergibt sich ahnlich wie im
Fall der Sitze 2.9 und 2.8.
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