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Intervallf“ullende Folgen und volladdltnve Funktlonen

A DAROCZY A. JARAI und I. KATAI

1. Einfiihrung

Es sei A,>24,4,>0 (n€EN) und L= Z'A,,<oo eine Folge mit der folgenden
Elgenschaft fiar behebxges x€[0, L] gibt es eine Folge ¢,€{0, 1} (n€N) derart, dass
x= Z’a,,).,, ist. Die Folge {4,} wird dann intervallfiillend genannt. Z. B. ist {1/2%}

mtervallfullend mit L=1.
Ist {1,} eine intervallfiillende Folge, so nennen wir die unbekannte Funktion
F:[0,L]-R vo]laddmv, falls

F(né Eah) = g e F(A)

fiir jede Folge &,6{J, 1} (n€N) gilt. Unser Hauptziel in dieser Arbeit ist es, fiir geeig-
nete intervallfiillende Folgen {4,} die volladditive Funktionen zu bestimmen.

Ahnliche Untersuchungen in dieser Richtung kann man in der Arbeit [1] finden.
Z. B.ist in [1] der Fall {1,=1/2"} betrachtet.

2. Intervallfiillende Folgen

Es bezeichne A die Menge der reellen Folgen {4,} mit 4,>4,,,>0 (#¢N) und es
i Li= 3 A<oo.

n=1

Definition 1. Wir nennen die Folge {A,}€ A intervallfiillend, falls es fiir belie-
biges x€[0, L] eine Folge ¢,£{0, 1} (n€N) gibt, fiir welche
@1 . x= 3ok
. A e . S . - "=l

vl
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ist.

Satz 2.1. Die Folge {1,}¢ A ist genau dann intervallfilllend, falls

2

IIA

22
fir jedes nEN gzlt

Beweis. (1) Nehmen wir an, dass ) > ‘Z /1, fiir ugendem nEN und es sei
. —n+1

A,,>y> Z’ ;- Wir zeigen, dass dann die Zahl X:= 2 ).,+yE[O L] sich nicht

in der Form (2.1) darstellen lasst, d.h. dass d1e Bedmgung (2 2) notwendig ist. Gilt
&=0 fiir irgendein /=n, soist

2 'é j + 2’ Ai< x" o ':'.'E" : ".* <
: L =1 = .. .i=":+~1 N T
gilt yingége;i évié-’-’l fiir alle z‘én, ) 1st o
e = Z'/l > X,

i

dh xkann mcht in der Form .10 dargestellt werden L shndiny T
(ii) Es sei x€[0, L] und wir setzen mduktlv g=1 fiir Z‘ & +}1,,Sx und

&,=0 andernfalls Wir zeigen, dass Z's,). <x unmoglxch xst dh dass x m der

Gestalt (2 1) darstellbar ist. Gilt_ g, —0 fur unendhch viele Werte n, dann 1st fur dlwe
Werte.n - . R

Ms'

x— sil,-éic—-'g' g A < A,
i=1

i=1

woraus wegen A,—~0 die Darstellung x= S’ g 4; folgt. Gilt &,=0 nur fiir endlich
wele Werte n, so sei N der grosste dieser Werte Wir haben

X — Z’ El <)h~‘— Z A’ 2’ 8,'}-‘,

f=N41 i=N+1
woraus

folgt, ein Widerspruch.

Definition 2. Essei {4,}€4 eine ihtervailfiillende Folge. Wir nennen die Zahi
x€[0, L) eindeutig, falls es genau eine Folge &,€{0, 1} (neN) gibt, fiir welche (2 1)
gilt. SR B B e
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Bemerkung. Offenbar sind 0 und L eindeutige Zahlen.
Definition 3. Wir nennen die intervallfiillende Folge {A,}€A locker, falls fiir
beliebiges NeN die Restfolge {1;}— {4y} intervallfiillend ist.

Bemerkup g. Im Falle einer lockeren Folge sei

Ly:= 3 =L—3y fir belicbiges NeN.
. n=1 -
n#=N

Dann ist jedes x€[0, L] darstellbar in der Form

oo

= e mit ge{0,1}.

i=N

" Definition 4. Wir nennen die intervallfiillende Folge {A,}€A - ergzebzg, falls
jede Zahl x€]0, L[ nichteindeutig ist.

Satz 2.2. Ist die intervallfiillende Folge {l,}€A locker, so ist sie auch ergzebzg
Beweis. Essei x€[0, L): Dann gibt es eine Folge '¢,€{0, 1} (nEN) derart, dass

@3) g“’

(i) Istin (2.3) ¢,=1 nur endhch viele n erfullt so sei N der grosste dleser Werte
Da die Folge intervallfiillend ist, gilt

n=N+1

X—ZSA '"Zen)'n"')‘N_anAn'," 2 5;‘1:

mit 5,€{0, 1} (nEN +1). Esist also x nicht emdeutlg

(i) Ist in (2.3) e,=1 fiir unendlich viele n erfiillt, so glbt es ein NEN mlt
ey=1 und x<L-—Ay=Ly. Darum gibt es eine Folge 0, E{O 1} (n€N, n;éN) fiir
welche .

gilt, d.h. x ist nicht emdeutig

Es sei l<q<2 und A =1/¢" (n€N). Dann ist {l/q"}eA und L Zl/q"—
=1/(g—1)=>1. Es sei kEN festgewahlt und l<q(k)<2 die Wurzel der Glexchung
P L—1=1/g~ ¢

Satz 2.3. Fir 1<g<2 zst die FoIge {l/q"}EA mtervalf‘llend Fur 1<q<q(1)
ist {1/g"} locker, und folglich ergiebig.
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Beweis. (i) Im Falle 1<g<2 gilt fiir jedes n

g < (WlgN(ta-0) =, 3 g

so dass wegen Satz 2.1. die Folge {1/¢"} intervallfiillend ist.

(i) Fiir 1<g=¢q(1) hatman L—1=1/g. Dann ist bei beliebigem festgewahlten
NeN fiir die Restfolge {1/g"} —{1/q"} (2.2) trivialerweise erfiillt, falls nur n=N+1
gilt. Ist hingegen n<N, so folgt aus

q"lq" =1/g=L-1
die Ungleichung :

lYg"= 2 1/q'—-1/q",
i=n+1

d.h. es gilt (2.2). Somit ist die Folge {1/4"} locker, und wegen Satz 2.2. auch ergiebig.

Satz 24. Fir q(1)<q~<2 ist die intervallfitllende Folge {1/q"}€ A nicht ergiebig,
also auch nicht locker.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem folgenden.

Lemma. Fir q(1)<q<2 ist die Zahl

1/¢*-1€]0, L[

Ms

2.5) x:=

eindeutig.

0
-

Beweis des Lemmas. Nehmen wir an, dass die mittels (2.5) definierte Zahl x
auch noch eine andere Darstellung der Form (2.1) hat, wobei A,:=1/g" ist. Essei N
die erste natiirliche Zahl fiir welche &y, gilt; hierbei ist 6,=1 fiir ungerades n,
und 8,=0 fiir gerades n. Nun gilt fiir 6,=0 (gerades N) ey=1, d.h. wegen

. N=1 o N-1 oo
x=2306/9"= 23 &/+ F 6/¢"= 2 &le+1/g"+ 3 elq"
n=1 n=N+1 n=1 n=N+1

n=1

, , haben wir
' D Sa"=1q"+ 3 e&q"
n=N+1

n=N+1

Daraus folgt _
(g™ (ala*~1) = Yg"+ 3 efq"=1/g",

dh. L—1=1/q, dies ist aber unméglich, da im Falle g(1)<g<2 die Ungleichung
L-1<1/g erfiillt ist. Fiir éy=1 (N ungerade) und fiir ey=0 verlduft der Beweis
dhnlich.
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3. Uber volladditive Funktionen

Es sei {4,}€A eine festgewihlte intervallfiillende Folge.

Definition 5. Wir nennen die Funktion F: [0, L]—R volladditiv, falls fiir jede
Folgg &,€{0, 1} (n€N) die Beziehung

3.1 F( 23 eyhy) = 3 &,F(4,)
n=l n=1
gilt.
Satz 3.1. Es sei {4,}€ A eine intefvallf?tllende und ergiebige Folge. Ist F: [0,L]—-R
volladditiv, so gibt es ein c€R derart, dass
(3.2) F(x)=cx
Sar alle x€[0, L].

Beweis. Wir setzen -
(3.3) F(x):= F(x)~F(L)x/L (x€[O0, L)).
Dann ist £ volladditiv und es gilt £(0)=F(L)=0. Es sei ‘F(4,)=:a, und Pi=
= {njn€N, a,>0}. Es sei noch
(3.9 &= Mo

nep

Fiir £€]0, L[ gibt es eine Folge ¢,£{0, 1} derart, dass

(3.5) E= e,

n=1

gilt, und die Darstellung (3.5) von der Darstellung (3.4) verschieden ist. Darum exis-
tiert ein ny€ P mit ¢, ,=0, woraus wegen 3B.D

F(é)“F(N%Zn)—néﬁ(ln)="§an>

> Zs a, = Z’s F(a, —F(Z’s A) = F©)
n=1
folgt, was unmdglich ist. Somit haben wir £=0 oder ¢=L, d.h. P=0 oder P=N.
Der letztere Fall ist unméglich, weil dann F(&)= F(L)>0 wire. Ist aber P=8, so
gilt F(x)=0 fiir jedes x€[0, L]. Da — F ebenfalls volladditiv ist, ergibt sich durch
" eine Widerholung des vorigen Gedankenganges — F(x)=0, woraus F(x)=0 fiir
jedes x€[0, L] folgt. Aus (3.3) folgt jetzt mit ¢:= F(L)/L die Behauptung.

Bemerkung. In Satz 3.1. kann man die Bedmgung der Ergiebigkeit durch dieje-
nige der Lockerheit ersetzen.
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Korollar 3.1. Falls 1<q=g(l) ist und die Funktion F: [0, L]~R (L:=1/(g—1))
die Bedingung

GO F( 3 elg") = 2 eF1/q")
fiir jede Folge e,c{9,1} (n€N) erfillt, so gibt es ein c€R derart, dass F(x)=cx
fir jedes x€[0, L) gilt. :

Beweis. Wegen Satz 2.3. ist jetzt {1/4"}€ A intervallfiillend und locker (d.h.
ergleblg) so dass sich Satz 3 1. anwenden lasst.

Die Beweisidee des Satzes 3 1 ermogllcht es uns, das folgende Resultat auszu-
sprechen:

Satz 3.2. Es sei {),}€A eine znterval lfillende Folge, und F: [0, L]—-R eine
volladditive Funktion. Ferner sei a,:=F(A,) (ncN). Fir P:= {nlnG'N a,>0} und

&:= D A, istim Falle P#9 und P=N die Grésse £¢]0, L eindeutig.
nepP

Beweis. Wegen der Bedingung P»0 und P=N gilt £€10, L[. Ist & nicht
eindeutig, so gibt és eine Folge -¢,€{J, 1} und n,c P derart, dass s,,°=0 und

é.; S' an;('n
n=1

ist. Daraus folgt auf Grund der Volladditivat - ' L .

FO=F(3 h)= 2 8,> 36,0, = F(Z e,4,) = F(§),
nepP 134 n=1 n=1
was einen Widerspruch bedeutet. Folglich ist & eindeutig. L . E

Definition 5. Es sei {A }GA eine mtervallfullende Folge. Fiir ' x€[0, L] sei
induktiv nach »

n-1
: 1, fir 2 e,(x)}.,+l =x,

X)) M@=y
0, fir 8,(x))t + 2y = x.

i=1

Sodann gilt _v?egen Satz 2.1.
3.98) . x—Zs(x)l

n=1
Die Darstellung (3. 8) nennen wir die regulire Darstellung von x.

'Satz 3.3. Es sei {2} A eine mtervallﬁdlende FoIge Bez beIzebzgem xE[O L]
gilt &,(x)=0 fiir unendlich viele Werte von n.
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. Beweis. Fiir x= 0 ist die Behauptung trivial. Esse1 O<x<=L . Dann gibt es in
(3 8) ein n mit &,(x)=0. Gilt entgegen unserer Behauptung e,(x)=0 in (3.8) nur

fiir endlich viele n, so sei N der grdsste dieser Werte. Wegen (3.7) ist nun

N-1 ' - N-1 . e
2 a@h+iy=x= 2 @i+ > X4
i=1 . i=N+1

in Widerspruch zu (2.2).
Satz 3.4. Ist {A}€A eine intervallfillende Folge und F: [0, L]~R volladditiv,
so gilt fir a,:=F(4,) '(nEN) die Beziehung ‘ »

3

(3.9) g' a,l <°°,"

Beweis. Es sei Pi= {nlnEN a, >0} und M:= N—P Dann gxlt fur
=2 In

R ’ L nep
wegen der Volladditivitét '

F(Zl)— F(,) = Z’ A

F@) = 2,
und S - _
F(L—f)——-F(Z’ /1,.)-“- 3 F)=— 3 la,
) ) - neM neM } neM
woraus = - . - o o oo
o 3 la) = FQ-FL-8) <=

folgt. o
Satz 3.5. Ist {A,}€ A eine intervallfii lIende Folge und F: [0, L]-»R volladditiv, so

ist °F fiir beliebiges x€[0, L rechtsstetig.
Beweis. Fiir beheblges £=>0 gibtes wegen Satz 3.4.ein N derart, dass

o

2 F()l <¢f2.

@310 00
v . ' K : i=N+1
Es sei
5N:=‘ 2 )' - Z G.(X)).,,,
n=N+1

" me=N+1

wobei x= S’ g,(x)A, eine regulire Darstellung ist. Wegen Satz 3.3. ist 6y>0. Falls

x<y<x+5N= Zgn(x))'n'*' 2 2n’
oY p=l n=N+1
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N oo
so gibt es wegen y— > g,(x)4,< ; 4, cine Folge £;¢{0,1} (n=N+1) derart,
n=1 n=N+1
dass

y—Za@h= 3 &

n=1 n=N+1
ist, und daraus folgt wegen der Volladditivitit von F und wegen (3.10)
IFO)-FMi=| 3 aFl)— 3 e®F()|=2 3 |F()l<e
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Satz 3.6. Ist {4,}€ A eine intervallfillende Folge und F: [0, L]—-R volladditiv,
so ist F im abgeschlossenen Intervall [0, L] stetig.

Beweis. Fiir beliebiges x€[0, L] hat man wegen der Volladditivitit von F
(3.11) F(x)+F(L—x) = F(L).

Wegen Satz 3.5. ist F fiir alle x€[0, L[ rechtsstetig, also auf Grund von (3.11) fiir
alle y€10, L] linksstetig, und somit stetig auf [0, L].

4. Volladditive Funktionen im Falle spezieller intervallfiillender Folgen

Es sei 1<g<2 und {1/4"}¢A eine intervallfiillende Folge. Ist F: [0, L]-R
(L:=1/(g—1)) volladditiv (d.h. gilt (3.1) fiir die Folge A,:=1/g"), so gilt nach Korol-
lar 3.1. fir 1<g=gq(l) die Bezichung F(x)=cx mit ¢ konstant. Es ist natiirlich
danach zu fragen, was sich im Falle g(1)<g<2 sagen lisst, wenn also wegen Satz
2.4. die Folge {1/4"} nicht ergiebig (nicht locker) ist.

Satz 4.1. Fir q=q(k) (k€N) und volladditives F gibt es ein c€R derart, dass
F(x)=cx fir alle x€[0,1/(q(k)—1)] gilt.

Beweis. Es sei k€N festgewahlt und F: [0, L] R (L:=1/(g(k)~1) volladdi-
tiv. Dann ist auch die Funktion F(x):= F(x)— F(L)x/L (x€[0, L]) volladditiv und
es gilt F(0)= F(L)=0. Essei a,:=F(1/q") (n€N) mit q:=q(k). Wegen der Voll-
aditivitat gilt '

4.1) 0=F(L)= F(gl 1/¢") = %F(l/q") = g;a,,.
Auf Grund der Voraussetzung ist

1=L-1/gt= 31jg"
. aml
ok
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woraus fiir beliebiges NeN :
4.2 /g% = 3 1/q"+"
n=1
nk

folgt. Aus (4.2) ergibt sich der Volladditivitit von F

co

4.3 ay = ;;‘aN+n
nk

und

4.4). ANyl = g;aN-HH-l
pot

fiir alle NEN. Aus (4.3) und (4.4) folgt nun ay—ay,1=ay .1 +ayx+1— v+ d.h.

4.5) an+k+1— O+ t2ay+1—ay =0
fiir alle NEN.

Wegen (4.1) ist die Potenzreihe
4.6) fl2):= g;a,,z"

konvergent fiir |z]<1 und fiir z=1. Indem wir jetzt die Gleichung (4.5) mit der
Zahl Z¥**+ 1 multiplizieren und fiir N summieren, erhalten wir unter Beriicksichtigung
von (4.6) fiir |z]<1 und fir z=1

f(z)— .kZ? a;z'—z[ f(2)— é’,l a; 2 |+ 22 [f(2)—a, 2] - 2+ f(2) = 0
und daraus folgt
fIFH1—22F+2z-1] = z(z—1) ,Zk' a7 2t (—q,,,—2a,).
=1

Aus der letzteren Gleichung erhalten wir fiir z=1 und unter Beriicksichtigung von'
F()=0 die Bezichung —a,;—2a;=0, d.h.

k ) .
@.7 f@[1=224 421 = 2(z—1) J 4,77 = z2(z— 1)@, 1 (2)
=1
fiir alle [z]<1, wobei @;_,(2) ein Polynom von z héchstens (k—1)-ten Grades ist.
Wir betrachten jetzt das Polynom
(4.8) P(Z) = Pk+1(z) = Zk+1_22k+z—1

fiir welches 1<z:=q(k)<2 wegen 1/(g(k)—1)—1=1/g(k)* eine reelle Wurzel ist.
Essei

4.9 A(2):=2**1+z und B(z):=2z+1.
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Es ist A(2)=P(z)+B(z) wobei P, B holomorph im abgeschlossenen Einheitskreis
lzl=1 sind, ferner ist ]
(4.10) |4(2)| = |P(2)+B(2)] < |P(2)| +|B(2)|
fiir |z|]=1. Die Ungleichung (4.10) ergibt §ich daraus, dass fiir |z]=
42| = |2} 12+ 1| = |2 +1] < |22 +1] = |B(2)|

gilt. Darum haben nach dem Satz von Rouché P und B mit Multiplizitat gerechnet
dieselbe Anzahl von Wurzeln im offenen Einheitskreis |z]<1. Da fiir die Wurzeln

von B die Ungleichung |z|—|V— 1/2|<1 gilt, haben sowohl B als auch P im offenen
Einheitskreis genau k Wurzeln. Da z=0 und z=1 keine Wurzeln von P sind, folgt
auf Grund von (4.7), dass samtliche sich im offenen Einheitskreis befindenden Wurzeln
von P auch Wurzeln von Q,_,(z) sind, so dass Q,_, ebenfalls kK Wurzeln hat. Dies ist

nur moglich falls Q,_,(z)=0 fiir alle z, und so folgt aus (4.7) f(2)= 5’ a,z"=0 fiir
n=1
Jz]<1. Somit ergibt sich a,=0 (n€N). Da nun jedes x€[0, L] eine Darstellung
x= f’ e./q" (e,€{0, 1}) zulasst, erhalten wir auf Grund der Volladditivitit von F
n=1

F&) = F(Sela)= 3 son =0,
‘woraus F(x)=cx (c:=F(L)/L) folgt.

Bemerkung. Die Behauptung des Satzes gilt auch fiir g=¢(1). Dies bedeutet
einen neuen, von der Beweismethode des Korollars 3.1. verschiedenen Beweis fiir das

vorige g=gq(1).
5. Eindeutige Zahlen
Gemiss Satz 2.4. gibt es eindeutige Zahlen fiir die intervallfiillende Folge
{1/g"}c A, falls q(1)<g<2. .

" Satz 5.1. Es sei q(1)<q<2. Falls x€10, 1] fiir die intervallfiillende Folge
{1/g"}€ A eine eindeutige Zahl ist, gilt .

5.0 xe U [L/a" 1/g").

Beweis. Fiir x€]0, 1] gibt es ein n derart, dass x€ 4,:=[1/g", 1/¢g"~Y) ist. Da fiir
g¢(1)<g<2 die Ungleichungen 1/¢"<L/q"<1/q"~? gelten, zeigen wir, dass im Falle
x€B,:=[1/q", L/q")C 4, die Zahl x nicht eindeutig ist, also fiir eindeutiges x die
Beziehung x€[L/q", 1/¢g"~%) gilt, d.h. (5.1) erfiillt ist.
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_Dann Jasst sich ndmlich im Falle x¢€B, wegen
1/g"< 2 1/q¢'=L/q"
i=n+1
jedes Element von [0, L/q"[, also auch x, in der Gestalt
5.2) Cx= Selg
i=1
schreiben, mit g€{0, 1} (?¢N). Anderseits hat x die Gestalt x=1/g"+9, wobei

wegen 0=9=x—1/g"<L/q" auch 9 in der Form 9= ‘2'6,/q"“, mit §;€{0, 1}
(1€N) geschrieben werden kann. Darum gilt

(5.3) x = 1/g"+ é’; 5.q™+.

Offenbar ist wegen (5.2) und (5.3) x nicht eindeutig.

Satz 5.2. Gilt q(1)<q=4q(2) und ist xf]O, I[ eindeutig in Bezdg auf die inter-
vallfiillende Folge {1/q"}¢ A, so gibt es ein NEN derart, dass

649 x=(1/g""" 3 1™
k=1 .
gultig ist.

Beweis. (i) Essei x€[1/q, 1) eindeutig. Dann gilt wegen Satz 5.1. x¢[L/q, 1). Da
x=1/q+Tx/q gilt, ist Tx<]0, 1] eindeutig, weil andernfalls x nicht eindeutig wire.
Anderseits haben wir Tx€[L—1,g—1), woraus wegen 1/g*=L—1<q—1=L/q
(diese Ungleichungen sind fiir g(1)<g=q(2) richtig) unter Beriicksichtigung von

Satz5.1.
Txc[L/q% 1/q)

folgt. Daraus ergibt sich, dass
Sx:= qTx¢[L/q, 1) C [1/q, 1)
und Sx eindeutig ist, weil Tx eindeutig war. Nun folgt
(5.5 x = 1/q+Sx/q3,
wobei Sx€[L/q, 1)c[l/g, 1) eindeutig ist. Wir zeigen mittels Induktion nach n, dass

.. 2n—1 .
(5.6) x= 3 /g% 1+S"x/q*
. K=1 o
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gilt, wobei S"x:=S(S""x)€[l1/q,1) eindeutig ist. Fiir n=1 ist (5.6) wegen (5.5)
erfiillt. Gilt (5.6), so haben wir wegen (5.5)

S"x = 1/g+85"+'x/q?,
wobei S"*x¢[l/g, 1) eindeutig ist, also gilt

6.7 x= 5 g4 (1]g+S™ xlg g™ =

¥

= - 1/q2k—1+1/q2n+1+sn+1x/q2(n+1),
k=1

d.h. (5.6) ist auch fiir n+1 richtig. Aus (5.6) folgt wegen lim S"x/q¥=0

9 x= 3 1/g%-
k=1

und zwar ist auf Grund des im Beweis von Satz 2.4. auftretenden Lemmas diese
Darstellung tatséchlich eindeutig. ‘

(ii) Falls x in ]O, 1] enthalten und eindeutig ist, so gibt es ein N€N derart, dass
x€[1/q, 1/g¥—1) gilt. Daraus ergibt sich, dass ¢¥~'x€[1/g, 1) eindeutig ist, d.h. es
gilt wegen (i) notwendigerweise (5.8). Also ist x in der Tat von der Gestalt (5.4).

Bemerkung. Auf Grund der Definition sieht man leicht ein, dass fiir eindentiges
Xx€]0, L[ auch L—x eindeutig ist.

6. Volladditive Funktionen im Falle ¢(1)<g=¢q(2)

Satz 6.1. Ist q(1)<q=q(2) und F:[0, L]—-R wolladditiv beziiglich der inter-
vallfilllenden Folge {1/q"}¢ A (L:=1/(g—1)),s0 gibt es ein c€R derart, dass F(x)=cx
Jir alle x€[0, L] gilt.

Beweis. Setzen wir
(6.1) F(x):= F(x)—(F(L)/L)x (x€[0, L)),
so ist F volladditiv und es gilt F(0)=F(L)=0. Essei a,:=F(1/q") (n€N) und

P:= {nlneN, a, > 0}.

&= 2 1/q"

ncp

Ferner sei

‘Wir zeigen dass P9 ist. Andernfalls ist P=0 und folglich £¢]0, L[, weil aus
&=L wegen der Volladditivitit von F folgen wiirde, dass F(£)= F(L)>0 ist, also
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ein Widerspruch. Somit gilt P=0 und PN, also ist auf Grund von Satz 3.2, £
eindeutig. Ist nun x€]0, L[ beliebig, so hat man wegen der Volladditivitit von £

6.2) F(x)+ F(L—x) = F(L) =0,

woraus F(L/2)=0 folgt. Daraus ergibt sich £=L/2, d.h. &¢J0, L/2[UIL/2, L[.
Auf Grund der Identitit (6.2) kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
£¢]0, L/2 [voraussetzen. Wegen g=g¢(1) gilt L/2<1, d.h. &€]0, L/2[c]0, 1[, und
auf Grund der Eindeutigkeit von ¢ folgt aus Satz 5.2.

6.3 E=1/g¥-1 S’ 1/g%-1 = S’ 1/gN+2¢-D
fiir irgendein NEN. Es sei = =

6.49) ' o = S' 2/gN+4k-D

und k=t

6.5 Bi= 3 2jgN+at-D+2,

Dann gilt f<é&<a und =

(6.6) atf = 2€.

Lemma. F(0)=2F(/2), F(B)=2F(B/2)

Beweis des Lemmas. Es sei

8

6.7 = > 2/gN+a-D  (ieN),
o k=1

Wegen ¢g=¢(2)<g hat man
*—q*—q—1<¢*-2¢*+q—-1=0,
woraus 2¢%(q*—1)<L folgt. Aus (6.7) ergibt sich nun

) @ = 24%gVH0-DI (gl 1) < L[gh+4-D-1 (1eN).
Definitionsgemass gilt
6.9) ' o, =2[gV* =D pa ., (i€N)

und wegen (6.8)
d:‘ = I/qN+4(i-—1)+ai+1 —_ ai_l/qN+4(l'_1) <

- L/qN+d(i—1)-1_l/qN+4(i—1) — (Lq__l)/qN+4(l—1) - L/qN+4(l—1)’

woraus wir wegen Satz 5.1. die Darstellung
= 2 &/t (ac{0,1))

k=N+4(i—1)+1

[+4
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entnehmen, d.h. wegen der Volladditivitit von ¥ und wiederum wegen Satz 5.1. gilt
- Fa) = F(1/gV+40-D 1a}) = F(1/gN+40-V) 4 F(e)) =
— F(l/q”""“'”)-{- F(l/q”““ 1)+a,+1) = 2f(l/q”+‘("1))+F(ot ).
Aus der vongen Glexchung erhalten wir '
(6-10) . E() =2ay,eq-1y+ F(iD) (i€EN)..
Aus (6.10) erhalten wir mittels Induktion (a,=a) fiir beliebiges KEN

-~ - A k ~
F(o) =2 -i_z;azv+4(i-1)+F(“x+1),

woraus fiir K— < wegen der Stetigkeit von Fim Nullpunkt

F(“) =2 __Z;al\HA(i—l) = 2F(“/2)
folgt. Fiir B verlduft der Beweis ganz dhnlich.

Fortsetzung des Beweises des Satzes. Mit Riicksicht auf das Lemma
folgt aus (6.6) ) . » A )
F@)+ F(B) = 2P @/ +2F(B[2) = 2F Q).

Anderseits gelten nach der Definition von ¢ die Ungleichungen F(a)< F(¢) und
F(B)< F(&), womit wir auf einen Widerspruch gestossen sind. Es gilt also P=0, und
daraus folgt F(x)=0 fiir alle x€[0, L]. Indem wir diesen Gedankengang fiir — F
wiederholen, erhalten wir — F(x)=0 und somit gilt F(x)=0 fiir jedes x¢[0, L].
Hieraus folgt nun wegen (6.1) die Behauptung des Satzes.
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