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Об одном интерполяционном процессе Эрмита—Фейера 
при ультрасферических узлах 

Д. Л. БЕРМАН 

1. Пусть С множество всех функций, непрерывных в [—1,1]. Для матрицы 
чисел 

(ш) {4")}, к = йя, п = 1,2, ..., -1 < *<"> < < ... < *<"> < 1, 

строим полином Hn(f,x) степени 2п — 1, однозначно определяющийся из ус-
ловий #„( / , #„'(/, 4п))=О, к = 1, 2, ..., п. Классическая теорема 
Л. Фейера [1] утверждает, что, если п-я строчка матрицы (ш) состоит из чисел 

(1) х1п> = cos , к = 1, 2, и, п= 1 ,2 , . . . , 

то для любой /(ЕС выполняется равномерно в [—1,1] соотношение 

(2) Н а ( / , х ) ^ / ( х ) , 

Хорошо известно, что процесс {#„(/, х)} называется интерполяционным про-
цессом Эрмита—Фейера. 

Пусть полином H„(f, х) построен для и-й строчки произвольной матрицы 
узлов вида (пз). Наряду с полиномом Hn(f,x) рассмотрим полином F„(f,x) 
степени 2я+3, который однозначно определяется из условий 

Fn(f, 4 п ) ) = f ( 4 n > ) ; F n ( f , ± l ) = f ( ± l ) ; F„'(f,x(">) = F„ ' ( f ,± l ) = 0, 
к = 1 ,2, ...,п. 

В [2]—[3] автор изучал процесс {Fn(f,x)} для случая узлов 

4"+2> = 1 ,4" + 2 } = cos( (2к- \)л/2п), к = Т~п, х ^ = - 1, п = 1,2 

Оказалось, что этот процесс, построенный для / (х )= |х | , расходится в точке 
jt=0. В [4] было доказано, что он расходится всюду в (—1, 1). Такое же утверж-
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дение имеет место для / ( * ) = и для f(x)—x при х^О [5]—[6]. В [7]—[8] 
изучался процесс Эрмита—Фейера при узлах 

( m j 4 n + 1 ) = 1, = cos ((2к — 1)я/2л), к = Т7п, п = 1, 2, ..., 

(т 2 ) xSf t 4 = - 1, 4" + 1 ) = cos ((2к - 1)л/2п, к = 17Я n = 1, 2, ..., 

Было доказано, что процесс Эрмита—Фейера, построенный для f(x)=\x\ 
при узлах (mj) расходится в каждой точке из [— 1,1). Если же этот процесс пос-
троить при узлах (та), то он расходится всюду в (—1, 1]. 

На первый взлгяд может показаться, что эти отрицательные результаты 
связаны с отсутствием производной у функции /(х) = |х| в точке х=0. Но 
это не так, ибо в [9] установлено, что процесс Эрмита—Фейера при узлах (mj) 
Для / ( * ) = * расходится всюду в [—1,1). С другой стороны, простой проверкой 
можно убедиться, что процесс Эрмита—Фейера при узлах ( m j для / (*) = 
=(х— I)2 сходится равномерно в [—1,1]. Поэтому возникает вопрос о нахож-
дении необходимых и достаточных условий для функции для равномерной 
сходимости процесса Эрмита—Фейера при матрице узлов (mj . Аналогичный 
вопрос возникает для матрицы узлов (т2). Этим вопросам, в основном, и пос-
вящена эта заметка. Аналогичная задача возникает также для процесса 
{F„(f, х)}. Она изучалась в [10]. Рассмотрение будем вести для некоторого 
класса матриц узлов, включающего матрицы узлов корней ультрасферичес-
ких полиномов где — 1 / 2 ^ а < 0 . Недавно R . BOJANIC [13] изучал 
эту задачу для узлов (1), что соответствует тому, что а = — 1/2. Следует под-
черкнуть, что наше рассмотрение совершенно элементарное и не пользуется 
асимптотическими формулами для полиномов Лкоби. 

2. Хорошо известно, что при любой матрице узлов ( т ) полином #„ ( / , х) 
может быть представлен в виде 

(3) #„( / , х) = Í / ( 4 * } ( * ) , *í"4*) = М О = 
t=i 

К(Л)(Х) = К(Х) = 1-а1''(х<">)(х-х<»>)(со'(х(»)))->. 

Из однозначности полинома #„( / , х) следует, что 

2h?>(x)=l, и = 1,2, 
t=i 
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Будем говорить, что матрица узлов ( т ) обладает свойством (F), если выпол-
няются условия: 

1) й<">(1) s 0, к = 17й, « = 1 , 2 , . . . ; 

2) lim 2 4 n }hi n ) ( l ) = 1; п~°°к=1 
л 

3) существует конечный предел lim ^[4п )(1)]2-

Обозначим через Л подмножество из С, состоящее из всех функций f(x), имею-
щих левую производную / ' (О- Введем функционал 

(4) <*„(/) = К ( / , 1)/2 + К(1)/ш„(1))[/(1) - Я„(/, 1)], 
п 

где соп(х)= nix—xf*) и числа {х-")}"=1 составляют и-ую строчку матрицы (т) . 
>=1 

Справедлива следующая лемма. 

Лемма . Пусть функционал а„(/) построен при матрице узлов (т) , обла-
дающей свойством (F). Тогда для любой f£A существует конечный lim <*„(/) 

II-» СО 

и выполняется равенство 

(5) l ima„( / ) = ((l + rf)/2)/'(l), 

где d= lim 2 [/¡(п)(1)12-

Доказательство . Мы часто опускаем верхний индекс п ради простоты 
письма. Очевидно, что d^O — конечное число. Из (3) получим, что 

(6) H'n{f, 1) = 2Я4Ж(т'{1)+шшт(1)1 
k=X 

Очевидно, что 

(co'n(xk)f(l-xkf • 

После простых вычислений имеем 

«1) = - » y v i ' - ^ O - ^ ) -0}'n(xk)(l-xkf \ tü„(l)v 

Поэтому 

i ( W ( l ) + 2/*(l)/»(l)F t(l) = + 
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Отсюда и из (6) получим, что 

(7) Н'я{/, 1) = - 2 1). 

к = 1 1—Хк к=1 1~Хк ЮУ.!) 

Из (4) и (7) вытекает, что 

(8) « „ е л = 4 1 4 ^ - / 1 ( 1 ) ^ / ( 1 ) . ¿»=1 1— Хк I *=1 1—Хк Юу1) 

Положим в (8) /(*) = 1 и учтем, что из (4) следует, что в этом случае <*„(/)=0. 
Стало быть, из (8) выводим, что 

(9) 

Подставляя (9) в (8), получим, что 

ВД + 4- 2 / ( 1 ) ' { ( Х к ) /|(1) = 
А 4=1 1 — Хк 

(10) « к л ' ¿ Д Ц = £ Ё Й 
/ 4=1 х — хк 

По условию существует/'(1)-Поэтому по е > 0 можно найти такое ¿ > 0 , что 

(П) - / ' О ) 1-хк 

п 
если 1— хк<д. Так как ^^ йл(1) — 1, то 

«1=1 

Из (11) и (12) вытекает, что 

(13) / ' (1 ) ^ 4 - 2 1**0)1+4 2 
т - / ( Х к ) 

1-хк 
|А*(1)1-

Согласно условию 1) теоремы 1 й*(1)ё0, к=\,п. Поэтому из (13) получаем, 
что 

(14) | 5 1 - / ' ( 1 ) / 2 | ё е / 2 + (1/2)(2||/||/5 + |/ '(1)|) 2 Ш , 

где [|/|| = _ т а х 1 |/(х)|. Заметим, что 

(15) 2 2(1-хк)Ик{\), 



Интерполяционный процесс Эрмита—Фейера 105 

и что для матрицы обладающей свойством (F) 

(16) lim 2 О - 4n))hin) 0 ) = 0. 

Из (14) и (15—(16) выводим, что 

(17) lim S<"> = / '(1)/2. П— оо 

Рассмотрим теперь Очевидно, что 

где dk= 2 420)- Ясно, что 
к = 1 

(19) S i . » - M ^ 4 - 2 / 2 ( 1 ) + 1 2 *=1 ^ l-jc.se ш l - x k 

Поскольку матрица узлов обладает свойством (F), то существует такая конс-
танта Сх>0, что 2 [ ^ ( O f ^ C i , и= 1 ,2 , . . . . Поэтому из (19) выводим 

*=i 

(20) \SP-f\\)dJ2\ti еС1/2 + (1/2)(2||/||/5 + | / ' (1) |) 2 № 

Очевидно, что 

(21) 2 /?(i)s(i/i)i(i-xÄ)4a(i). 

Из тождества 
п п 

х = 2 Xkhk(x) + 2 (х-хк) ¡¡(х) 
к =1 к=1 

следует, что 

(22) 2(l-xk)ll(l)=l- 2xkhk(l). к=1 *=1 

Из условия 2) матрицы узлов, обладающей свойством (F) и из (22) получим, 
что 

(23) Hm ¿ ( 1 - 4 м ) ) Й л ) ( 1 ) ] 2 = 0. п-°°к=1 

Поэтому из (20), (21), (23) выводим, что 

(24) lim = f'(Y)dß, 
П-» ОО 

ибо lim Из (10), (17), (24) вытекает (5). 
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3. Интерполяционный полином Q„(f,x) Эрмита—Фейера степени 2л+ 1 
для точек < • • • < 1 определяется однозначно из условий 

Qnif, 4Л)) = / ( 4 n ) ) . Q'n(f,4n)) = о, к= йп, a ( / , i ) = / ( i ) , ß i ( / , i ) = o. 

Положим 

(25) /•„(/, ж) = г„ = 0„(/ , ж) - Я п ( / , *). 

Из определения полиномов Qn(f, х) и H„(f, *) имеем, что 

(26) тп = со2(х)(Ах+В), 

где А и В определяются из системы уравнений 

со2(1)(А+В) = / ( 1 ) —#„(/ , 1), 

2со(1)со'(1)(А+В) + АсоЦ1) = -H'„(f, 1). 

Отсюда и из (26), после простых вычислений, получим, что 

(27) гп = 2(ш*(*Ж(1))(1 - ф „ ( Л + К М М ( 1 ) ) ( / ( 1 ) - Я , ( / , 1)), 

где а„( / ) определяется согласно (4). Теперь можно доказать следующую 
теорему*. 

Т е о р е м а 1. Пусть интерполяционный процесс {Q„(f,x)} построен для 
fdA при матрице узлов (т), обладающей свойствами: 

1) h<£\x)^0, |*| 2=1, 

2) lim г=1,2, равномерно в [ -1 ,1 ] . 
п - ~ к = 2 п 

3) Существует конечный предел lim 2 ['¿"'О)]2-п~"*к=1 
4) Выполняется неравенство |со„(*)| ёС2|со„(1)|, где | * | S l , С2 — конс-

танта. п 
5) К ( - 1 ) 1 = К(1)1, где соп(х)= JJ (*—) и составляют п-ую /с = 1 

строчку матрицы (т) . 
Тогда для равномерной сходимости процесса {Q„(f,x)}K /(*) в [—1,1] 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие / ' ( 1 )=0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сперва достаточность. Из (3) и из условия 1) 
теоеремы 1 следует, что оператор Я„(/, *) положительный. Поэтому из условия 

л 
2) теоремы 1 и из равенства 2 h k ( x ) = \, в силу теоремы П. П. К о р о в к и н а 

*=i 

*' Отметим, что все результаты этой статьи без труда переносятся на случай, когда 
процесс Эрмита—Фейера строится для матрицы узлов — ^дс^-вдс^! -« . . . - « :*^ , п= 1, 2 , . . . . 
Условие/'(1)=0 заменяется условием/'(—1)=0. 
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[12], заключаем, что для любой / 6 С выполняется равномерно в [—1,1] соотно-
шение #„( / , х ) - / (х) , 

Стало бьпъ, нужно доказать, что при /" ' (!)=0 выполняется в [—1,1] 
равномерно соотношение 

(28) r n ( f , х) - 0, и - с. 

Из условий теоремы 1 непосредственно следует, что 

(29) |г„(/, х)| ё 4Сг |а„(/)| + С 2 1/ (1) - Я„(/, 1)|. 

Ясно, что матрица узлов обладает свойством (F). Поэтому применима лемма. 
Отсюда, поскольку / ' (1 )=0 , то получаем, что lim а„( / )=0. Кроме того, из 

Л-*-оо 

(2) следует, что /(1)—#„(/, 1)—0, и — П о э т о м у из (29) вытекает (28). 
Необходимость. Положим в (27) х=— 1 и учтем, что по условию 

|cü„(— l)| = |ct)„(l)|. Поэтому из (27) получим, что 

(30) 0 „ ( / , - 1 ) - Я л ( / , - 1 ) = 4а„ ( / ) + ( / (1) — #„ (/, 1)). 

По условию lim Q„(f, —1)=/(—1). Кроме того, согласно 2) имеем 
И-* ОО 

lim #„( / , ± 1 )= / (± 1). Стало быть, из (30) заключаем, что lim а„( / )=0 . 
Ц-* оо П-*-ео 

Отсюда в силу леммы выводим, что ((1+d)/2)/ '(l)=0. Так как rfsO, то от-
сюда получаем, что / ' (1 )=0 . 

4. Пусть и-я строчка матрицы (т ) С О С Т О И Т И З корней полинома со„ (х) = 
п 

=а)(х) = / 7 Согласно JI. Фейеру [11] матрица ( т ) является ¿>-нор-
¡=1 

мальной, если существует такое число 0, что всюду в [—1,1] вьшолняется 
неравентсво 

Vk(x) = 1-(х-хР)а:(хР)(о>'п(хР))-г > е > 0, к = ТГп, п = 1, 2, ..., 

где — корни co„(x). JI. Фейер [11] доказал, что, если матрцца ( т ) 
составлена из корней полиномов Якоби J^n ,ßn\x), где — 1 < а„, /?„<— у<0, 
л = 1,2,. . . , а у — сколь угодно малое фиксированное число, то она ^нормаль-
ная. Г. Г р ю н в а л ь д [14] доказал, что при ß-нормальной матрице узлов ( т ) 
для любой /6 С выполняется в [—1, 1] равномерно соотношение (2). Поэтому 
из теоремы 1 вытекает 

Теорема 2. Пусть матрица узлов ( т ) д-нормальная и пусть выполняются 
условия 3), 4), 5) из теоремы 1. Тогда для равномерной сходимости процесса 
Ш / , х)} К f ( x ) ö [ —1, 1] необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

/ ' (1 )=0 . Дадим приложение теоремы 2 к случаю, когда матрица узлов ( т ) 
составлена из корней ультрасферических полиномов J^x\x), —1/2 ̂  а <0. Для 
этого нужна следующая теорема JI. Фейера [15] 
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Т е о р е м а (JI. Фейера). Если п-я строчка матрицы (m) составлена из корней 
полинома Якоби л=1 ,2 , ... и а, ß удовлетворяют неравенствам 
— 1<а, то справедливы равентсва 

(31) Hm Z [ Г (I)]2 = - 1/а; 

(32) lim 2VÍ"4-i)Y = - m n-°°fc=1 

(33) lim (*)]» = 1, w < 1. 

У Фейера [15] равенства (31) и (32) имеют следующий вид: 

(34) lim ¿ f l í " W = 1 / ( 1 - 2 0 ; 

(35) lim 2 [ Г ( - 1 ) ] 2 = 1/(1-2a) , n-°°fc=1 

ибо он пользуется обозначениями Стилтьеса [16], где а и ß соответствуют в 
наших обозначениях (ß+L)/2 и (а +1)/2. Равенства (34) и (35) приводятся также 
в работе Г. Г р ю н в а л ь д а [14]. По поводу доказательства этой теоремы Фейер 
[15] пишет „Auf dem beweis werdeich hier nicht eingehen". У Г р ю н в а л ь д а [14] 
также нет доказательства. Мне неизвестно, где изложено доказательство упо-
мянутой теоремы Фейера. Поэтому я здесь вкратце йздожу её доказательст-
во. Идея этого доказательства, для случая полиномов Лежандра, принадле-
жит JI. Фейеру [15]. 

Рассмотрим сперва случай, когда Х=1. Введем функцию 

(36) / ( * ) = (1+ *)/?(*), 

где (р(х)=(1+0)(1-х) -а (1+х) . Очевидно, что ср(-1)=2(1+/?) >0, ибо 
/?> — 1. <¡¡>(1)= — 2а<0, ибо по условию а < 0 . Поскольку (¡»(ж) — линейная 
функция от х, то отсюда заключаем, что <р(лг)>0, в [—1, 1]. Значит функция 
(36) непрерывна в [—1,1]. Поэтому согласно упомянутой теореме Г. Г р ю н -
вальда [14] выполняется равенство 

(37) lim 2 / ( 4 * n ) ( l M n , ( l ) ] 2 = / ( ! ) • л-°°*=1 

Но функция (36) выбрана так, что /(^4"))^")(1) = 1, k— 1, и, л = 1,2, .... Стало 
быть, (37) принимает вид: 

lim 2 [Г(1)]2 = - 1/«-
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Аналогичным образом доказывается равенство (32). Докажем теперь равенство 
(33). Итак, пусть а — фиксированное число из (— 1, 1). Введем функцию 

(38) Л(*) = (1 - * 2 ) М « , 

где (р1(х) = (р1(х, а, ß)=(a + ß + l)x2+[(a—ß) — (v. + ß + 2)a]x+ l—a(a+ß). Пос-
кольку <р±(х, а, ß) — линейная функция от а и ß, то нетрудно проверить, что 
при *€[— 1, 1], —1+yiSaSO, —Í+^S/SSO, (р(х, а, /?)>0, приэтом Vi>0— 
сколь угодно малое число. Согласно теореме Г. Г р ю н в а л ь д а [14] имеем, что 

(39) lim 2 Ш " № Ч < 0 Ш я Ч а ) ] л = Л(а), |a| < 1, 
к=1 

ибо А(х) непрерывна в [—1, 1]. Функция /г(х) выбрана таким образом, что 
fi(xln})Vln)(a)=l, к = \ ,п. Поэтому (39) принимает вид: 

(40) lim 1 [/¿">(я)]2 = Л(я), \а\ < 1. B-°°*=i 

Из (38) видно, что f1(a)=l. Поэтому (40) совпадает с (33). 
Пользуясь теоремой JI. Фейера [15] можно доказать такую теорему 

Теорема 3. Пусть п-я строчка матрицы ( т ) состоит из корней ультра-
сферических полиномов J« (x ) , где 

(41) - 1/2 ^ a < 0, 

и пусть fdА. Тогда для равномерной сходимости процесса {Qn(f, *)} к f(x) 
в [—1,1] необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие / ' ( 1 )=0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта теорема непосредственно следует из теоремы 2> 
ибо все условия теоремы 2 выполнены. Действительно, при выполнении (41) 
матрища узлов ( т ) ^-нормальная. Как известно, при a S —1/2, ё 17^(1)1, 

Стало быть, вьшолняется условие 4) из теоремы 1. Для ультрасфери-
ческих полиномов = Поэтому вьшолняется условие 5) из 
теоремы 1. В силу (41) и (31) вьшолняется условие 3) из теоремы 1. Итак, тео-
рема 3 доказана. 

В связи с этой теоремой возникает вопрос о нахождении аналога этой 
теоремы, когда неравенства (41) заменяются условием a€(— 1, °°)\[—1/2,0). 
Вероятно, для решения этого вопроса будут полезные исследования SZABADOS 
[17] и Р . VÉRTESI [18]—[19]. 

Замечание. Как видно из доказательства леммы условие, что сущест-
вует конечный lim dn=d<°° можно заменить условием, что существует 
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Пш и тогда равенство (5) заменится равенством 
Л-*-со 

И т ( а л ( Л - ( ( 1 + ^ ) / 2 ) / ' ( 1 ) ) = 0, 
(1—00 4 

которое достаточно для доказательства теореамы 1. Поэтому в теореме 1 
можно равенство lim d n = d < ° ° заменить равенством Em d n = d < ° ° . Хорошо П-+-со П-*-оо 
известно [11], что для ß-нормальной матрицы узлов dn S 1 /д. Поэтому в этом 
случае П т d , С т а л о быть, из теоремы 2 можно исключить условие 3). Л оо 
JI. Фейер [11] доказал что, если матрица узлов ( т ) составлена из корней поли-
номов Якоби / ¡ f ' ß \ x ) , где — 1 < а , ß < —у, у — сколь угодно малое фиксиро-
ванное число, то 

2 uín)(*)]2 — m a x ( - l / a , - 1 / 0 ) , W ^ l , 
k=1 

Поэтому при доказательстве теоремы 3 можно обойтись без теоремы JI. Фе-
йера (см. стр. 7). Выражаю благодарность референту за полезные замечания. 
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