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Описание скрещенных групповых алгебр 
над конечными полями 

К. БУЗАШИ и Т. КРАУС 

Пусть группа б содержит бесконечную циклическую подгруппу конеч-
ного индекса, К — произвольное поле (с некоторым ограничением на харак-
теристику). В работе [1] показано, что изучение конечнопорожденных АТС-моду-
лей сводится к изучению алгебр типа Е: скрещенных групповых алгебр над 
полем К либо бесконечной циклической группы 

Л = {Р, а}; аЛ = №а-, 

либо бесконечной группы диэдра 

В = {Е, а, Ь}; аХ = Х*а\ ЬХ = Х*Ь; Ь^аЬ^уа'1; Ь2 = ц, 

где Р—тело, содержащее в своем центре поле К, — произвольный, 
у, ц£Е— фиксированные элементы, (риф — ^Г-автоморфизмы тела Р. 

В работе [2] были описаны все алгебры типа Е над полем Ы веществен-
ных чисел, а в работе [3] — все алгебры типа Е над конечным полем К, где 
Р — расширение поля К степени 2. В статье [4] был рассмотрен вопрос об изо-
морфизме алгебр типа Е, описанных в работе [3]. 

В настоящей работе описываются все алгебры типа Е над произвольным 
конечным полем К по отношению к любому конечному расширению Р поля 
К и выяснен вопрос об изоморфизме этих алгебр. 

1. 

Л е м м а 1. Пусть К—конечное поле характеристики 2), Б — конеч-
ное расширение поля К и задана скрещенная групповая алгебра бесконечной 
группы диедра 

В = {Р, а, Ь}; аХ = Х*а\ ЪХ = ХЧ\ Ъ~хаЪ = уа"1; Ь2 = р, 
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с 
где — произвольный, у, ц£Р—фиксированные элементы, (р и ф— К-авто-
морфизмы поля Р. Тогда К-автоморфизмы (риф могут иметь порядок 2 или 
являются тождественными. 

Доказательство . Используя определяющие соотношения алгебры В, 
имеем Ь(кЫЬ-1)Ь-1=ЬХ*Ь~1=Л*\ С другой стороны Ь(ЬМ~1)Ь-1Ь2ХЬ~2= 
=у.Хц~1—Х, значит Х^'—Х, то есть ф имеет порядок 2 или тождественный 
автоморфизм. 

Рассмотрим автоморфизм ср. С одной стороны а(ЬХЬ~1)а~1=аХфа~1 = 
=Хф,р, а с другой стороны 

аСМЬ-^в"1 = (аЬ)Х(аЬ)~1 = (Ьуа'^Хфуа'1)-1 = 

= Ъуа-ЧаЛ-Ч-1 = ЬуЯ^-'у-1 Ь"1 = ЬХ^Ь'1 = к*'1*. 

Значит имеем №,9=к<,~1ш*. Так как группа автоморфизмов поля Р коммута-
тивна, то из последнего равенства получаем <р2= 1. Значит (р либо тождест-
венный автоморфизм поля Р, либо имеет порядок 2. Лемма доказана. 

Л е м м а 2. Имеется 3 основных класса скрещенных групповых алгебр бес-
конечной группы диедра над К по отношению к полю Р: 

(1) Вг = а, Ь}; аХ = Ха\ ЪХ = ХЬ; Ъ^аЪ = уа'1; Ъ2 = ц\ 

(2) В2={Р,а,Ь}-, аХ = Ха\ ЬХ = ХЬ\ Ь~гаЬ = уа'1; Ъ2 = ц, 

(3) .В3 = {Р,а,Ъ}; аХ = 1а; ЪХ = 1Ъ\ Ь~1аЬ = уа~1; Ъ2 = р, 

где Аб-Р—произвольный, у,ц£Р—фиксированные элементы, Я—I — К-авто-
морфизм 2-го порядка поля Р. 

Доказательство . Из леммы 1 следует, что существует только 4 основ-
ные класса скрещенных групповых алгебр бесконечной группы диедра над 
полем К по отношению к полю Р: алгебры Вг, В2, В3 и алгебра 

(4) а, Ь}; аХ = Ха\ ЪХ = ХЬ', Ь~1аЬ = уа~1; Ъ2 = ц, 

однако замена базиса а1=а; Ьг=аЬ алгебру В3 сводит к типу В3. Действи 
тельно, 

М = (аЬ)Х = аХЪ = 1(аЪ) = ХЬ1г 

= (аЪ)~1а(аЬ) = Ь~гаЬ = уа-1 — уа£"\ 

Ь\ = (аЪ)2 = аЬаЪ = Ьуа~1аЬ = уЪ2 = уц = 

Лемма доказана. 
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Пусть порядок поля К равен \К\=рт и степень расширения (Е:К)=п . 
Тогда порядок поля Р равен \Е\=рпт и все А'-автоморфизмы поля Р имеют 
вид Я-Я"' т ( /=0 , 1, . . . , л - 1 ) . 

Очевидна следующая 

Т е о р е м а 1. Все алгебры типа Е над полем К по отношению к полю Е, 
являющиеся скрещенными групповыми алгебрами бесконечной циклической группы 
(а), задаются формулой 

Е1 = {Р, а}; аЯ = Я"'та (Я£Р; I = 0 ,1 и - 1 ) . 

Замечание 1. Квадраты элементов мультипликативной группы Р* поля 
Р образуют подгруппу группы Р* индекса 2, значит группа Р* разлагается 
в объединение смежных классов 

Р* = ^ и « - ^ , 

где — фиксированный квадратный невычет в поле Р. 

Т е о р е м а 2. Основной класс В± алгебр типа Е (см. (1)^ сводится к типам 
алгебр 

Л = {Р, а,Ь); аЯ=Яа; ЬЯ = ЯЬ; Ъ^аЪ = а~\ Ь2 = 1, 

а, Ь}; аЯ = Яа; ЬЯ = ЯЬ; Ъ~гаЬ = ¿а"1; Ь 2 = 1 ; 

= {Р, а, Ь}; аЯ = Яа; ЬЯ = ЯЬ; Ь - 1аЬ = а - 1 ; Ь2 = 

где £ — фиксированный квадратный невычет в поле Р. 
Доказательство . В зависимости от того, элемент /1 алгебры 2?! лежит 

в подгруппе Т7! (см. замечание 1) или нет, замена базиса ах=а; Ь1=Уц~1 • Ь 
или ау=а\ • где •/; приводит к соотношениям £>®=1 
или в алгебре Д , причем остальные соотношения не изменяются. 

Теперь, в зависимости от того, элемент у лежит в подгруппе или нет, 
сделаем опять замена базиса а 1=у'у _ 1 а; ЪХ=Ъ, или я ^ ^ / Г 1 а\ ЬУ=Ь где 
у=£, • Л , Л^Рх, что ведет к соотношениям Ьра 1 Ь 1 =а^ 1 или • а^1. 

В конечном счете получаем алгебры типов Аг, Аг, А3 и алгебру 

А'г = {Р, а, Ь}\ аХ = Ха-, ЬЯ = ЯЬ; Ь^вЬ = {в"1; Ь2 = 

однако новая замена базиса а 1 =а; Ь1=£~1аЬ: 

(^аЬУ = £~*аЪаЪ = ^На^аЬ = = 1 
приводит эту алгебру к типу А2. Теорема доказана. 

Замечание 2. Если степень расширения основного поля К неченое число: 
(Е:К)=2к+1, то все алгебры типа Е над полем К по отношению к полю Р 
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осчерпываются алгебрами типов Е(, А1г Аг, А3 (г'=0,1, ..., п— 1), описанных 
в теоремах 1 и 2. 

Доказательство . Так как группа /^-автоморфизмов поля Р имеет поря-
док 2к+1, то /^-автоморфизмов второго порядка поле F не имеет. Значит 
основных классов В2 и В3 алгебр типа Е в этом случае не существует. 

Рассмотрим случай, когда степень расширения поля К — четное число: 
(р:К)=2к. Тогда /¿"-автоморфизм второго порядка поля Е имеет вид Я-«-

В дальнейшем будем пользоваться следующей леммой, которая является 
частным случаем известного результата об автоморфизмах конечного пор-
ядка. 

Л е м м а 3. Пусть элемент а£Р выдерживает К-автоморфизм <р второго 
порядка поля К Тогда существует такой элемент Р£Р, для которого вы-
полняется равенство 

(5) а = 

Л е м м а 4. Основные классы В2 и В3 алгебр типа Е (см. (2) и (3)) сводятся 
к основным классам алгебр типа Е над К: 

В'г — {Р, а, Ь); аХ = Ха\ ЪХ = Х*тЬ\ Ь~1аЬ = уа-1; Ь2 = 1; 

В'3= {Ра,Ьу, аХ = Хр"та; ЬХ = Хр"тЬ; Ь~1аЬ = уа-1-, Ь2 = 1, 

где Х^Р — произвольный, —фиксированный элемент. 

Доказательство . В алгебрах В2 и В3 элемент р. выдерживает автомор-
физм р-»[гркт. Действительно, цркт=ЬцЬ~1=ЬЬ2Ь~1=Ь2=1л. Но тогда и эле-
мент р - 1 выдерживает этот автоморфизм, и, согласно Лемме 3, существует 
такой элемент р&Р, что ц~1=ц1- ц^"". Сделаем замену базиса ах=а\ Ь1=(11Ь 
в обоих алгебрах В2, В3: 

Ы = (йЬ)« = ьЪ/ьЪ = ИгИГЬ* = ^ = 1. 

ЪГга 1&! - (цхЬ^а^Ь) = Ъ^р^архЪ = Ъ~гаЬ = у д - 1 = уа^1 

в алгебре В2, а в алгебре В3: 

ЬГ1«!*! = (ИхЬУ^ОьЬ) = Ь - ^ Г ' в й Ь = Ь-гаЪ = у^Г1 , 

для некоторого Лемма доказана. 

Т е о р е м а 3. Общий класс алгебр В'2 (см. лемму 4) сводится к алгебре типа 

АЛ={Р,а,Ь}; аХ = Ха; ЬХ = Х^тЬ\ Ъ-1аЬ = а~1; Ъ* = 1 (Яб^). 
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Доказательство . Покажем, что в алгебре В'2 элемент у выдерживает 
автоморфизм у—ypkm. Действительно, с одной стороны 

= Ъ^уа-^Ъ = у^т(у а"1)"1 = у^ау"1 = у"кт • у"1 • а, 

а с другой стороны b~1(b~1ab)b=b~2ab2=a. Значит y p I t m .y - 1 =l то есть 
-lern 

У*- = У . 

Тогда, используя лемму 3, для элемента у - 1 существует такой элемент 
y idf , что у _ 1 = у 1 • yfm. Сделаем теперь подстановку ax=yla;b1=b и получаем 

Ьг'а.Ь, = Ь~ЧУ1а)Ь = у f . у = у?т • y f 1 • = (у.а)'1 = a f 1 . 

Теорема доказана. 

Т е о р е м а 4. Общий класс алгебр В3 (см. Лемму А) сводится к алгебрам 
типов 

Ab={F,a,b}\ аЛ = ;/""•а; ЬХ = ХЬ; Ъ^аЬ = а~1\ Ьг = 1, 

A6={F,a,b}\ аХ = Х^т • а; bX = X^m-b; b^ab = {а'1; Ьг = 1, 

где —произвольный элемент, ^ — фиксированный квадратный невычет в 
поле F. 

Доказательство . Если элемент у в алгебре В'3 является квадратом в поле 
F, то подстановка ах=а- / у - 1 ; ЪХ=Ъ алгебру В'3 сводит к алгебре типа 

A'5={F,a,b}; aX = Xrkm-a-, ЪХ = Х^т • b\ b~1ab = a~1; b* = 1. 

Действительно, 

ЬГ'яА = Ь-1(а Yy~*)b = у а - 1 - ^ " " " = у • j/y31 а"1 - (а / р 1 ) - 1 = ef1. 
Однако допольнительная замена а ^ я ; bx—ab алгебру А'й сводит к алгебре Аь\ 

(ab)X = aX>*mb = X(ab); (аЬ^а&Ь) = Ъ^аЪ = а~\ 

Если же элемент у не является квадратом в поле F, то y=£f,f£Fl (см. (4)), 
и замена базиса a 1 = a / / _ 1 ; bx=b алгебру В'3 сводит к алгебре Ав: 

ЬгЧ*! = b~l(a j/J^b = уа"1 iJ^*"" = 

= у | / р " в - 1 = I f t a - * = i i a i f ^ ) - 1 = Zar1. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Все алгебры типа Е над конечным полем К характеристики 
р(?±2) по отношению к полю F, где \К\=рт, (F:K)=n имеют вид: 



296 К. Бузапш, Т. Краус 

При нечетном п : 

Е1 = {Р, а}; аА = Ар'ш • а (А^Р; I = О, 1, ..., п-\), 

Аг = а, Ь}-, аХ = Яа; ЬА = АЬ; Ь^аЬ = а"1; Ь2 = 1, 

Л2 = а, Ь}; аХ = Яа; ЬА = Ь^аЬ = ¿в"1; Ь2 = 1, 

А3={Е,а,Ь}; аХ = Ха\ ЪХ = ЯЬ; Ь^аЬ = а"1; Ь2 = 

где — произвольный элемент, £— фиксированный квадратный невычет в 
поле Р. Алгебра Е0 — групповая алгебра бесконечной циклической группы (а) 
над полем Р, Е1 (г = 1, 2, ..., л —1) —скрещенные групповые алгебры группы (а) 
над полем Р. Алгебра Ах — групповая алгебра бесконечной группы диэдра В над 
полем Р; Аг, А3 — скрещенные групповые алгебры группы Б над Р. 

При четной степени п=2красширения поля К: Алгебры Е1 ( /=0 , 1, ..., и —1), 

Л = {Г, а, Ь}; аХ = Ха; ЬА = Х'кт-Ъ\ Ъ^аЬ = в"1; Ь2 = 1, 

= аЯ = Х?"™ • а; ' ЬА = ЯЬ; 'Ь~1аЬ = а~1; Ьг = 1, 

Лв = {^,а,Ь}; аА = Аркт-а; ЬА = А*кт-Ь; Ь^аЪ = Ь2 = 1, 

где уб/7—произвольный элемент, £— фиксированный квадратный невычет в 
поле К Алгебры А4, А5, Ав — скрещенные групповые алгебры группы Х> над 
полем Р. 

2. 

В этом параграфе рассмотрим вопрос об изоморфизме Л"-алгебр £•,, 
( /=0, 1, ..., п — 1; 7=1, 2, ..., 6). В дальнейшем будем пользоваться следующей 
леммой, которая доказывается в работе [1]. 

Л е м м а 5. Пусть А = {Р, а, Ь}; Ь2= 1 — алгебра типа Е с делителями нуля. 
Тогда существует не более четырех попарно неизоморфных А-модулей М, 
являющихся свободными циклическими Р{а)-модулями. Если для некоторого 
элемента у а Р выполняется равенство (уаЬ)2= 1, то А-моду ль М изоморфен 
одному из модулей 

Г1 = А(1 + Ь); /2 = Л(1 - Ь ) ; /3 = А(1+уаЬ); /4 = Л(1-уаЬ). 

В противном случае модуль М изоморфен одному из модулей Д, /2. Модули 
Л и Л (соответственно /3 и /4у) не изоморфны тогда и только тогдаг когда 
элемент Ь (соответственно уаЬ) перестановочен со всеми элементами поля Р. 
Каждый из модулей /3 , /4 не изоморфен ни одному из модулей Д, /2. 

Также из работы [1] следует 
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Лемма 6. Пусть А = {Е,а,Ь};Ь2= 1 и В={Е,а,Ь}-,Ь2= 1 — изоморфные 
алгебры типа Е над полем К. Тогда числа неизоморфных А-модулей и В-моду-
лей, являющихся свободными циклическими Е(а)-модулями, равны. 

Теорема 6. Алгебра Е0 не К-изоморфна ни одной из алгебр Е1 (/ = 1, 2, ... 
. . . ,л -1 ) , А; 0 = 1 , 2 , ...,6). 

Доказательство. Алгебра Е0 коммутативна, а все алгебры Еь А1 

(/=1, 2, ..., п — 1; У=1, 2, ..., 6) не коммутативны. Так как при изоморфизме 
коммутативность алгебр сохраняется, то теорема очевидна. 

Теорема 6. Алгебры' Е1 ( /=1, 2, ..., п — 1) попарно К-изоморфны алгеб-
рам Е; (]'= 1 , 2 , ...,/2 — 1), г^у, тогда и только тогда, когда ]=п—1, и по-
парно не К-изоморфны алгеьрам А1 ( / = 1 , . . . , 6). 

Доказательство. Сначала докажем.первое утверждение теоремы. Пусть 

Е1 = {Е,а1у, а11 = 1р,т-а1 ( А £ ; = я2}; а2А = А"'т.а2 (A€F) 

для фиксированных г^ / (г',/=1, 2, ..., /г — 1), и имеет место АГ-изоморфизм 
<р: £•(—£}. Так как множество элементов конечного порядка в обоих алгеб-
рах совпадает с полем то ограничение <р\Р ^-изоморфизма ср на поле Е 
является А'-автоморфизмом поля К Значит на поле Е изоморфизм <р задается 
в виде (р: А—Ар"", где 5 — фиксированное натуральное число (1 ^¿Шп). Все 
обратимые элементы в имеют вид 5а% (<5 Так как элемент а1 обратим 
в Е[, то (р(а1)=ба2 («5 €F). Однако <р (я^)=(§аг

2)'=51 а". Элементы вида 
не исчерпывают все элементы алгебры Е] только в случае г = ± 1 , 

V 

поэтому при изоморфизме ср алгебр Е1 и должно выполняться (р(а^=да2, 
или ср(аг) Рассмотрим первый случай. 

С одной стороны для произвольного A€F имеем 

<1о(ахХаг1) = (р (ах) (р (А) ср (¿О -1 - 8а%Хр"" = д(Хр°т)р*" д'1 = )/,+Лт. 

С другой стороны 

ср(а1).аг1) = ср(2.р'т) = (А'"У" = Хр1'*°т. 
Следовательно 

ри+0т - ри+Лт ( т о ( 1 рпт _ ^ 

что означает рпт — \\р(1~^т — 1. Так как 1 ё / ^ у ё и , то последнее невозможно. 
Рассмотрим теперь случай (р(а1)=ёа~1. Повторяя рассуждения, сделан-

ные в предыдущем случае, приходим к сравнению 

рЬ+Ът = ри-Пт (Ш0С1 р"т — 1), 

5* 
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которое выполняется тогда и только тогда, когда j= —i (mod rí). Это значит, 
что Et = Ej тогда и только тогда, когда i—n—i. 

Покажем теперь, что каждая алгебра Ei ( /=1 , ..., и —1) не ^Г-изоморфна 
ни одной из алгебр Аг, Аг,..., Ав. Действительно, алгебра не содержит 
делителей нуля, значит она не может быть ^-изоморфна ни одной из алгебр 
Аг, А2, А4, А5, Ав, так как все они содержат делителей нуля (напр. (1+Ь) • 
• (1-Ь)=0). 

Осталось показать, что алгебры Ei ( /= 1, 2, ..., и —1) не ^-изоморфны 
алгебре А3. Действительно, пусть (р: As^Ei ЛГ-изоморфизм алгебры, задан-
ной соотношениями 

А3 = {F, аг, bj}; ахХ = Хах, ЪхХ = АЬХ; Ъ^а^ = af1; Ь\ = £ 

на алгебру .E~{F , a); aX=Xpim •а. Так как элементы aL и Ьх обратимы в ал-
гебре А3, то их образы тоже обратимы в Е-, то есть 

< K A I ) = 5 A S ; <P(B1) = Ő 1 A S
1 ( M I € F ) . 

Тогда, с одной стороны 

<P(brlaibi) = 9>(bi)-1<p(ai)ío(b1) = a-siöi1őas81asi = ő2as 

для некоторого элемента <52€F, а с другой стороны 

(рф^аМ = (pifli1) = (SaT1 = a-'ö-1 = ő3a~s (Ő„€F). 

Сравнивая два равенства, получаем s=—s, то есть s=0. Следовательно, 
<р(а1)=5. Однако, в поле F элемент ö имеет конечный порядок, когда элемент 
а1 — бесконечного порядка в алгебре А3. Противоречие доказывает неизо-
морфность алгебр Е; и А3. Теорема доказана. 

Л е м м а 7. Число Агмодулей ( / = 1 , 2 , 4 , 5 , 6 ) , являющихся свобод-
ными циклическими Е(а)-модулями, задается следующим образом: 

1. и 1 =4, они изоморфны модулям 

/«> = ^ ( 1 + ̂ ; 7 ^ = Л ( 1 - Ь ) ; = АА+аЬУ, Ijp = Ах{\-аЪ). 
2. щ=2, они изоморфны модулям 

/<2> = А2(1 + Ь); /|2) = Ая(1 -Ь). 

3. и4=2, они изоморфны модулям 

1^=А,(1 + Ь); /<«> = Л4(1 + яЬ), 

4. и 5 =3, они изоморфны модулям 

/«> = А ( 1 + Ь); /|5> = А ( 1 - Ь ) ; ЦЪ = А5(1+аЪ). 
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5. «в=1, он изоморфен модулю 

/<в>=л6(1+*0-

Доказательство . Так как в алгебре Аг выполняются равенства Ъ2=1, 
(аЬ)2=1, кроме того элементы Ь и аЪ перестановочны со всеми элементами 
поля Р, то, согласно Лемме 5, утверждение 1 доказано. 

Покажем, что в алгебре А2 нет таких элементов у ^ , что (уаЬ)2=\. Дейст-
вительно, 

(уаЬ)2 = у2аЬаЬ = у*На~ЧЪ = у2^Ъ2 = уЧ = 1, 

то есть у2€£ - 1 . Однако последнее равенство противоречит тому, что элемент 
£ — квадратный невычет в поле Р. Так как в алгебре А2 имеет место Ь2— 1 и 
элемент Ъ перестановочен со всеми элементами поля то, используя лемму 5, 
отсюда получаем утверждение 2 леммы. 

В алгебре А4 выполняется Ь2=\ и (аЬ)2=1, но ни элемент Ъ, ни элемент 
аЪ не перестановочны со всеми элементами поля Р. Значит, согласно Лемме 5, 
имеет место утверждение 3 леммы. 

В алгебре Ав выполняются равенства 6 2 =1 и (аЬ)2 — 1, элемент Ь пере-
становочен со всеми элементами поля однако (аЬ) X—аХЬ=Аркт(аЬ), значит 
из леммы 5 следует утверждение 4 леммы. 

Покажем, что в алгебре Аа нет таких элементов у£Р, что (уаЬ)2=1. 
Действительно, 

(уаЬ)2 = уаЬуаЬ = уау^ЬаЪ = уу^таЪаЪ = у2Ыа~1аЬ = у2&кт = 1, 

то есть у2=£~ркт. Элемент £— квадратный невычет в поле Р. Каждый прими-
тивный элемент поля Улежит в смежном классе £ • ^ (см. замечание 1), значит 
можно считать, что элемент ^ — примитивный в поле К Ищем элемент у 
в виде Тогда что ведет к сравнению 

25 = - р ш (тоё/»2*"1—1). 

Так как наибольший общий делитель (2,ргкт —1)=2, но число р — нечетно, 
то последнее сравнение неразрешимо. 

В алгебре Ав выполняется равенство Ь2= 1, но элемент Ь не перестано-
вочен со всеми элементами поля Р, поэтому из леммы 5 следует утверждение 5 
леммы. Лемма доказана. 

Т е о р е м а 7. Алгебры Ах, А2, ..., А6 попарно не К-изоморфны. 

Доказательство . Покажем сначала, что алгебра А не содержит дели-
телей нуля. Так как все алгебры А1г А2, АЛ, А5, Ав содержат делителей нуля, 
то из этого будет следовать неизоморфность алгебры А3 с алгебрами А1 

(¿=1,2,4, 5,6). 



300 К. Бузапш, Т. Краус 

Пусть L — поле частных групповой алгебры F (а) бесконечной циклической 
группы (а) над полем F. Тогда алгебра А3 погружается в алгебру 

(6) A = {L,b), b* = Ç, 

которая является скрещенным произведением поля L с автоморфизмом вто-
рого порядка, порожденным элементом Ь. 

Согласно общей теории алгебр, А является либо полным матричным коль-
цом второго порядка (и тогда имеет делителей нуля), либо телом (см. напри-
мер [5]). Первая возможность имеет место тогда и только тогда, когда эле-
мент (см. (6)) есть норма для некоторого элемента x£L относительно авто-
морфизма Х—Хь, то есть 
(7) Z = x.¿>. 
Пусть 

i 
Подставим выражение элемента х в формулу (7): 

2^а1 2 h a ' 1 

J i 

откуда получаем равенство 

(В) < ¡ j j 
в групповой алгебре F(a). Так как F (а) — кольцо главных идеалов, то элемент 
2 однозначно (с точностью до единиц кольца) представляется в виде 

i 

произведения простых элементов 

9) = СP¡€F(a),x<íF). 

Тогда левая сторона равенства (9) имеет вид t2-p¡- ... -p s -p l - . . . -р*. Ввиду 
однозначности разложения элементов кольца F (а) в произведение простых 
элементов, правая сторона равенства (8) разлагается в произведение тех же 
простых элементов кольца F{a) причем с точностью до констант из F, что и 
левая сторона, ибо при 

2Vj<*J = Sa"-p1-...-ps j 

автоморфаый образ этого элемента имеет вид 
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то есть приходим к равенству 

Отсюда следует та=£<52. Так как ^ — квадратный невычет в поле F, то послед-
нее равенство невозможно. Противоречие доказывает, что алгебра не содер-
жит делителей нуля. 

Согласно лемме 7, число неизоморфных /¿¡-модулей ( / = 1 , 2 , 4 , 5 , 6 ) , 
являющихся свободными циклическими F(а)-модулями для этих модулей 
попарно различается, кроме алгебр. Л2 и Л4. Поэтому, согласно лемме 6, 
среди алгебр А1,А2,А4,А5,Ав могут быть АТ-изоморфны только алгебры 
Аг и А4. 

Очевидно, центр алгебры Аг совпадает с полем F, значит число обрати-
мых элементов центра алгебры А2 равно рпт — 1. 

В то же время, если 0 — примитивный элемент поля F, то группа всех 
обратимых элементов центра алгебры A t порождается элементом вр к т + 1 , 
где п=2к. Действительно, из равенства 

ь-ех = (вх)ркт-ь = е*ь 
следует сравнение. 

х(ркт — 1) = 0 (mod рпт—1) 
или 

x = 0 (mod />'""+1). 

Значит, число всех обратимых элементов центра алгебры равно числу р к т =1. 
Так как при изоморфизме центральные элементы переходят в централь-

ные, обратимые в обратимые, то алгебры Аг и не АГ-изоморфны. Теорема 
доказана. 

Следствие 2. Все не К-изоморфные алгебры типа Е над полем К харак-
теристики pi?6 2) по отношению к полю F, где =рт, (F: К)=п задаются 
алгебрами типов: 

При четном п: алгебры Et ^'=0, 1, ..., и Aj 0 '=1, 2, 3, 4, 5, 6). 

При нечетном п: алгебры Ei ^'=0, 1, ..., JyJj и ¿j 0=1>2, 3), где алгебры 

Е1г А, заданы в следствии 1. 
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