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Представление абсолютно непрерывных функций 
многих переменных 

А. А. ТАЛАЛЯН и Г. Г. ГЕВОРКЯН 

Для абсолютно непрерывных функций одной переменной /(.х) хорошо из-
вестна формула 

(1) / ( * ) - / ( 0 ) = ¡Г№и 
о 

г д е / ' ( 0 существует почти всюду, а х любая точка из отрезка [0,1], на кото-
ром определена /(х). Цель настоящей статьи-получить аналог представления 
(1) для абсолютно непрерывных функций п действительных переменных. 

Условимся в некоторых обозначениях. Через х=(л:1, ..., хп) обозначаются 
точки пространства К", а через |Л|-Лебеговая мера множества А сИ". Если 

п 
А=Ц ¿1;, где любой полуоткрытый интервал на оси ОХП то 

»=1 
(2) АР=Ап(Ап_1...(.А1Р(х))), 
где 
(3) = g(*l, ...,а\*>, ...,xn)-g{x1, ...,ар>, ...,*„). 

Методом математической индукции по количеству переменных п, легко 
можно убедиться, что 

(4) АР = 2 ...,а(
я'">). 

¡.=1,2 
]=1Л П 

Определение 1. Скажем, что функция Р(х), определенная на [0, 1]" аб-
солютно непрерывна, если для любого а > 0 существует ¿ > 0 такое, что для 

п 
любого набора прямоугольников Ат,А(-г),...\А*-к)= Ц А[к\ с[0,1]", удов-

"=1 
летворяющих условиям 

(5) А^ПА^ = 0, когда к ^ к', 
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И 

(6) 2 MWI -= s, 
к 

вьшолняется 

(7) 2 М ( Ч Л < £ . 
к 

Определение 2. Функцию F(/c), определенную на [0,1]", назовем функ-
. цией ограниченной вариации, если сучествует зависящая от F(x) постоянная М, 

такая что при любом представлении [0,1)"= U Ат, Ат Г) А(к,)—0, когда k?±k', 
к 

вьшолняется 

(8) 
к 

Верхнюю грань сумм (8) обозначим V (F) и назовем вариацией функции 
[0,1)" 

F(x) на [0,1)". 
Как и для функций одной переменной (см. [1]), легко выдеть, что абсол-

ютно непрерывная функция п переменных F(x) имеет ограниченную вариа-
цию. Хорошо известно, что абсолютно непрерывные функции одной пере-
менной являются так же непрерывными, а функции ограниченной вариации 
непрерывны всюду, кроме, быть может, некоторого счетного множества точек. 
В случае многих переменных это уже не так. Абсолютно непрерывная 
функция многих переменных может не быть даже измеримой. Действи-
тельно, если g(t) некоторая неизмеримая функция одной переменной, то функ-
ция F(xx, ..., x„)=g(xi) будет неизмеримой, и для любого выполнится AF=0. 

Как и для функций одной переменной, для функций многих переменных, 
имеющих ограниченную вариацию, можно доказать возможность представ-
ления 

(9) F(x) = Ф(х)-Ч>(х), 

где Ф(х) и У(х) при любом А удовлетворяют условию 

(10) АФ^О, AYszO. 

В представлении (9) в качестве Ф(х) можно взять 

(11) Ф(х15 . . . ,*„)= n V (F) • 
п [0,*,) 

( = 1 

причем, если ^(х)-абсолютно непрерывная функция, то функции Ф(х) и Т(х) 
тоже абсолютно непрерывны (в условиях Определения 1). Доказательства этих 
утверждений полностью совпадают с доказательствами аналогичных фактов 
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для функций одной переменной (см. [1]). Поэтому мы их приводить не 
будем. 

Несмотря на то, что абсолютно непрерывная функция многих перемен-
ных может не быть измеримой, имеет место следующая 

Теорема . Для того, чтобы F(x) была абсолютно непрерывной функцией, 
необходимо и достаточно, чтобы она имела представление 

(12) Fixy, ...,x„) = 2Fj(x„ . . . ,хл)+ /".../<¡¡>(<1, .... Qdtl5 ...,dt„, 
J 0 0 

где Fjfa,..., xn) — некоторые функции, зависящие от меньшего числа пере-
менных, а ..., t„) — интегрируемая по Лебегу функция. 

Отметим, что в случае п=2 и при дополнительных условиях, что функ-
ции F(0, х2) и F(x1,0) абсолютно неприрывны (как функции от одной пе-
ременной), теорема доказана в [2] методами, отличающимися от ниже изло-
женных. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Достаточность. Нетрудно проверить, что 
для функций Fj(x) имеет место (см. (4)) 

(13) AFj = 0 для любого А. 

Поетому 

(14) AF=A{jn...f\(tl,...,tn)dtl, ...,dtn) = f cp(t)dt. 
0 0 л 

Из абсолютной непрерывности интеграла Лебега и из (14) получаем, что F(x) 
абсолютно непрерывна в смысле Определения 1. 

Необходимость. Учитывая разложение (9), (10), без ограничения общ-
ности, можно считать, что функция F(x) удовлетворяет условию 

(15) i d F s O для любого А. 

Обозначим 

(16) F{x) = AxF, где АХ=Ц[0, *,). 
¡=1 

Очевидно, что F(x) есть F(x) плюс некоторые функции (см. (4)) меньшего 
числа переменных. Поэтому 

(17) A P = A F ^ 0. 

4« 
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Л е м м а 1. Если Ат= JJAf^, к—\,2,...,т, удовлетворяют условиям 
¡=1 т п 

А^ПА(к,)=0, к^к', и U Am=A=IJA„ то 
к=1 ¡=1 

т 
(18) AF= 

r=1 

Действительно, когда т=2, то при некотором /0, Aio=Af^iJ AfJ, А^П 

ГМ^2)=0, A i =A { p=Af \ при íV/q, и тогда легко выдеть, что в сумме 2 4 ( ( t )F 
0 к = 1 

(см. (4)) остаются только те слагаемые, которые нужны для представления 
AF/по формуле (4)). 

Ш, 
Случай, когда <d,= U А^>, А ^ Г \ А Р = 0 , j ^ j ' и 

7=1 

(19) = {¿Г: /I' = ¿ 4 4 1 s j , s m,} 
í=i 

т. е. когда каждая компонента прямоугольника J разбыта на непересека-
ющиеся интервалы A[J\ а прямоугольники Aw являются всевозможными де-
картовыми произведениями этих Алегко приводится к случаю т=2. 

Общий случай приводится к случаю (19) путем размельчанйя прямоуголь-
ников Ат. Лемма доказана. 

Из (17), (18) следует, что если для каждого прямоугольника определить 

(20) v(A) = AF, 

то v(A) будет мерой, определенной на полукольце прямоугольников {А} (см. 
[3], гл. V, § 2). Эта мера единственным образом продолжается на минималь-
ное кольцо, содержащее полукольцо {А}. 

Из того, что v(zl) является мерой, легко выводится непрерывность функ-
ции F(x). Действительно, 

(21) \F(x<»)—F(x(2))| = \Аха> F-Axiо F\ = 

= |v(/l,(i))-v(zíx<»))| S V ( ( ¿ ^ с п и ( J х<г>\.d xa>)). 

Учитывая, что ¿ ^ ы Х ^ ы и ^ j i s iX^d) являются объединением конечнего 
числа прямоугольников, сумма Лебеговских мер которых стремится к нулю, 
когда ||х(1)—х(2)||—0, из (21) и Определения 1 получаем непрерывность функ-
ции F(x). 

Л е м м а 2. Мера v с-аддитивная мера на {А}. 
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Для доказательства леммы достаточно убедиться, что если A = \ J A w 

то (см. [3], гл. V, §2) 

(22) ¿v(J<*>). 
к=1 

Из непрерывности функции F(x) и (4) следует, что для произвольного 
е > 0 найдутся А', Ат', к= 1,2,... , такие что (см. также (17), (20)) 

(23) A'czA, V(,A')?=V(A)-E, 

(24) • J « с int (Aw), v(Aw')^v(.A(k))+sj2k, fc = 1,2,: . . ' . 

Очевидно, что замкнутое множество А' покрывается открытыми прямоуголь-
никами in t (J ( k ) ) . Следовательно существует конечный набор {int (^№i))}, 
который тоже покрывает А'. Тогда A' cz\J А(к'у, и из (23), (24) получаем 

i 

(25) v(A)^ v(A')+e^ Í » ( J " » ' ) + £ S j > ( d w ) + 2 e . 
i k = 1 ft=l 

Из (25) следует (22), а из (22), как уже было отмечено, следует утверждение 
леммы. 

Из Леммы 2 следует (см. [3]), что меру v можно продолжить на о--алгебру 
множеств, измеримых по Лебегу, и эта мера будет сг-аддитивной. Из Опреде-
ления 1 следует, что мера v абсолютно непрерывна относительно меры Ле-
бега, т. е. если ]А\=0, то v(A) =0. В силу теоремы Радона—Никодима (см. 
[3], гл. VI, §5) существует интегрируемая (по Лебегу) функция (p(tx,..., /„), 
такая что для любого измеримого по Лебегу множества А имеет место 

(26) v(A)= J<p(t)dt. 
А 

п 
В частном случае, когда A— JJ [0, x j , из (20), (26), (17) получается 

г=1 

(27) F(x)= f"...fl
(p(t1,...,t„)dt1...dtn. 

и о 

Учитывая, что F(x) является суммой F(x) и некоторых функций меньшего 
числа переменных (см. (16) и (4)), из (27) получаем (12). Теорема доказана. 

Полученное соотношение (27) эквивалентно следующему (см. (16)) 

(28) AXF= J ...J q>(f1,...,Qdt1...dtn 
о о 

которое является аналогом равенства (1) для функций многих переменных. 
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Существенной разницей между формулами (1) и (28) является то, что 
в (1) известны способы нахождения подинтегральной функции, а в (28) лишь 
утверждается существование функции (p(t). С целю устронения этой разницы 
рассмотрим следующие функции. Через G ( t ) обозначим л-мерные кубы вида 
[ill2\{i1+\)l2K)X...X\ij2k,{in+\)l2K), где 0=Е/П<2*. Для к=0,1,2,... поло-
жим 

(29) = £<p(t)dt, когда x<EGw. 

Из (26), (20) получаем 

GmF 
(30) Фк(х) = - ¡ ^ щ р когда *€G,(t> к = 0 , 1 , 2 , . . . . 

С другой стороны, из известной теоремы Йессена, Марцинкевича и Зиг-
мунда (см. [4], теорема 6) следует, что 

(31) lim Фк(х) = ср(рс) п.в. на [0, 1]". к-* со 

Итак, функция ср(х) есть предел последовательности функций Фк(х) которые 
определяются функцией F(x) формулами (30). 

Замечание . Теорему можно доказать также, исходя из функций Фк(х) 
определяемих формулами (30). Укажем шаги такого способа доказательства. 
Во-первых, можно убедится, что {Фк(х)}^10 является равностепенно абсолютно 
непрерывно интегрируемой мартингальной последовательностью, и поэтому 
последовательность {Ф*(х)}£10 почти всюду и в метрике сходится к некото-
рой функции ср(х). Далее, легко проверяется, что для любого х=(х 1 5 ..., х„)= 
=(iJ2kl,..., iJ2k"), начиная с некоторого к0 вьшолняется 

ХП XJ 

(32) AxF=f...f «^.....Odii-di«. 
о о 

Следовательно 

г" г1 
(33) AXF = J ... J (p{tx, ..., t„)dti ••• dtn при любом Xj = ij/2kj, j — 1, ..., п. 

о о 

Наконец, так как обе стороны равенства (33) являются непрерывными 
функциями и точки (i'j/2*1,..., iJ2k") всюду плотны, то (33) вьшолняется при 
любом (хх, ..., х„). 
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