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Starke Approximation von Orthogonalreihen mit Cesaroverfahren

W. HENRICH |

Es sei {¢,(x)} ein auf dem Intervall (a,b) definiertes Orthonormalsystem.
Wir untersuchen die Orthonormalreihe ‘ ‘

) Saoa(® cER mit <o,

n=0 n=0

Mit dem wohlbekannten Satz von Riesz—Fischer folgt, daBl Reihe (1) in L2 gegen
eine quadratisch integrierbare Funktion f konvergiert. Wir nennen die Partial-
summen von Reihe (1) s5,(x) und die (C, a)-Mittel o%(x).

Eine Verallgemeinerung der Cesaro-Verfahren fiithrt zu den Hausdorffverfahren.
Ein Hausdorffverfahren ist ein lineares Limitierungsverfahren, das mit Hilfe einer
beliebigen Diagonalmatrix u=p, und der Differenzenmatrix 4 wie folgt deﬁ-
niert ist.

H(A,uv):‘A-p-A ‘mit 4 =((—1)v(f]).

Die Matrixelemente h,, der Hausdorfimatrix H(4, u,) haben folgende Darstellung

b = (:’) kgo (— 1) (”,:v] foep fir 0=v=n (n=0,1,..)
0 sonst. ’
Uber die Regularitit von Hausdorffverfahren gilt folgender
" Satz. Das Hausdorffverfahren H ist genau dann reguldr, wenn {u,} eine regu-
lire Momentenfolge ist, d. h. p,= f " du(t) mit u(®)eBV[0,1] wund p(4+0)=
=p(0)=0, p(1)=1.

L. LEINDLER zeigte in [2]

Eingegangen am 8 Februar 1988.
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Satz 1. Es sei 0<d8<1 und

@ S in® <o,

n=1
dann gilt f(x)—0oi(x)=0,(n"?) f.ii. auf (a,b). _
G. SuNoucH1 [5) verallgemeinerte Satz 1 zur starken Approximation wie folgt:
Satz II. Es sei 0<6<1 wund es gelte (2). Dann gilt
1 n 1k
(& 2 amisw-sr} =0y

f.ii. auf (a,b) fir «>0 und O<k<8"* wobei A:={":“].-

LeINDLER [3] wiederum verallgemeinerte das Ergebnis von Sunouchi wie folgt:

Satz IIl. Essei 0<d<1, a=0, 0<k<6‘l1 und B> —min (1/2,1/k, a/k). Dann
Jolgt aus (2)

n 1/k
{Aigo A3 Iat’(x)—f(x)|"} = 0,(n~% fii. auf (a,b).

Fiir schwache duBere Verfahren (d. h. « sehr klein) kann sich § offensichtlich
nur in einem sehr engen negativen Bereich bewegen. Bezogen auf diese Problematik
zeigte LEINDLER [4]

Satz IV. Es sei O<a<1, f=>—1/2, 0<d<af2 und

©) 3 e <,
n=1

dann gilt
n 1/2 v
L 3 atiot -7} = 0.n7) St auf (b,

n v=0
Der Satz von Leindler gibt Kriterien fiir die starke Approximation an, speziell
fiir schwache duBere (C, a)-Verfahren mit dem Exponent 2. Es stellt sich die Frage:
Welche Aussagen kann man fiir gréBeren Exponenten (k>2) treffen? Eine Antwort
liefert der folgende Satz.

Satz 1. Es sei O<a<l, k=2, O0<dé<a/2, B>—1/2+a(1/2—1/k), und es
gelte (3). Dann gilt
n 1k
(& 3 a=tiot o) = 0n79
n v=0
f.ii. auf (a, b).
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Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 1 beweisen wir einen allgemeinen
limitierungstheoretischen Satz iiber Hausdorfiverfahren, der besagt: Schaltet man
bei der starken Approximation einer beliebigen Reihe vor das innere Verfahren ein
regulires Hausdorffverfahren, so kann man auch auf groBere k-Parameterwerte
(Exponent) schlieBen. Der SchluB auf kleinere k-Parameterwerte kann immer. in
einfacher Weise mit der Holderschen Ungleichung vollzogen werden.

Satz 2. Es sei k,=k,=1; p>1,

1
g = ft"g(t)dt mit g(H)ELP[0,1] und gy=1
0

h, = f1 rh()dt mit h(ELIO, 1], h(t) >0 fir 1[0, 1.

Zusdtzliche gelte fiir die Funktionen g(t) und h(t)

Ig(t)lkl(l—P+(P/k2))h(t)(kz—kl)/kz fur g(t) =0
2(f) = {0 sonst,

z(£)eL[0, 1] und z(t)=o(t™") fiir t€[0,€] mit e>0 und O<r<l. Q sei eine
beliebige Limitierungsmatrix, G bzw. H seien Hausdor{fmatrizen, die durch die Mo-
mentenfolgen {g,} bzw. {h,} gegeben sind. Wir bezeichnen die Matrixelemente von
H mit h,,. Dann folgt fiir eine beliebige Folige {s,} und fiir alle 6=0 mit k,6<
<1—r aus .

n
(Z hmv|Q(sv)_s|k2)l/k2 = o(n—é),
. v=0 .
daB
n
(2 1y 1GQ(s,) =511 = o(n).
v=0
Zum Beweis von Satz 2 benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1. Es sei k,>k,=1; p=>1. Die Hausdorﬁ"verfahren G und H seien
definiert wie in Satz 2

, :
Z,1= ft" z(tydt mit z(f) aus Satz 2.
0

Das Hausdorffverfahren Z sei definiert durch die Momentenfolge {z,}. Dann gilt fiir
Jjede beliebige Folge {s,}:
(G (sl = K(H(Is )k -2 (Z (s, *)), (n=0,1,2,...),

wobei K eine Konstante ist.
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Lemma 2. Es sei {s,} eine Folge mit s,~0 fiir n—c. Das Limitierungs-
verfahren A sei gegeben durch die Matrix (a,,). Dann gilt: Das Verfahren A limitiert
die Folge {s,} zum Wert Null, d. h. A(s,)—0, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

M S’ la,,| <K, wobei K unabhingig von n ist, n=0,1,2, ...
v=0

a0 a,,—0 fiir jedes feste v und fiir n—oo.

Beweis. Siehe ([1] Seite 43—46).

Hilfssatz 1.

[:1) fltv(l —ty >t dt = 0Q) (v+ D) (n+ )T fir 0<v=mn,

n=0,1,... und O<r=<1.

Beweis. Ergibt s1ch leicht unter Berucks1cht1gung der Integraldarstellung der
Matrixelemente der Cesaro-Verfahren.

Beweis von Lemma 1. Wir setzen

AUES 2[ )t”(l—t)"-”sv (n=0,1,2,..).

v=0

Zuniichst fiihren wir eine Abschatzung durch, die wir im letzten Beweisschritt be-
nutzen werden.

nor= Z () ea-or-isi( 20 ra--] =

= go (:‘] P2y s, .

Also erhalten wir
1 s 1 '
= [hoisoras 3 (%) ra-orho s = @Hs ),
0 v=0g

In analoger Weise ergibt sich

e¥) [ 20Ok = (Z0s ),
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Es sei M die Menge aller Punkte ¢, fiir die gilt #€[0, 1] und g(z)=0.
1

GGl = { [ 1g@ defs™{ [lg@ie-ra=2mdka f (o +dr} =

0 M

= K=t [lg(t-P0-ykdh | £ (ke dr.

M
|G(s,), |2 = Kke-1 f h(t)0e—k0M | £ (f)|kelke/ka) | g (7)[ ke —P+(P/ka)) 3¢
M

X h(t)(kx —ka)/ky |f;'(t)|kz(k1—kz)/k1 dt =
= Kkz—l{ fh(t)("z—kl)/kz 'f;‘ (t)lks Ig(t)lkx(l—P+(P/kz)) d[}kzlkx X
M

x{ [ hOIQ a2,

Mit z(t)=|g(z)[@—P+@kDp(1)&—kdlks ynd mit den Abschitzungen (*) und (* %)
folgt
G (s,)al*s = K* 1 (H(|s,[*)) =,k (Z (|5, |2) el

Indem man diese Ungleichung mit k;/k, potenziert erhdlt man die Behauptung.

Beweis von Satz 2. Zum Beweis von Satz 2 reicht es aus, den Fall o=1
zu betrachten. Es sei {s,} eine beliebige Folge, und es gelte

{2"' By ls, —sl*s} ke = o (n~9).
v=0

Mit z,, bezeichnen wir die Matrixelemente des Limitierungsverfahrens Z, das durch
die Momentenfolge {z,} aus Lemma 1 gegeben ist.
Da das Hausdorffverfahren G regulér ist, gilt insbesondere

(G(sp)y—s = (G(s;~9)),.

Unter Verwendung von Lemma 1 erhalten wir

#1203 b (GGs) sl = n9% 3 by,
v=0 v=0

(G(sj—s))vlkl -
= 07 3y (H(ls ~sI D=2 {Z(15,—sP), =

- =0)nk? Z"v h,, {quj_slkz)}v'(v_*'1)6(k2_k1)-
»=0

Denn nach Voraussetzung gilt (H(|s;—s%)),=0(v"*).

6
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Die Hausdorffverfahren H und Z sind vertauschbar. Somit gilt

nkla 2" hnv(Z(lSj'_slkz))v(v"'1)"‘15-{—'&26 —
v=0

=0(1)n*? Z"' Z 2D h,; |sj_s|kz(v+1)—kl6+k36 -
v=0 =0

n

1) Zrad(v+1)~"dz 1,

mit
= (v+ 1)k26 Z; hvj |S_,~—S|k2.
j=

Nach Voraussetzung gilt #,=0(1). Somit haben wir unter Beachtung von Lemma 2
7u zeigen:

@ Ze,'o 8w+ 1)"%z | <K fir n=0,1,2,...
v==0

@i (PP@H1)M02,} =0 (n—w) fir v=0,1,2, ...

Zu (I). Mit der Integraldarstellung der Hausdorffschen Matrixelemente z,,
ergibt sich somit:

n 1
S+ 1) oz, = S i)k (:1) f =0~V z(e) dt =

v= - v=0 0

nklavgno (:l)of P z(f) di(v+1)"4+

n 1 . .
+rhi® > (f)f e~z di(v+1)M8 = 2, 4 5,

Nach Voraussetzung gilt z(¢z)=o(t~") fiir ¢€[0, £]. Somit erhalten wir mit Hilfs-
satz 1

Z, =0() j(:l)fltv(l —1 VT dt nkla(v+l)"‘1" _

—om 20

G DT = 0.
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Nun betrachten wir Z,

5 =003 B

(v)_/'lt“(l ~0"vz(1) ;1t =

= 0(1) j 2("“) zV+1(1—z)"+1-v-lz—§’ldt = 0Q)

da z(¢)€L[0, 1]. Damit ist (I) bewiesen.

Zu (I). Zum Beweis von (II) benutzen wir dieselbe Aufspaltung des Integrals
mit den damit verbundenen Abschétzungen wie im Beweis zu (I).

iy 1)~Mlz,, = nw(v+1)—"“’[f)f Pz di+
0

(1) [l’)zfl P~y 2() dt =

(v+1)—r

=0) [ (n+ 1"

(n+ DSy 1)~*d 4
M [ e 204)-
= O0()((v+ 1) (n+ 1)~ 1thd L (v 1) R (n+1)a%-1) = (1)
fiir jedes feste v und k;6<1—r. Damit ist Satz 2 bewiesen.
Beweis zu Satz 1. Mit SatzIV von L. Leindler folgt aus obiger Beding-
ung fiir O0<a<1, O<d<a/2 und f'>-—1/2

1/2
(& 2 aztior @-ror) = 0,079,

Wir schalten vor das innere Verfahren ein reguléres Cesaro-Verfahren der Ordnung
y und konnen unter Verwendung von Satz 2 eine Aussage fiir groBere k-Parameter-
werte machen. Nach Definition der Matrixelemente fiir Cesaroverfahren gilt fiir die
Funktionen g(¢) und A(¢) aus Satz 2:

g =y(l—0)~'; g(HELP[0,1] mit p=

=7 —-&, 0=<¢

h()) = a(l —1)*?
und somit

z()) = O(D(1 —F~-DA-02A-M+(E/2) +@-DA~Kk/2)

6*
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Es ist zu zeigen: z(¢)€L[0, 1). Dazu muB gelten

k(v—l)(l—(l/Z(l —v))+(£ /2))+(a—1)(1 ~(k/2)) = ~1.
Dies ist erfiillt, falls gilt
¢4
r=elz%)

Weiterhin muB gelten z(t)=0(t—") fiir 2€[0,¢). Dies ist fiir s=>0 erfiillt, da
z(t) in der Umgebung von Null beschrankt ist. Mit dem Satz von L. Leindler und
Satz 2 folgt die Behauptung.
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