' A KUPSZELETEN LEVO INVOLUCIO
frta: LERNER KAROLY |

A kupszeleten levé involucié részletes targyalasa elétt széljunk a kup-
szeleten levd projektiv pontsorokrél. Ha a kupszeleten levo P,P, P, ...
pontsort a kupszelet egy tetszoleges P pontjabdél proicidljuk, akkor az igy
. xeletkezett P tartdju sugéarsor projektiv ill. perspektw a kupszeleten levd
P, P, P;. pontsorral
- Két ugyanazon a kupszeleten levé- P, P, P, ... ‘és P{ Ps P ... pont-
sort projektivnak mondunk, ha ezen pontsorcknak a kupszelet barmely
két pontjabol A-bdl és B- b5l valé projekci6ja: A (Pi) és B(P.) progektlvek _
amit' STAUDT szerint igy jeldliink:: A(P) A B (P4

Ezen prOJekc10k Aill. B tartoju sugarsorok Az, hogy a kupszelet me-
lyik pontja A és melyik B, k6z6mbdos, mert akar A akér A’-b6] proicidljuk
Pi pontokat a proicidlé sugarsorok mindig projektivek A (Pi) A B (P)
ugyanugy B(P) "B (P) és igy A (P)AB(Py) fuggetlentl attol, hogy
A és B a kupszeletnek melyik pontja. : :

A kupszeleten levé projektivitast harom pontpar hatarozza meg..
Ugyanis a kupszeleten levé projektiv pontsorok homolog (megfelel6) pont-
Jjait egy-egy. sugarsor proicidlja. Ezek a sugarsorok egymassal projektivek.
Harom homolog sugéirpar azonban meghataroz egy projektivitist s a .ho- .
molog sugarak altal a kapszeletb6l kimetszett pontok lesznek a kupszeleten
levé projektivitas homolég pontparjai. T. i. ha harom homolég sugarpar is-
meretes, akkor egy tetszdleges x sugar homolog tarsa y megszerkeszthetd
és az Xy homolog sugirpar a kupszeletbél X-eés Y pontokat metszi ki. Te-
hat a ktpszeleten harom pontpar hatirozza meg a projektivitast.

A Kkipszeleten levb projektivitds tengelye és centruma. _

Vegyiink fel a kupszeleten harom pontpart. Ezek meghataroznak egy
projektivitast, amitigy jeldlink A, A, A, A B; B, B,. Ha a kapszeleten
lev6 A, A, A; és B, B, B, projektiv pontsorokat a kupszelet barmely pont-
Jjabol proicidljuk, mindig projektiv sugarsorokat nyeriink. Az elsé pontsort
a kupszelet B, pontjabol, a’masik pontsort a kupszelet A, pontjabol proi-
cidljuk, akkor B; (A; A, A;) A~ A, (B, B, B;): Milyen ez a projektivitas?
Ebben a kozos sugdr énmaganak felel meg, a projektivitids tehdt perspekti-
vitdas. A megfelelé sugarak rnetszespontjat jeloljuk igy: A,B,.B,A, =C,;
A,B;.B,A; = C,. Ezen két pont C, és C, meghatarozta p egyenest nevezziik
a kupszeleten levé projektivitas tengelyének. p egyenes metszi a k6zds su-
garat C,.pontban. Az C, C, C, ... pontsor projekcidja A, és B, tartéjua su-
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garsorok. Ugyis eljarhattunk volna, hogy A, és B,-bdl proicidlunk, akkor
is ugyanezt a p egyenest nyerjik. Ez abbdl lathato, hogy A.B;.BA; pont is
p egyenesen-fekszik, mert a kupszeletbe irt A, B, A; B, A, B, Pascal hat-
szbg szemkozti oldalai; tehat A, B; és B, A; a Pascal egyenesen p-én met-
szik egymast. Legyen az egyik pontsorban levé P; Q; pontoknak a masik-
ban megfelelé pontjai P,; Q,; igy az elébb mondottak szerint PQ,; P,Q
egyenesek metszéspontjai is p egyenesen lesznek. Tehat p egyenes fligget-
lenh a kupszelet A, és B, (amibél a proicialas tortént) valasztasatol.

Ha megvan a projektivitas tengelye, akkor a kupszeleten levé projek--
tivitdas homolog pontjai megszerkeszthet6k. Vegyilink fel p-n egy tetszé-
leges Cyx pontot. Ezt proiciéljuk a kupszelet A,, majd B, pontjabdl a kup-
szeletre, Ugy azon Ay és Bx homolog pontokat nyerjiik.

Ha a kupszelet egy tetszleges Ax pontjanak homolog tarsait kell meg-
szerkeszteni, igy jarunk el: Ay -et proicialjuk B;-bél p-re és igy nyerjik a
Cx pontot. Cx ‘pontot pr01c1alJuk Al—bol a kupszeletre és nyerJuk az Ax -nek
homioclog tarsat, By -et.

Neézziik most azt. hogy a prOJekt1v1tas tengelyének, p-nek a kupsze-
lettel valé metszéspontjai milyen pontok? Azt tudjuk, hogy a kupszeleten
ievé projektiv:pontsorok homolog pontjait a kupszelet. bArmely két pont-
jabdl proicialo sugarsorok a projektivitas tengelyén mennek at, ill. a pro-
jektivitds tengelyén, p-n metszik egymast. Nevezzilk A-nak a kupszelet
egyik azon pontjat, amelyben p tengely metszi a kupszeletet. Keressiik
A-nak homolog tarsat, B-t. A kupszeletnek el6bb megnevezett A pontjat
proicialjuk a kupszelet B, pontjabdl. B,;A proicialé sugdr metszi a p ten-
gelyt (p.B;A) pontban, amely éppen A-ban lesz. Az p tengelynek B, A
proicialé sugarral valo metszéspontjat proicialjuk a kupszelet A, pontjabol.
(p. By A). ‘A, sugar metszi ki a kupszeletb6l A-nak tarsat, B-ét, amely A-ba
esik.-Egy projektivitdsban azon pontokat, amelyek homolég térsukkal 0sz-
.- szeesnek, a projektivitas kettéspontjainak nevezziik. Ugyanigy igazolhato,
hogy p-nak a kupszelettel valé6 masik metszéspontja is kettéspont. Tehéat
azt mondhatjuk, hogy a projektivitds tengelye a kupszeletet a projektivi-
tas kettéspontjaiban metszi. Ebb6l az is lathato, hogy a projektivitas ten-
gelye mindig 4tmegy a projektivitas kettdspontjain, tehat ez egy fix egye-
nes, s ez ismét azt mutatja, hogy ez a vetitési centrumok valasztasatol fig-

' getlen . _

- A kupszeleten 1evo prOJekt1v1tas tengelyének polusat, P-t a projekti-
vitds centrumanak nevezziik. Ennek szerkesztése egy egyenes kupszeletre
vonatkoztatott pélusanak szerkesztésén alapszik. -

A kupszeleten levd involucié értelmezése.

- Az involucié specialis projektivitds. A kupszeleten két pontsor invo-.
lucidban van, ha ezen pontsorokat a kupszelet barmely  pontjabol proi-
cialo sugarak involucioban vannak. Ekkor van a kupszeleten legaldbb egy
olyan B pont, amit ha az elsé pontsorokhoz szamitunk, megfelel neki a
masik pontsorban B’ pont és ha B-t a masedik pontsorhoz szamitjuk, meg--
" felel neki az elsé pontsorban ugyancsak B’ pont. Réviden azt mondhatjuk,.
hogy egy kupszeleten. (tartén) lev6é projektivitast, amelyben két homolog
- elem egymaiasnak kett6sen (kétszeresen) felel meg, involuciénak nevezzik.

Az.is belathat6, ha egy kupszeleten olyan projektivitds van adva,.
amelyben két pont egymadsnak kettésen felél meg, akkor minden pont tar—
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sanak kettésen .felel meg. Legyenek A és A’ a projektivités azon pontjai,

amelyek egymasnak kettdsen felelnek meg és legyen B;B’ egy masik pont- -

par. A projektivitdst A A’ ; A’ A ;B ‘B’ pontparok meghatarozzak, mert
(AABB)=A"AB B)ésigy AA BB'A A A B’ B igaz.- Tehat az
elsé pontsorban levé B’-nek a masodik pontsorban csak B felelhet meg és
igy B és B’ egymasnak kettésen felelnek meg. : :
" Tekintve, hogy az involucié kiilénds prOJekt1v1tas annak megadasahoz
nem Kkell harom pontpar, mert két pontparral, A- A’ és B ‘B’-el az involu--
ciénak négy pontja és azoknak megfeleld pontjai is adva vannak, amennyi-
ben A B A’ B’ pontoknak az egyik pontsorban A’ B’ A B pontok felelnek -
meg a masikban. A projektiv vonatkozas azonban ezen adatokkal nincs tul-
terhelve, mert (A B A’ B’) azonosan egyenld (A’ B’ A B)-vel. Tehat a kup-~
szeleten két pontpar meghatarozza az involuciét. A projektivit$ harma-
dik pontparjat adja az a korilmény, hogy a projektivitds most involucio.
Ha egy kupszeleten involuciét akarunk létesiteni, akkor ezen két
pontpar tetszélegesen veheté fél. Ez a két pontpéar lehet: 1. két tetszéleges
pontpar, 2. egy pontpar és az 1nv01u01o egylk kettéspontja, 3. az involucié
két kett6s pontja. _
Az involucidban a homolog elemeket involuciés, vagy konJugalt tar-
saknak nevezzik. Az involucié Jelolese ABB A A’ B’ B, vagy A A’
. B B’.B’ B, ahol A-nak tarsa A’ és B- nek tarsa B’ és B’-nek tarsa B

A kupszeleten levs involucié tengelye

Mar lattuk azt, hogy az A, A, A, A B, B, B, pro;ekt1v1tas teng@lyet-
ugy nyerjik, hogy pl. A,-bél pr01c1a1]uk Bi pontokat ¢és B,-bdl procidljuk -
A; pontokat. A homolog sugara: A, B,, B:, A,, A; B,, B, A;. metszéspont-
‘jait Osszekot6  egyenes a projektivitas tengelye Most is igy - ]arunk el.
A projektiv vonatkozas most ez: ABB A A”B’B

Kivalasztunk két pontot A és A’-t és ezekbol pr01c1a13uk a tobbit. Igy

két projektiv sugéarsort nyeriink: A’ (ABB’) 7 A (A’B'B). Az(A’B.AB)=
- =P’ ;(A’B’.AB) =P” pontok meghatarozta p egyenest a kupszeleten levd.
1nv01uc1o tengelyének nevezziik. Ezek utan kimondhatjuk, hogy az ABB’
A A’B’B involucié tengelye a kupszeletbe irt AA’BB’ teljes négyszog két
atlos pontjat osszek6t6 egyenes. Az is igaz, hogy az AA’, BB’ involucios
tarsakban vont érinték egymast p egyenesen metszik. Ez a kupszeletbe irt
teljes négyszog és a hozzatartozé négyoldal azon tulajdonsagan alapszik,
hogy ha AA’ BB’ és T K L. N valamely kupszeletbe {irt, ill.. kipszelet koré -
irt négyoldal, amely utobbinak IK ; KL ;LN ;NI oldalal a kupszeletet .
" a négyszog A,A’ B,B’ szogpont]alban ermtlk akkor a négyszog és. négy-
oldal atellenes szégpontjait dsszekotd egyenesek AB’ ‘A'B, 1 L KN ugyan—
azon P’ ponton mennek at.

A kidpszeleten levd involueid centruma.

Az involucié tengelyének poélusat az involucié centrumdanak nevez-
zik. Szerkessziikk meg a centrumot. A kupszeleten adva van négy pont
A A’ B B’. Ez a négy pont meghataroz egy teljes négyszoget. Ennek van
harom atlospontja P’ P” P, Ezek a teljes négyszog atlos haromszogét al-
kotjak. Két atlospont mar a tengely szerkesztésénél adodott, a harmadik at-
léspont P az AA’, BB’ szernkozt1 oldalak metszespont]a
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Kérdés most mar az, hogy P pélusa-e az involucié tengelyének, p-nek.
‘Polusa, mert P a P’ P” P atlos haromszdg harmadik szégpontja. Az pedig is-
meretes, hogy a kupszeletbe irt teljes negyszog atlésharomszoge olyan tu- -
iajdonsaggal bir, hogy egy-egy szégpontja (ami a teljes négyszognek egy-
egy atlospontja) a szemkozti oldalnak (ami a teljes négyszog egy-egy at-
16ja) polusa. Tehat P polusa p-nek. Nézziik, milyen sajatsaga van az involu-
¢i6 centrumdénak, P-nek. P egy egyenesen van AA’ involuciés parral:
P (AA’) de P egy egyenesen van BB’ involuciés parral is: P (BB’), de akkor .

. P-egy egyenesben van az involucié barmelyik pontparjaval, mert BB’ az
involucié barmelyik pontja lehet. Tehat ha két projektiv:pontsor a kup-
szeleten involucidban van, akkor az involucids tarsakat 6sszekoté egyene-
sek mind egy P ponton, az involucié centruman mennek at. Azt is mond-
hatjuk, hggy az involucié centruman atmend egyenesek a kupszeletbél in-
volucids parokat metszenek ki. Most mar a kupszeleten levé involucié egy
tetszbleges C pontjanak tarsa C’ megszerkeszthetd, mert CC’ és P-nek egy
egyenesen kell lennie. Ha a kupszeleten adott involuciét a kupszelet egy .
tetszéleges pontjabol az involucié tengelyére proicidljuk, akkor ezen a kup-
szeletre nézve konjugalt parokat nyeriink. Ez a tétel Staudt tételének (Le-
gyen adva egy kupszelet és egy beirt haromszég. ABC, Uugy minden egyé-
nes, amelyek BC oldaldnak konjugilt egyenese, masik két oldalt konjugalt
pontokban met521) mas alakja. Legyen a kupszeleten megadott involucid
centruma P és tengelye p. Legyen A és A’ két pontja a kupszeletnek, me-
lyek P-vel egy egyenesbe esnek és D a kupszeletnek harmadik pontja.
Akkor p egyenes, amely a kupszeletbe irt AA’D haromszog AA’ oldalanak
konjugaltja (mert AA’ 4tmegy p-nek polusan) A D és A’ D oldalakat kon-
jugalt pontokban metszi. Tehat a kupszeletnek P-vel egy egyenesbe esd
pontjainak AA’-nek D-bél vald projekcitja p egyenesre konjugédltak.

A kiipszeleten levd involucié kett8spontjai.

A kupszeleten levé involucio kettéspontja az involucié tengelynek a
kupszelettel valé metszéspontjai, mert ezeknek a pontoknak a sajatsaga az,
hogy homol6g tarsakkal Osszeesnek.

Az involucié két kettéspontja valés, ha az involuci6é tengelye valos
pontokban metszi a kupszeletet két kepzetes ha a tengely képzetes pon-
‘tokban metszi a kupszeletet és végiil egy kettés pontrol beszelunk ha az’
involucié tengelye érinti a kupszeletet. ‘
. Ha az involucié olyan, hogy P centruma a kupszeleten kivil van,
- akkor a tengely valés pontokban metszi a kupszeletet. Ekkor a két kettos—‘
pont valds és P-bbl a kupszelethez két valés érinté huzhaté. Ha az invo-
luci6 olyan, hogy P centruma a kupszeleten beliil van, akkor a tengely kép-
zetes pontokban metszi a kupszeletet, s valds érint6 P-b8l a kupszelethez
nem hizhaté. Lehet, hogy az involuci6 centruma P a kapszeleten van, ak-
kor az involuci6 tengelye a centrumon atmend érintd, s-a kettospont]a az
érintési pont, ami az involuci6é centrumaval azonos.

Az involucio kettGspontjai az egyes involuciés parokat harmonikusan
valasztjak szét. Ha A A, egy pontparja, M N pedig a két kettéspontja az
_mvolucionak akkor A A: atmegy M N egyenesnek polusan P-én, akkor
N A, M A, M N, M P sugarak harmonikusak. Ezért A A: N M pontok '
melyek a kupszelet M pontjabél pro1c1alodnak harmomkusak
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Bebizonyithat6 az is, hogy A A, M N pontokat nemcsak az M kettfs-
pontbdl, hanem a kiapszelet barmely pontjabol a harmonikus sugarak proi-
ciadljak. Legyen a kupszeletnek tetszdleges pontja B. Kéossiik Ossze B-t
P-vel, BP egyenesnek a kupszelettel valé metszéseként nyerjik B,-et.
B B: pontok az A A, pontokkal egy A B A, B, teljes négyszdget alkotnak,
melynek szemkézti oldalai: B A,; B, A; B A; B: A, egymast P’; P” a kup-
szeletre nézve konjugalt pontokban mets21k de akkor M N harmomkusan

--valasztjak szét P’; P” pontokat.. B A, BM, B A,, BN négy harmonikus su-
gar, mert ezek négy harmonikus pontot proicialnak, de akkor altaluk a

. kupszeletb6l kimetszett pontok is harmonikusak, vagyis a kupszeleten levé

“involucié kettGspontjai harmonikusan vélasztjék szét A A, pontpart.

A kupszeleten levd involucié osztalyozasa

A kupszeleten két involucios helyzeti pontsor egyenlo ertelmu Vagy
ellenkez6 értelmi (egyenloen halado, vagy (ellentetesen halado) aszerint, - -
hogy két involuciés tars A és A’ két mas1k B és B’ altal szét van-e valasztva
vagy sem .

Az els esetben AN pontpar szét ‘'van valasztva B B’ altal és a két
homolég- elem egylranyban halad, ugy hogy az egyik A B B’ pontsort, a’
maésik A’ B’ B pontsort irja le. Ekkor a két mozgo elem nem taldlkozik és
az involuciénak két képzetes kettospontJa van. Ez az elliptikus involucio:

" Ennek az involuciénak minden mas involuciés parja valds, mert az invo-
lucié centruma a kupszeleten beliil van és igy a centrumon atmeno egye—
-nesek mindig valés pontparokban metszik a kupszeletet. .

- A mascdik esetben A A’ nincs sz_etvalasztva B B’ altal, a rnozgas.el—'
- lenkezé iranyban torténik. Ezért a mozgd A és A’ pontoknak kétszer Ossze
kell esnie. Ekkor tehat két valdés kettéspont van. Ez a hiperbolikus invo-
- Jucié. Ennek a kupszeleten képzetes pontJal is vannak, mert itt az-involu- -
cié centruma a kupszeleten kiviil van és 1gy az 1nvolu01o centruman ‘at- .
mené egyenesek kozétt vannak olyanok is, amelyek kepzetes pontokban
metszik a kapszeletet. '

Az involuci6 kettéspontjai egymashoz Vegtelen kozel is kerlilhetnek,
azt szoktdk mondani egybeesnek, akkor parabolikus az involucio. TulaJdon—
képpen nem szabadna azt mondani, hogy a két kettospont egybeesik, mert
két pont hataroz meg egy egyenest. Ha a két kettospont egybeesne, akkor
végtelen sok helyzetli egyenes menne rajta at és igy a két kett6spont nem

. hatdroznd meg az involuci6 tengelyét. Ekkor az egymashoz végtelen kozel - -

jutott kettéspontokban a kupszelethez huzott érinté az involucié tengelye.

A parabolikus involuci6 minden pontjanak involucids tarsa a kettspont.
Ezt ugy lehetne elképzelni, hogy az egymashoz: vegtelen kozelesé két ket-.
téspont M és N kozrefogjak A-nak tarsat A’-t és ha A mozog is, M és N
 nem engedlk A’-t elmozdulni. :

Az egyenesen adott involucié kettéspontjainak szerkesztese
. Elészér azt az altalanosabb esetet targyaljuk, amikor egy egyenesen egy

projektivitds van adva s meg kell hatdrozni annak kettospontJalt Azutan '

..az itt térgyalt ejarast alkalmazzuk az involuciéra.
. Legyen adva p egyenesen egy projektivitds A, A, A;” A B, Bq B;: Fal-
- adat ezen ‘projektivitas kettdspontjainak meghatarozasa
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Felvesziink egy a p egyenesen atmené sikon egy- kupszeletet és- en-
nek egy tetszéleges p-n kivili P pontjabol. proicidljuk a p-n lev6-A, A, A,
A B, B, B; prOJekt1V1tas homolég pontjait.. Igy a kupszeleten két pont-
sort A A; Aj-at és B; B) Bi-at nyeriink, amely pontsorok projektivek:
AlAJAB~ BZB Bj mert a két sugarsor, mely ezen projektivitds homoldg
~ pontjait proicialja, projektiv és-P tartojuk a kupszeleten fekszik.

Szerkesszilk meg a kupszeleten levé A, A, A, A B[ B; B; projektivi-
tas tengelyét. A tengely metszi a kupszeletet két pontban Ezek lesznek a
kupszeleten levé projektivitas kettéspontjai. Ezeket a pontokat a kupszele-
ten felvett P pontbél proicidljuk a p egyenesre, igy nyerjik p egyenesen
adott projektivitas kettéspontjait. '
A p'egyenesen adott projektivitds egy tetszéleges Ax pontjadnak ho-
" molog tarsat By-et is meg tudjuk hatdrozni. Ay -et proicialjuk a kupsze-
let P pontjabél s nyériink a kupszeleten A; pontot. A pontot proicialjuk
B{ -bél a projektivitas tengelyére, igy nyerjiik Cy pontot. Ezt a Cy pontot,
- proicialjuk Aj -b6l a kupszeleire, nyerjiik By pontot. Ezekutan Bj-t
visszaproicidljuk a kupszelet P pontjabdl p egyenesre, nyerjik Ay -nek.
"homolég tarsat- By -et. -

Ha a kupszeleten levé projektivitds tengelyén felvesziink egy tetszé-
leges X pontot és azt pr0101al]uk a kupszelet A} ill. B; pontjaibél a kup-
szeletre, akkor azon Aj és Bi pontokat nyer]uk Ezeket a kupszelet F
pontjabdl proicidljuk a p egyenesre, nyerjiik A, és B, homolég pontokat..
"Tehat ha adva van egy egyenesen egy projektivitas, akkor egy kupszelet
segitségével annak kettospont]al és homoldg pontparJal megszerkeszt-
heték.

Legyen adva p egyenesen egy involucio: A, A, B, & A, A, B,, mely--

- ben az involuciés parok A, A, :B, B,. Megszerkesztendo az 1nvoluc1o ket--

: tospont3a1 . :

. A kupszelet tetszoleges P pont]abol pr01(:1a1]uk a p. egyenesen levé:
A, A, B,A A, A, B,, involuciét. Igy a kipszeleten létrejon AJA; B 7 A A B;.

1nvoluc1o mert p egyenesen levd involuciét proicialé sugarak P tartdja a

kupszeleten van és a két sugarsor involuciés.

Majd meghatarozzuk a kupszeleten lev6 A; A; B & A; Al B, invo-.
lucié tengelyét, o-t és centrumat O-t. Az o egyenes a kupszelet az involu--
ci6 két kettéspontjaban K; és K;j -ben metszi. Ha ezt a két kettSspontot:
a kupszelet P pontjabél proicidljuk p egyenesre, nyerjik az egyenesen.
" ‘adott-involuci6é két kettéspontjat, K,-et és K-,-6t. . S

Ha a kupszeleten levé A[ A; B A A; A] B, involucié tengelye o 4t--
‘megy 4 kupszelet azon P pontjan, melybédl az egyenesen adott involucid: .
homolég pontjait proicialtuk, akkor a p egyenesen levé involucié egyik ket-
téspontjat a kupszeleten levé involuci6 tengelye metszi ki, a masik kettés-:
pontjat a kupszelet P pontjahoz, mint a kupszeleten levs involucié kettds--
pontjahoz huzhato érinté metszi ki. : .

Ezekutan szerkessziik meg a p egyenesen adott 1nvoluc1oban az invo- -
lucios parokat. A kupszeleten levé involucié tengelyére most nincs is szik-.
ség, csak az involucié centrumat kell ismerni. A centrum A; A;, B; B.
egyenesek metszéspontja. (A; A; . Bi- B;) = 0. Az.O centrumon félveszink
egy egyenest; ez metszi a kupszeletet B*; A’ involucids parban. Ezt vissza- .
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pr o1c1a1]uk a kupszelet P pontJabol p egyenesre és nyerjik az A ; ;B invo-
lucids part.

Ha egy egyenesen akarunk involuciot létesiteni, igy JaLJunk el: Meg-
adunk egy kupszeletet és felvesszilk azt a p egyenest melyen involuciot
akarunk létesiteni. Ha elliptikus involuciot akarunk; akkor a kupszeleten
beliil felveszink egy O pontot. O pont a klllpszeleten elliptikus involuciot
1étesit, melynek inveluciés parjait O-n dtmené egyenesek metszik ki a kup-
szeletb6l. Fektessiink at O-n egy egyenest. Ez metszi a kupszeletet A és B:
pontckban. Ha A] és B] pontokat a kupszelet tetszéleges P pontjabol proi-
- cidljuk p egyenesre, ugy azon nyerjik A,; B, pontpart. Ha az o-n felvett
egyenest O koriul forgatjuk és ezen forgd egyenes metszéspontjait a kup-
szelet P pontjabél p egyenesre proicidljuk, akkor az ad’ott p egyenesen
elliptikus involucié jon létre.

Ha O pontot a kupszeleten kiviil vesszuk fel, akkor O a kupszeleten
hiperbolikus involuciét indukal. Ezt az el6bbi eIJaras szerint proicialva p
egyenesre, azon hiperbolikus involucié jon létre. -

A mdsodfokzi egyénlet gydkeine’k megsz'erkesz_tése.

Az egyenesen levé involucio egyenlete: ax,y,+b (x,74y,) +c =o.
"~ Kettéspontok azok a pontok, amelyek tarsaikkal Osszeesnek: x, =y, és igy:
a x; —+ 2bx; + ¢ = 0. Ez pedig méasodfoku egyenlet, tehdt minden maésod-
foku egyenlet egy involucié kettés pontjait meghatdrozd egyenlet. Pl
5x* —3x + 5= 0. Ez az egyenlet egy involucié kettéspontjait hatarozza
meg. Az involucié egyenlete 5x, y1— 3 (X, -+ y;) + 5 = O. Helyettesit-
siik x, = o, nyerjiik y,-et, majd helyettesitsiik 1-et, kapjuk y; -Ost. Az igy
kapott két pontpar (O yi1).és (1 Yi) Egy egyenesre felrajzoljuk ezen' invo- :
lucids parokat. Majd az egyenes sikjaban felveszink egy kupszeletet, mely-
nek egy P pontjabél proicialjuk az egyenesen levd involuciét. Ezzel a kup-
szeleten involucié jon letre, melynek kettdspontjait visszaproicialjuk az
egyenesre és kapJuk az egyenesen lev$ involucio kettéspontjait. Ezek lesz-
nek az adott 5 x* — 3 x 4+ 5 = 0. egyenlet gyokei. o

A kupszeleten levdé két involucid kizdés elempdrijdnak meghatarozasa

Legyen adva a kupszeleten két involucié. Nézzik, van-e a két involu-
cidnak koz6s elemparja, vagyis olyan elemparJa amely mlndket mvolu—
ciéban involuciés par. '

Az egyik involuciot ad]uk meg az A A’ BB pontpa1 okkal és -a-ma-
sik involuciot .A; Af, B, Bi pontparckkal. Az elsé involucié centruma C,
és a masodik involucié centruma C, megszerkesztheto Az elsé involucidban
barmely involuciospar egy egyenesben vah C,-el, ugyancsak a masik in-
volucié barmelyik involucids . parja egy egyenesben van C,-vel. Messe
C, C, egyenes a kupszeletet X, X, pontokban. Ez az X, X: pontpir lesz
mindkét inveluciéban a kézés involuciospar, mert X, X, pontparnak megvan
az a tulajdonséga, hogy az egyik involuciéban C,-el, a masikban C.-vel egy
egyenesen van. Ezért. mondhatjuk azt, hogy a két involucié,centrumat Gsz-
szekotd egyenes metszi ki a kupszeletbdl a két involucié kozds elemparjat.

A kupszeleten -levé két involucionak legfeljebb csak egy kozds pont-
parja lehet, mert C; C, egyenes legjobb esetben csak két. pontban metsz-
heti a kupszeletet. Ez abbél is 14thatd, hogy involuciét két pontpar hataroz
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meg. Ha az involucionak két kozos elempar]a lenne, ugy a ket involucié-
nak szlikségképpen Ossze kellene esni. Ezek szerint ugyanazon kupszeleten
levé két kilonbozé involucionak = legfeljebb csak egy kozds pontparja
lehet. ’ ’

Ha az egyik involucié centruma C, a kupszeleten belil van, a masik
-involucid centruma C, pedig a kupszeleten kiviil van, ill. ha az egyik invo-
Jucié elliptikus, a masik pedig hiperbolikus, akkor a két involuciénak min-
dig van kozds elempérja, mert ekkor a két centrumot 6sszekéts C, C, egye-
‘nes mindig metszi valos pontokban a kupszeletet. Ha a két involucié ellip-
tikus, akkor mindkettének centruma C, és C, is a kupszeleten belil van

és C, C, egyenes ekkor is metszi a kupszeletet Tehat a két involucidnak
ekkor is van kozds elemparja.
Legyen a két involucié hiperbolikus és olyan, hogy a centrumukat 6sz-

szekoté C, C, egyenes érintse a- kuipszéletet. Ekkor a kozds pontpar a két
involuci6 egyik kettés pontja. Most az egyik kett6s pont mindkét involu-
ci6ban ugyanaz, vagyis a két involucié tengelye a kupszeleten metszi egy-
mast. Ez a pont a két involucié kozds pontparja. ' .

Lehet azonban az is, hogy a két hiperbolikus involucié centrumat &sz-
szekoté egyenes metszi a kupszeletet valés pontokban, lehet az is, hogy nem
metszi valds pontckban. Az elsé esetben van a két involuciénak kbzb's elem-
parja, a masodik esetben nincs koz6s valos elemparija.

Ha egy kupszeleten két hiperbolikus involucié van adva, konnyen el-
donthetd, hogy a kozbs elempar valds-e, vagy pedig képzetes: Az egyik in-
volucié kettéspontjai: M; N, a masik involucic’) kettéspontjait V és W. A két
 involucié centrumat 9sszekotd egyenes metszi ki-a két hiperbolikus involu-
. ¢i6 kozos elemparjat (P, P,)-et. Ennek olyannak kell lennie, hogy harmo-
- nikusan véalasztja szét M N, ill. V W-ét. Tehat P, P,azM N és V W pont-
parok altal meghatarozott Uj involucié kettds pontjainak tekinthets. P, és
P, csak akkor valés, ha M N és V W nem valasztjdk szét egymast. Ha M N
és V W szétvalaszijak egymast, akkor az M N és V W altal meghatarozott
involuci6 elliptikus, akkor P, és P, nem lehet valés. Tehat azt mondhatjuk,.
hogy egy kupszéleten levé két hiperbolikus involuciénak kozos pontparja
-valés, vagy képzetes, aszerint, hogy a két involucio6 kettospontjai egymast -
nem valasthak szét, vagy szetvalaszt]ak

Legyen adva p egyenesen két involucié: I = (A, B,, A, B:) feladat a
két involucié  kézds pontparjat meghatarozni..

- A szerkesztést arra az esetre mondom el, amikor az adott I involucié
hiperbolikus és az I’ involucio elliptikus. Felvesziink egy kupszeletet. Erre -
proicialjuk-egy tetszéleges P pontbol mindkét involuciét. Elészor proicial-
juk T involuci6t, igy a kupszeleten nyerjiik (A} B, A} B}) =1I° invo-
luciot. Az A} B0 és A} B} egyenesek metszéspontja az I° involucié cent-
ruma: (A} B0 A} B)) = C° Mivel I involucié hiperbolikus, azért C° a kup-
_szeleten kiviil van: C’-on 4tmend egyenesek metszik ki a kupszeletbsl az I°
involucié involucios péarjait. Ezutdan I’ involuciét proicidljuk a kupszeletre
ugyancsak a kupszelet P pontjabdl. I’ involucié elliptikus, tehat proicidlas
utan a. kupszeleten is elliptikus involuciét nyeriink, melynek involucids
parjai (A® B, A}® B)") =1'°. Ennek centruma C’° az A°B;® és A} B’
egyenesek metszéspontja a kupszeleten kelil van. C° C° egyenes
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metszi a kupszeletet két pontban, mert elliptikus ponton atmend minderr -
egyenes metszi a kupszeletet. A két metszéspont az 1° involuciéban is; az
I'* involuciéban is involuciés par. A kozds elempéart proicidljuk p egye-
nesre, igy nyerjlik p egyenesen adott két involucié kozés elemparjat. Ha
p egyenesen adott két involucié elliptikus, akkor a kozbs pontpar valos.
Ha az egyik hiperbolikus, a masik elliptikus, a k6z6s pontpar akkor is va-
los. Ha mindkét. involucio hiperbolikus, akkor tébb eset van: 1. Lehet,
hogy van, 2. lehet, hogy nincs, 3. lehet, hogy a kozos pontpar osszee51k

Egyenesek és pontok osztalyozasa

A kupszelet a sik minden egyenesén indukdl involuciét. Ha egy egye-
' nes valdés pontokban metszi a kupszeletet, ekkor ez rajta hiperbolikus in-
voluciét indukél. Ezek a hiperbolikus egyenesek. A kupszelet azokon az
egyeneseken, melyek azt képzetes pontokban metszik, elliptikus involuciot
indukal. Ezek az elliptikus. egyenesek. A kupszelet az. ermtom paraboh-.
_ kus involuciét indukal. Ezek a parabolikus egyenesek. -

"~ Vegylink fel egy kupszeletet és egy tetszéleges, mondjuk a kupszele-
tet metszé egyenest. Ezt az egyenest tekinthetjiik egy a kupszeleten levé
- involucio tengelyenek amely involuciénak kettdspontjai a kupszeletnek -
egyenessel valé metszéspontjai. Ezzel a kupszeleten hiperbolikus involucié
van adva, melynek involucioés parjai megszerkeszthetok Hasonl6éképpen
szolhatunk az elhptlkus és parabohkus egyenesekrol. -

A kupszelet a sik pontjain is indukal involuciét. Ha egy H pont a-
kupszeleten kiviil van, akkor a kupszelet rajta hiperbolikus involuciét in-
dukal. Ha H pontot egy sugérsor tartéjanak gondoljuk, akkor kénnyen be- -
lathato, hogy ezen sugarsor két sugara érinti a kupszeletet. Az ilyen H pon-
tot, melynek az a sajatsaga, hogy beldle a kupszelethez valos érint6 huz—
hato hiperbolikus pontnak nevezziik.

Ha egy. E pont a kupszeleten. beliil van, akkor a kupszelet raJta elhp—
tikus involuci6ét indukal. Ezen pontbol a kupszelethez valods ermto nem
huzhat6. Ezek az elliptikus pontok.

A kupszeleten levé P pontban az. 1nvoluc1o parabohkus Itt P ponton
~ atmend sugarsornak van egy kettos sugara. Ezek-a P pontok a parabohkus
pontok.

Ha a kupszelet H ponton hlperbohkus involuciét mdukal akkor a
pont a kipszeleten egy ugyanolyan involuciét indukal. H ponton egy sugéar- -
sort képzeliink, melynek sugarai fogjak kimetszeni H altal. a kupszeleten
indukalt- involucio . involucios -parjait.. Ez az involucié hiperbolikus, mert
centruma H a kupszeleten kiviil van és tengelye metszita.kupszeletet. ,

Tehat a sik pontjai a kupszeleten levé involuciok centrumalkent fog-
hatok fel.

Most mar az is lathato, hogy egy hlperbohkus pont polarisa hiperbo- -
likus, elhptlkus pont polarlsa elllptlkus és parabolikus pont polarisa para-
bohkus

‘Legyen a ‘sikban egy P, elhptlkus pont Vegyunk fel rajta egy tetszo-.
leges x egyenest. Kérdés: van-e ‘ezen az.egyenesen hiperbolikus .pont?
Van, mégpedig végteleniil sok. Huzzunk a kidpszelethez egy érintét. Ez
- metszi x egyenest P, pontban. Ez a pont hiperbolikus, mert beldle a kup-
szelethez két valés érinté huzhaté. P, a kupszeleten ellip’c’.ikus,’P2 ‘hiper-
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bolikus involuciot indukal. A kupszeleten két involucié keletkezett, ezek-
nek kettéspontjait a kipszeletbsl P, P, egyenes metszi ki. Ez azt is ki-
mondja, hogy az elliptikus pont minden egyenesén van a kupszeletnek két
valés pontja. Tehat az elliptikus ponton adtmend egyenesek hiperbolikusak.
Az elliptikus ponton atmené egyenesnek van olyan darabja, melyen csak
elliptikus pontok vannak és van olyan darabja, melyen csak hiperbolikus
pontok vannak. A kupszelet tehat két részre osztja az elliptikus ponton at-
mené egyenest. Az elliptikus reszt a hiperbolikus részt6l egy egy paraboli-
kus pent vélasztja el. '

Ezek szerint a sik Osszes pont]alt kupszeleten belil 1evo vagy ellipti-
kus pontok, kupszeleten kiviil levd, vagy hiperbolikus pontok( és végil
kupszeleten lev6é vagy parabolikus pontok csoportjaba oszthatjuk.

Most még azt vizsgaljuk meg, milyen sajatsdga van az elliptikus egye-
nesnek. Elliptikus ponten_nincs a kiupszeletnek.egyenese. Elliptikus egye-
"nesen nines a kupszeletriek pontja. Elliptikus pont peldrisa elliptikus, ellip-
iikus egyenes pédlusa elliptikus.

Az E elliptikus ponton vegylink fel egy tetszéleges p egyenest. Ezt az
egyenest a kupszelet két részre osztja. p egyenesnek a kupszelettel valé .

metszéspontjai P, P, parabolikus pontok. P, P, szegmentumon az ellipti-

kus, P: P, szegmentumon a hiperbolikus pontok vannak (P,-t6l P, felé ha-
ladtunk az egyenesen), és igy p egyenes. az e elliptikus egyenest hiperboli-
-kus pontban metszi. Ezzel azt mutattuk ki, hogy az elliptikus egyenes min-
den pontja hiperbolikus. Elliptikus egyenesen nem lehet elliptikus pont,
mert az elliptikus pontnak az a sajatsaga, hogy annak minden egyenese
metszi a kipszeletet és az a kupszeletbe van bezarva. Elliptikus pont min-
den egyenese hlperbohkus elliptikus egyenes minden pontja hiperbolikus.
Elliptikus pont'minden egyenesén van a kipszeletnek két pontja, elliptikus
egyenes minden pentjan van a kupszeletnek két egyenese.

A kipszelet tengelyemek szerkesztese

A konJugalt irdnyok mentén haladdé diamétereket kon]ugalt dlamete-
reknek nevezziik. Ezek kozott van két egymasra merdleges diaméter. Eze-
ket a kupszelet tengelyeinek nevezziik. Ezek megszerkesztése sziikségessé
teszi a kovetkezd feladat targyaldsat: Adva van S pontban egy involucié az
" a, by ; a, b, sugarparokkal. Feladat az egyméasra merdleges sugarpart meg-
hatérozni. Felvesziink S ponton egy kort, melynek centruma C. Ezen kup-
szeletet az S pontban adott involuciés parok rendre A, B, A, B, pontokban
metszik. Az A, By ; A, B, pontparok a kupszeleten egy involuciét alkot-
nak, melynek centruma C’ megszerkeszthet6. A koron van még egy invo-
luci6é; melyet a kor centruma C indukal. C-ben az involucié - kords, azaz
olyan melyben az 1nvoluc1os tarsak egymasra merolegesek C 1ndukalta
ez nem szlikséges feltétel. A két 1nvoluc10nak mivel az egylk mindik elhp—
tikus, van ko6zos pontpéarja: D; D.. Ha D, és D,-6t S-bél poricialjuk,d, és d-
sugarakat nyerjiink, melyek egymadsra merélegesek.

Most mar a kupszelet tengelyel megszerkeszthet6k. A kupszelet cent-
ruméban, O-ban felvesziink két par konjugalt- atmérét: a a’ ; b'b’. Ezzel
O-ban a a’ ; b b’ konjugalt parokkal egy involuciot deflmaltunk melyben,
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« meréleges sugarpart keressiik. Felvesziink C kozéppontd kort, mely at- -
megy a kupszelet kézéppontjan, O-n. Ezzel a koron létrejon két involucid.
Az egyiket sajat centruma C indukélja rajta, a masikat pedig O tartéju su-
garsor metszi ki beléle: A A’ ; B B’ involuciés parokban. E két involuci6-
nak van kozoés pontja X Y. Pr01c1a13uk ezen koz0s elempart O- bol igy
nyerjik k kupszelet. x és y tengelyeit.

A kupszeleten létesitett involucidékkal kapcsolatban felvetett kérdése-
ket olyan mddon és Gsszedllitasban 1gyekeztem targyalni, hogy azok a fo-
iskolai oktatasban spec1ahs kolleglumkent is targyalhatok legyenek
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