
E G Y D I O F A N T I K U S E G Y E N L E T R Ő L 

Irta: SZÉP JENŐ 

Ez a dolgozat a főiskolai matematikai tudományos diákköröknek is szol-
gáltat anyagot. Tartalmában — tudomásom szerint — új és nyitott kérdéseket 
is tartalmaz. Az alanti problémának azt a speciális esetét, midőn a = 0 az 
1955. évi Schweitzer Miklós matematikai versenyre tűztem ki feladatul. 

Az alábbiakban a 
(1) p"—if r 
diofantikus egyenlet megoldásait határozzuk meg, ahol p,q,r prímszámokat 
jelentenek, a, 0, y pozitív egész számok, és (a, 0)>l. 

A megoldások megkereséséhez fel fogjuk használni B. H U P P E R T követ-
kező eredményét (Primitive, auflösbare Permutationsgruppen, Archiv der Math., 
Vol. VI, (1955), 303—310): 

A) 'A pa—= 1 (p, q prímszámok, a, 0 pozitív egész számok) diofan-
tikus egyenletnek megoldásai a következők: 

1. q = 2, a = 1, p = 2í>-{-1 (Fermat-jéle prímszám) 
2.q = 2,0_=3,p = 3,a = 2 
3. p = 2, 0=1, 9 = 2"—1 (Mersenne-féle prímszám). 
M E G J E G Y Z É S . , Az A)-be.Ii' eredmény elemi úton és elég könnyen nyerhető, 

tudományos diákköröknek jó feladatot jelent. 
Igazolni fogjuk a következő tételt: 
T É T E L . Az ( 1 ) alatti diofantikus egyenletnek megoldásai a következők: 
1. p = 3, a = 2, q = 2,0=2, r = 5, y=\ 
2. p = 5, á = 2, q = 2, 0=4, r = 3, / = 2 
3. p = 3, a = 4, q = 2, 0 = 6, r=\7, 7 = 1 
4. p = 2, a = 4, q = 3, 0=2, r = l, y=\ . t 
5. p = 5, a = 2, q = 3, 0 = 2, r = 2, y = 4 
6. p = 3, a = 4, q = l, 0=2, r = 2, y = 5 
7. (2° + 1 y—2ar< — ry diofantikus • egyenlet megoldásai,. ahol 2a + 1 = p -

és t] páratlan prímszámot jelent. 
8 . 3 2 , ? — 2 3 ' ' = f< diofantikus egyenlet megoldásai, ahol rj páratlan prím-

számot jelent. 
9. 2^'—(2^—1),? = f diofantikus egyenlet megoldásai, ahol 2^—1 = q 

és i] páratlan prímszámot jelent. 
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B I Z O N Y Í T Á S . Legyen («, /?) = Ekkor p"—q? = p"''1—q^"1 = RY (a = cc rí, 
£ = $'•}],i] > 1). Egyszerűen belátható, hogy p, q, r különböző prímszámok, 
és A) folytán i] > 1 miatt y > 0. 

Két esetet különböztetünk meg. 
1. páros szám (?; = 2«). 
Ekkor + = (a" = ccs, = 

pa"~ q p ' ' = f y ' , pa" - f - q P " = r̂ " (-/ + / = • / ) 2/7"" = n" + r<'-, 2 qP" = n"— f . 
(A „->" jel a „következik szót helyettesíti). 

Ha r=\= 2, akkor az utolsó egyenlőségből y' = 0 következik, ebből pedig 
pa"—qp " = 1. Alkalmazzuk A) eredményét a pa"—q?" = 1 egyenletre. Az 
A (1) esetben q = 2, p = 2?'+l, tehát (2?" + \f—2^"2 = r< — 
—»- -f-1 = r? Ez az egyenlet ugyancsak A) szerint csak úgy állhat fenn, 
ha vagy y = 1, mikor is r = 2P"+1-f-1, tehát /?"=1 (ugyanis p és r prím-
számok és így /?" és 1 2-nek hatványa) és így a tétel 1. megoldását 
nyerjük, vagy r = 3, /?" = 2, mikor a tétel 2. megoldásához jutunk. Az A (2) 
esetben p = 3, «." = 2, g = 2, /5" = 3 — (32)2—(23)2 = —'r= 17, y = l . 
Ez az eredmény a tétel 3. megoldását adja. Az A (3) esetben p = 2, /S"=l, 
•q = 2a" — 1 —>• 2" 2—(2" —l)2 = rY —* 2" +1—1 = rY. Az utolsó . egyenlet 
ugyancsak A) folytán csak a y = 1 esetben állhat fenn. Minthogy q = 2a —1 
es r = 2"+1—1 mindketten prímszámok, ezért a" és « " + 1 is prímszámok, 
tehát a" = 2. Ez az eredmény a tétel 4. megoldását adja. 

Ha r = 2, akkor = — 2y'-1-*y' — 1 = 0 — = 1. Az 
utóbbi egyenletben (A) szerint)' ¡3"= 1. Minthogy pa" = 2^"-1+l, ezért 
(A) szerint) vagy « " = 1, mikor is (<7 = 2">'"-1 —1, /7 = 2"»1 1 -f-1 miatt) 

1 = 2, tehát p = 5, q = 3 és így a tétel 5. megoldását kapjuk, vagy 
••«" = 2, p = 3, 1 =3-+(32)2—(2;1—1)2 = 2T, amiből a tétel 6. meg-
oldása áll elő. 

2. íj. páratlan szám. 
Mindenekelőtt igazoljuk, hogy ezen esetben íj prímszám. Tegyük fel 

ugyanis, hogy i] nem prímszám, azaz i] = gi]'~(Q prímszám, r[ > 1). Ekkor 
a pa'n—q-'r' = ry egyenletből (pa'f — (q^Y = rY (y >0) következik. Minthogy 
í>>l ~*y—y' >2 (ugyanis pl. teljes indukcióval igazolható, hogy rv'e = 
= \(pa'y—(q*Y]Q<(pa'y'Q—(<f'y'e=ry, amiből látható, hogy y—y >2). 

A :(pa'f=(qpy + ry'- helyettesítéssel + { ] ) / • • • 

• • - -t- j j ^̂ '̂ '/o-'íe-i) -j_ /-re = Az utolsó egyenlőségben,-ha e=f=r> akkora 

11 j tag kivételével minden tag osztható r^'+1-gyel, ha Q = -r, akkor 
iigyanezen tag kivételével minden, tag osztható ry'+2-vei.és.így mindkét eset-
ben ellentmondáshoz jutottunk. Tehát t] páratián prímszám. 

Most két alesetet különböztetünk még. 
a) pa'—qP'^=ry'> 1. Ekkor ugyanúgy, mint előbb y—y' >2 és a 

A f + r Y X - / l = ( 7 { )q n r ' - l ] *r Y • • • + ( , , ! i ) 9 = r\ egyenlő-
ségből ellentmondásra jutunk, tehát ezen esetben megoldás nincsen. 
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b). pa'—qP'=\. Erre A) eseteit alkalmazva közvetlenül nyerjük á tétel 
7., 8., 9. megoldásait. 

N Y I T O T T K É R D É S E K : 

1. Melyek a tétel 7., 8., 9. alatti diofantikus egyenleteinek megoldásai ? 
Lehét-e ezekben y > 1 ? Végtelen sok megoldás van-e, vagy véges sok ? 

2. Melyek a p"—q?.= ry diofantikus egyenlet megoldásai, ha (a, /?) = 1 ? 

UBER EINE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG 

Von J. SZEP 

Mit Hilfe eines Satzes von B . H U P P E R T (Primitive, auflösbare .Permuta-
tionsgruppen, Archiv der Math., Vol. VI, (1955), 303—310) wird gezeigt: 

S A T Z . Die diophahtische Gleichung p"—qß = f1 p, q, r Primzahlen, ct, ß, y 
nichtnegative ganze Zahlen, («, ß) > 1 hat nur die folgenden Lösungen (>] ist 
•eine ungerade Primzahl): - - - — 

1. /7 = 3, « = 2, 9 = 2, ß== 2, r = 5, 7 = 1 
2. /7 = 5, a = 2, q = 2, 0 = 4, r = 3, 7 = 2 

• 3. p 3, « = 4, 9 = 2, /? = 6, r 17, 7 = 1 : 
4. p = 2, « = 4, 9 = 3, / ?=2 , r= .7 , 7 = 1 - • 
5. /7 = 5, « = 2, 9 = 3, 0 = 2 , r = 2, 7 = 4 
6 . j t 7 = 3 , ß = 4 , 9 = 7 , / 5 = 2 , r = 2 , 7 = 5 

1. die Lösungen der diophantischen Gleichuiig (2a1)'' — 2 a i ; = r , wo, 

8. die Lösungen der diophantischen Gleichung 32'' — 23'? = ry, 
9. die Lösungen der diophantischen Gleichung 2ß''—(2ß—\)v = rywo 

2 ' ' — 1 q ist. 
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