EGY DIOFANTIKUS EGYENLETROL
frta: SZEP JENO |

Ez a dolgozat a f6iskolai matematikai tudomanyos diakkoroknek is szol-
gaitat anyagot. Tartalmaban — tudomasom szerint — 1j és nyitott kérdéseket
1s. tartalmaz. Az alanti problemanak azt a specidlis esetét, midén e¢=§ az .
1955. évi Schweitzer Miklos matematlkal versenyre tuztem ki feladatul. -

Az alabbiakban a - : : : :

) .'-'p—qﬂ—
diofantikus ‘egyenlet: megoldasalt hatarozzuk meg, ahol p,q,r prlmszamokat'
]elentenek a, 8,y pozitiv egész szamok, és (¢, 8) > 1.
A megoldasok megkereséséhez fel fogjuk hasznalni B. HUPPERT kovet-
kez6 eredményét (Primitive, auflésbare Permutatlonsgruppen Archiv der Math
Vol. VI, (1955), 303—310):

A) A pe —qf—=1..(p, q primszdmok, @, 8 pozitiv egész szamok) dzofan- '
tikus egyenletnek megoldasaz a kévetkezok : ‘ :

Lqg=2a=1, p=241 . (Fermat-féle ivrz'msza'_m).
24 =2, 8=3, p=3, a=2 - o
3. p=2, ﬂ_l g—2°—1 (Mersenne-féle prt'msza’m) ‘

MEGJEGYZES. ‘Az A)-beli eredmény elemi iiton és elég konnyen nyerheto
tudomanyos diakkoroknek jo feladatot jelent. :
Igazolni fogjuk a kovetkezd tételt:

TETEL. Az (1) alatti dzofanttkus egyenletnek megoldasat a kovetkezok

p=3 a=2 q=2,8=2,r="5 y—1
p=>5, ¢=2, q==2, 8= 4,r—3, =
p=3, a=4,9=2, =06 r=117, y=1
p=2, a=4,9=3, =2, r=1 y=1 . %
p—05, e=2; =3, =2, r—2, y—4 |
p=3, a=4, qf~7, =2, r=2 y=5
1. 2°+1)"—2""— 1" diofantikus-egyenlet megolddsai, . ahol 2° 41 =
es 77 pdratlan przmszamot Jelent.

8. FPv—2Br=ry dlofantzkus egyenlet megoldasat ahol 7 paratlan prtm— '
szdmot jelent.

9. 2% (2’3 N'=r" dzofanttkus egyenlet megoldasaz ahol 2°— 1,= g
és 1 paraﬂan przmszamot Jjélent.
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BizonyiTAs. Legyen (e, 8) ==1. Ekkor p*—q° = p*i—qgf" —=r¥ (e=c'y,
ﬂ gny n>1). Egyszeruen belathato, hogy pgr kiilonbdz6 prlmszamok
és A) folytan 7 > 1 miatt y > 0. ‘ :

- Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. % paros szadm (7= 2s): ‘ :

Ekkor pri—gf2=(p='—g#") (p"' + 47 ) =1 (=5, ' —@'8) >
Pt =0, p gl =1 (P =) o 2P = 1Y, 29 =1 =Y
(A ,—“ jel'a ,kovetkezik szét helyettesm)

Ha r==2, akkor az utolsé egyenldségbdl =0 kovetkeznk ebbol pedig
P —q?"=1. Alkalmazzuk A) eredményét a p° —g#" =1 egyenletre. Az
A (1) esethen g=2, ¢«’=1, p=2F"+1, tehat (27" +1) —22 =Y —
— 28" 41 =prv. Ez az- egyenlet ugyancsak A) szerint csak ugy allhat fenn,
" ha vagy v=1, mikor is r=2% 41, tehat 37 =1 (ugyanis p és r prim- -
szamok és igy B és p”--1 2-nek hatvanya) és igy a tétel 1. megoldasat
nyerjiik, vagy r=3, 8” = 2, mikor a tétel 2. megoldasihoz jutunk. Az A (2)
esethen p=3, «'=2, ¢g—2, f'=3—>3)N—(2)P=r —>r=11, y=1
- ‘Ez az eredmény a tetel 3. megoldasit -adja. Az A-<(3) esetben p=2, §"=1,
q=2""—1 2"~ —1p=r">2""—1=r". Az utolso . egyenlet
ugyancsak A) folytan csak a y=1 esetben 4llhat fenn. Mmthogy g=2""—1
és r=2"""—1 mindketten primszamok, ezért ¢” és «”+1 is prlmszamok
tehat «”=2. Ez az eredmény a tétel 4. megoldasit adja.

Ha r =2, akkor ¢f ==2v"71—2V-1 o' 1 =0-—2¥"1—¢f" =1. Az
utobbi egyenletben (A) szerint) " ”=1. Minthogy p*" =2v""14-1, ezért
. (A) szerint) vagy «”==1, mikor.is (g=2v"1—1, p=2""'+1 miatt)
/ —1=2, tehat =25, q—3 és igy a tétel 5. megoldasat kapjuk, vagy
' =2, p=3, v’ 1—3—>(3") —(2 —1) —2v, amib6l a tétel 6. meg-
-oldasa all elo. ’ : '

2001 paratlan szam.

Mindenekel6tt igazoljuk, hogy ezen esetben 7 prlmszam Tegyuk fel
.ugyams hogy 77 nem primszam, azaz 7)—07) (@ primszam, 7" >1). Ekkor

a ptl—g i =r" egyenletbdl (p° VY —(g°)" =1 (y>0) kovetkezik. Minthogy
p>1—+y ¥ >2_"(ugyanis pl. teljes indukcidval igazolhaté, hogy rve—

=[(p")"— (q Fye< (p“')’?"’ ("Y'=, amibsl lathato, hogy y—y'>2).
' A'(Pa’)" (q Y helyettesitéssel @7 4 — ﬂ N (i’)q"'"'“"” [

e (Oﬁ ]) g7 pyeh L rV e=rv. Az utolso egyenlosegben ha ¢ :%: r, akkor a

’(g'} gFmen Y tag kwetelevel minden tag oszthaté rY+'-gyel, ha o=r, akkor

ugyanezen .tag. Kivételével minden. tag oszthato rV*’-vel és_igy mindkét eset-
- ben' ellentmondashoz jutottunk. Tehat 7 paratlan prlmszam :

Most két alesetet kiilonboztetiink meg. E
- a) p° —q/3~ry > 1. Ekkor ugyanugy, mint elobb y—y'>2 és a
A A= = (1) (1 ) YO L= 1" egyenld-
segbol ellentmondasra ]utunk tehat ‘ezen esetben megoldas mncsen '
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b). p* —g#f — 1. Erre  A) eseteit alkalmazva kozvetlenul nyer]uk a tétel
7, 8., 9. megoldasaxt :

NYITOTT KERDESEK: » ' o

1. Melyek a tétel 7., 8., 9. alatti - dlofantxkus egyenletemek megoldasal'J

Lehet-e ezekben y > 17? Vegtelen sok megoldas van-e, vagy véges sok? _
2 Melyek a p~ —qﬂ*ry diofantikus egyenlet megoldasai, ha (e, ,8)__ 1?

i

UBER EINE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG

Von J. S7EP

. Mit Hilfe eines Satzes von .B. HUPPERT (Pr1m1t1ve auflosbare Permuta-
tionsgruppen, Archiv der Math,, Vol. VI, (1955), 303—310) wird gezeigt:
SaATz. Die diophantische Glezchung pr—agf=r p,q,r Przmzahlen «, p’,
nichtnegative ganze Zahlen (a /)‘) > 1 haz‘ nur dze folgenden Losungen (n lst
eine ungerade - Primzahl): ‘ ‘ e :

1.,p_*3 «=2, =2, =2, r=5, },:1 '

" 2. p=5, (t:2, (]:2, ﬂ:4, r:3) }’:2

3. p=3, ¢c=4, ¢q=2, §=06, r=17, v=1

4. p=2 ¢e=4,q9q=3, =2, r=1, y=1 .

5p:5 CC—2, q=3v p’:27 f=.2,"}’:4 ’

6. p=3, «=4, q—7 B=2, r_2, y=>5 |

1. die Losungen der dzophantzschen Gletchung (2 + ]) "=1r", wo .
2“+1~p ist, S

8. die Losungen der dzophantzschen Gleichung 32— 23’/:_1V.,

9. die Liosungen der diophantischen Gleichung 2P ° —1:)’7:%y wo
2ﬁ—1~q13t : A A ) _

251



