
HÁROMSZÖGSZERKESZTÉSI PROBLÉMÁK 

Í R T A : B E R K E S J E N Ő 

J e l e n d o l g o z a t b a n e l ő s z ö r i s á t t e k i n t é s t n y ú j t u n k a z e d d i g i s m e r t n e m 
s z é r k e s z t h e t ő e s e t e k r ő l ( a m i k o r a h á r o m s z ö g h á r o m f ü g g e t l e n a d a t b ó l k ö r z ő 
v o n a l z ó v a l n e m s z e r k e s z t h e t ő ) , m a j d r á m u t a t u n k a z e g y e s e s e t e k k ö z ö t t i ö s s z e -
f ü g g é s e k r e é s ú j p r o b l é m á k a t i s t á r g y a l u n k . 

A k ö v e t k e z ő t á b l á z a t a l e g k é z e n f e k v ő b b e s e t e k ö s s z e f o g l a l á s á t a d j a : 

Sor-
szám 

A d a t n e v e Jele Szerkeszthető-e 
a A v a g y n e m : 

Melyik dolgozat-
ban ta lá lha tó : 

1. Magasságvonalak ma> ml,' me igen közismert 

2. Magassági pont csúcsoktól való 
távolságai U, V, w nem [3] 

3. Magassági pont oldalaktól való 
távolságai 

ma-U 

mb-v 

mc-w 

nem [3] 

4. Súlyvonalak Sa> Sb> S, igen közismert 

5. Súlypont csúcsoktól való távol-
ságai 

2/3 • sa 

2./3-s6 

2/3 • .S'„ 

igen közismert 

6. Súlypont oldalaktól való távol-
ságai Pa'Pl'Pe igen 

ma 
" ' = 1 r 

stb. 

7. Belső szögfelezők nem [13]; [14] 

8. Beírható kör középpont jának 
a csúcsoktól való távolságai 

ea> eb'er. nem [8] 

9. Körülírható kör középpont jának 
az oldalaktól való távolságai dtt>db,dc nem [8] 

10. Külső érintőkor középpont jának 
a csúcsoktól való távolságai 

la A) 
1a B [ vagy 
'aC) 
h ¡11- V e 

nem [8] 
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J e l e n t s e : 

/ , r a b e l s ő é r i n t ő k ö r k ö z é p p o n t j á t é s s u g a r á t 
/ „ ; / - „ ) a k ü l s ő é r i n t ö k ö r ö k k ö z é p p o n t j a i t é s s u g a r a i t 
h\rb > ( a i n d e x ű a z A c s ú c c s a l s z e m b e n s t b . ) 
L-,r c ) 

O ; R a k ö r ü l í r h a t ó k ö r k ö z é p p o n t j á t é s s u g a r á t 
M a m a g a s s á g i p o n t o t 
S a s ú l y p o n t o t 

é s t e r m é s z e t e s e n A, B,C a c s ú c s o k a t « , B , y; a, b, c s z ö g e k e t i l l . o l d a -
l a k a t a s z o k á s s z e r i n t , 2 s = a + b + c. t p e d i g a t e r ü l e t e t . 

A 6 - o s e s e t r e m e g j e g y e z z ü k , h o g y a pu,pb, pc-ve\ j e l z e t t d a r a b o k é p p e n 
a m a g a s s á g v o n a l a k h a r m a d r é s z e i . V i l á g o s , . e z . h a f e l r a j z o l j u k a z ú n . k ö z é p -
h á r o m s z ö g e t ( m e l y n e k c s ú c s a i a z o l d a l a k f e l e z ő p o n t j a i . ) A k ö z é p h á r o m s z ö g 
a z e r e d e t i n e k 1 : 2 a r á n y b a n k i c s i n y í t e t t k é p e é s s ú l y p o n t j a a z e r e d e t i é v e l 
a z o n o s l é v é n a z o n n a l l á t h a t ó , h o g y 

m„ 

A 2 - e s é s a 9 - e s e s e t e g y m á s b ó l k ö v e t k e z i k , c s a k a k ö z é p h á r o m s z ö g e t 
k e l l f e l r a j z o l n i é s v i l á g o s , h o g y a j e l z e t t m a g a s s á g d a r a b o k é p e n d u p l á i a 
k ö r ü l í r h a t ó k ö r k ö z é p p o n t j a o l d a l a k t ó l v a l ó t á v o l s á g a i n a k . T e h á t : 

11 = 2 da = 2 /? c o s CC 
v = 2db = 2R cos ¡3 
w = 2dc = 2R c o s / 

U g y a n c s a k e g y m á s b ó l k ö v e t k e z i k a 3 - a s é s a 8 - a s , a m i n t a z t a [ 3 ] d o l -
g o z a t e g y i k k o r o l l á r i u m a m u t a t j a . ( T a l p p o n t i h á r o m s z ö g r e k e l l g o n d o l n i . ) 

1 1 . A 1 0 - e s a [ 3 ] d o l g o z a t u t o l s ó k o r o l l á r i u m á v a l a z o n o s t a r t a l m ú . 
N e v e z e t e s e n az ABC h á r o m s z ö g é s a z l j h h h á r o m s z ö g v i s z o n y á r a k e l l g o n d o l n i . 
ABC h á r o m s z ö g é p p e n t a l p p o n t i h á r o m s z ö g e / 0 / í , / c - n e k , e z é r t IaA,IaB é s / a C 
d a r a b o k a z I a I b l - r e v o n a t k o z ó a n egy magasságvonalat és az ugyanahhoz a 
csúcshoz tartozó két oldalnak a csúcstól a magasságvonal talppontjáig ter-
jedő részét j e l e n t i k . E z e k a z a d a t o k az ABC h á r o m s z ö g r e v o n a t k o z ó a n 

mn = c • s i n 

/ = c • c o s cc 

g =b • c o s a 

m„,f é s g a d o t t a k . í g y i s t á r g y a l h a t ó a p r o b l é m a é s p l . c = x-re i s m e r t 
ö s s z e f ü g g é s e k f e l h a s z n á l á s á v a l i r r e d u c i b i l i s n e g y e d f o k ú e g y e n l e t r e j u t u n k . 

1 2 . A 2 - . e s e s e t é r d e k e s k o r o l l á r i u m r a v e z e t , h a t o m p a s z ö g ű h á r o m s z ö g e t 
v i z s g á l u n k . M e g r a j z o l v a a t o m p a s z ö g e t é s a n n a k t a l p p o n t i h á r o m s z ö g é t , k a p u n k 
e g y n a g y h e g y e s s z ö g ű h á r o m s z ö g e t , m e l y r e n é z v e u , v , w a t o m p a s z ö g ű h á r o m -
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s z ö g két oldala és a közös csúcshoz tartozó magasságvonaldarab (csúcstól a magasság i pon t ig ) . T e r m é s z e t e s e n d i r e k t ú t o n i s t á r g y a l h a t ó e z a p r o b l é m a i s , 
t e h á t a d o t t n a k t e k i n t v e 

a , b é s w = 2 R c o s y - t E z u t ó b b i a z é r t é r d e k e s , m e r t k é t o l d a l a d o t t . 
E g y é b k é n t o l y a n e s e t , m e l y b e n 2 o l d a l s z e r e p e l t ö b b i s i s m e r e t e s . N e v e -

z e t e s e n : 
1 3 . N e m s z e r k e s z t h e t ő a h á r o m s z ö g , h a a d v a v a n k é t o l d a l é s a b e í r -

h a t ó k ö r s u g a r a [ 5 ] . 
1 4 . A k k o r s e m , h a a d v a v a n k é t o l d a l é s v a l a m e l y i k h e z t a r t o z ó s z ö g -

f e l e z ő [ 1 1 ] . 
1 5 . K i m u t a t j u k m o s t , h o g y a k k o r s e m s z e r k e s z t h e t ő a h á r o m s z ö g k ö r z ő 

v o n a l z ó v a l , h a a d v a v a n két oldal és a be- és kívülírható körök sugarának 
r 1 viszonya ^ p e r s z e ^ = ^ 

A [ 4 ] - e s d o l g o z a t b a n s z e r e p e l a 

2 r f a , a a1) , f b , b b~ l ^ í ^ 
R \b c bc J V Ö c ac j [a b ab J 

ö s s z e f ü g g é s . H a m o s t i t t 
r 

a , b é s - g = u a d o t t a k c = x-re n y e r j ü k a k ö v e t k e z ő e g y e n l e t e t : 

x3—x2(a + b) + x-[2ab(u + \) — (ö
2 + ö2)] + ű3 + ö3—ab-(a + b) = 0. 

T e r m é s z e t e s e n a = b - r e . e z r e d u c i b i l i s , d e á l t a l á b a n n e m . E g y é b k é n t 
e g y e n l ő s z á r ú h á r o m s z ö g e t r é s Z ? - b ő l s z e r k e s z t h e t ü n k , m e r t u g y a n c s a k [ 4 ] 
s z e r i n t e g y e n l ő s z á r ú h á r o m s z ö g r e 

é s í g y 7 a z a z a s z ö g e k k a p h a t ó k . 
1 6 . a , b é s R i s m e r e t é b e n s z e r k e s z t h e t ő a h á r o m s z ö g ( t r i v i a l i t á s ) . 
1 7 . r a , n , r - b ő i s z e r k e s z t h e t ő s z i n t é n h á r o m s z ö g . E z m á r n e m a n n y i r a 

t r i v i á l i s , d e a z 

i _ ± + ± + ± r ra /& rc 
t=]frrarbrc 

r a = ^ a s t b . m u t a t j á k h o g y a n . 

1 8 . N e m s z e r k e s z t h e t ő a h á r o m s z ö g , h a a d v a v a n a , b é s d c . E z p e r s z e 
l é n y e g é b e n a z o n o s e s e t 1 2 - v e l h i s z e n w = 2 d c . 

1 9 . H a a d v a v a n a , r , R a k k o r s z e r k e s z t h e t ő a h á r o m s z ö g , d e f e l h a s z -
n á l a n d ó E u l e r ö s s z e f ü g g é s e , m e l y s z e r i n t ' • 

OÍ' R2-2Rr 
e b b ő l 0 1 s z e r k e s z t h e t ő é s e z u t á n a d o t t s u g a r ú ( r ) k ö r t k e l l s z e r k e s z t e n i , m e l y 
a z a e g y e n e s t é r i n t i é s m e l y n e k k ö z é p p o n t j a a R s u g a r ú k ö r r e l k o n c e n t r i k u s 
01 s u g a r ú k ö r ö n v a n . 
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2 0 . É r d e k e s e s e t , h a ma,mb é s r v a n a d v a . B á r 1 3 . s z e r i n t a,b é s r 
e s e t e n e m s z e r k e s z t h e t ő , a m o s t a n i e s e t i g e n é s p e d i g e l é g k ö n n y e n , h i s z e n 

r ma mh mc 

é s i n n e n m a i s k a p h a t ó . 
2 1 . A [ 8 ] - a s d o l g o z a t t a r t a l m a z z a m é g a z IaA, IbB, IcC-ből való szer-

keszthetőség k é r d é s é t é s e i é g j e l e n t ő s s z á m o i á s s a i k i i s d e r ü l a s z e r k e s z t h e t ő -
s é g . V i s z o n t triviális, m e r t laIbIe h á r o m s z ö g n e k IaA, IbBésIcC é p p e n m a g a s -
s á g v o n a l a é s a z ABC h á r o m s z ö g / „ / i , / c - n e k t a l p p o n t i h á r o m s z ö g e . 

E z e k u t á n t e r m é s z e t e s e n a d ó d i k a k ö v e t k e z ő v i z s g á l a t : T e k i n t s ü n k a z 

l,la,h,U p o n t o k a t . ^ ^ j = 6 t á v o l s á g t a r t o z i k h o z z á j u k é s e z e k b ő l 3 - a t 

^ j = 2 0 f é l e k é p v á l a s z t h a t u n k k i . P e r s z e e b b e n a 20 e s e t b e n v a n n a k , a m e l y e k 

a z o n o s e s e t e k , c s a k c i k l i k u s s o r r e n d i k ü l ö n b s é g e t m u t a t n a k . V i z s g á l j u k a 
k ü l ö n b ö z ő e s e t e k e t : 

2 2 . JaIb, IbIc, IcIa e s e t t r i v i á l i s a n s z e r k e s z t h e t ő . ( T a l p p o n t i h á r o m s z ö g . ) 
2 3 . I I a , I h , h h ( v a g y c i k l i k u s a n ) t r i v i á l i s a n s z e r k e s z t h e t ő . 
2 4 . I la, l h, I lc nem szerkeszthető, h i s z e n e z Ia h l-re é p p e n a 2 - e s e s e t . 
2 5 . I Ia, Ia h, Ia h ( v a g y . c i k l i k u s a n ) ez sem szerkeszthető, m e r t e z é p p e n a 

1 2 - e s e s e t . 
2 6 . I la, I.h é s IaIc v a g y I I a , I h é s IbIc ( v a g y c i k l i k u s a n ) . E z a z e s e t 

d i r e k t m ó d o n f o g a l m a z v a a z a z e s e t , h a a d v a v a n u, v é s a. E z s z e r k e s z t h e t ő , 
m e r t u = a c o t g a - b ó l [ 3 ] a, u = 2R c o s a - b ó l R m a j d i> = 2 / ? c o s / ? - b ó l /? s t b . 
k a p h a t ó . 

2 7 . V é g ü l m a r a d 

Ialb, ¡ah é s I Ib v a g y la h, ¡ah é s IIC 

( e s e t l e g c i k l i k u s a n ) e s e t . E z l é n y e g é b e n a z a, b, u e s e t é s n y i l v á n s z e r k e s z t h e t ő . 
V é g ü l t e h á t m i n ő s é g i l e g 6 k ü l ö n b ö z ő e s e t t e l á l l t u n k s z e m b e n é s e z e k b ő l 

4 v o l t s z e r k e s z t h e t ő , 2 n e m . 
A s z ö g f e l e z ő a z a g y a n ú s a d a t , m e l y s o k s z o r a s z e r k e s z t h e t e t l e n s é g o k a . 

M á r s z ó v o l t e g y i l y e n e s e t r ő l ( 1 4 ) . A [ l l ] - e s d o l g o z a t e m l í t i m é g a k ö v e t -
k e z ő k e t : 

2 8 . a, b é s wy s z e r k e s z t h e t ő . 
2 9 . c, mc é s wa n e m s z e r k e s z t h e t ő . 
3 0 . c, sa é s wa n e m s z e r k e s z t h e t ő . 
C s a t o l j u k m o s t i d e a 
3 1 - e s a,a,wa e s e t e t . E z j ó p é l d a a r r a , h o g y i l y e n k é r d é s e k b e n m i l y e n 

ó v a t o s s á g a j á n l a t o s , a é s a i s m e r e t é b e n u . i . R k a p h a t ó é s h a m o s t a R k ö r b e 
a z a h ú r t b e r a j z o l j u k é s a z í v f e l e z ő p o n t j á b ó l k i i n d u l ó s u g a r a k r a r á m é r j ü k 
i v 0 - t a - t ó l , a k k o r a v é g p o n t o k n y i l v á n a z e g y e n e s k o n h o i s á n ( N i k o m e d e s - f é l e 
k o n h o i s ) v a n n a k é s e n n e k k e l l e n e a k ö r r e l v a l ó m e t s z é s p o n t j a . A k o n h o i s 
v i s z o n t n e g y e d r e n d ű , t e h á t a s z e r k e s z t é s n e m v é g e z h e t ő e l , m o n d h a t n á n k 
k ö n n y e l m ű e n . V i s z o n t e l v é g e z h e t ő , a m i n t a z [ 1 2 ] - b e n m e g t a l á l h a t ó . 

E g y é b k é n t a s z e r k e s z t h e t ő s é g k é r d é s e , h a a p r o b l é m a i r r e d u c i b i l i s h a r -
m a d f o k ú e g y e n l e t r e v e z e t , a k k o r e l v a n d ö n t v e . M á s k o r a z o n b a n a h e l y z e t 
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n e m m i n d i g o l y a n e g y s z e r ű . M á r [ 1 ] f e l h í v j a a f i g y e l m e t , h o g y h a g e o m e t r i a i 
h e l y e k k e l o k o s k o d u n k , a k k o r , e l ő v i g y á z a t s z ü k s é g e s . P ) . a P a s c a l - f é l e c s i g a , 
m e t s z é s p o n t j a a k e t t ő s p o n t j á n á t m e n ő e g y e n e s s e l k ö r z ő v o n a l z ó v a l s z e r k e s z t -
h e t ő , d e p e r s z e t e t s z ő l e g e s e g y e n e s s e l n e m . É r t é k e s m e g á l l a p í t á s o k a t t a l á l u n k 
[ 9 ] - b e n i s , a m e n n y i b e n k i d e r ü l , h o g y i r r e d u c i b i l i s 5 - ö d , 6 - o d , 7 - e d , 9 - e d é s 
1 0 - e d f o k ú e g y e n l e t e k g y ö k e i s e m s z e r k e s z t h e t ő k . A z i r r e d u c i b i t á s e l d ö n t é s é : 
k ü l ö n b e n i g e n n e h é z a l g e b r a i v i z s g á l a t o k a t i g é n y e l e g y e s e s e t e k b e n . [ 1 0 ] , [ 1 3 ] . 

B e f e j e z é s ü l m e g k e l l e m l í t e n e m , h o g y e n n e k a t é m a k ö r n e k i g e n n a g y 
j e l e n t ő s é g e v a n a f ő i s k o l a i o k t a t á s s z e m p o n t j á b ó l . N e v e z e t e s e n a s z a k d o l g o z a t 
k ö t e l e z ő v é t é t e l e ó t a á l l a n d ó p r o b l é m a , h o g y . o l y a n t é m á t a d j u n k a h a l l g a t ó k -
n a k , a m e l l y e l m e g t u d n a k b i r k ó z n i é s a m e l y m é g i s ö n á l l ó m u n k á n a l a p u l , , 
t e h á t n e m p u s z t a m á s o l á s . A h á r o m s z ö g s z e r k e s z t é s e k t é m a k ö r e k i m e r í t h e t e t l e n 
e b b ő l a s z e m p o n t b ó l é s . i t t m i n d j á r t k ö z l ü n k i l y e n s z a k d o l g o z a t i t é m á k a t : 

1 . T e k i n t s ü k a z ma, mb, mc, sa, sb, sc é s wa 7 a d a t o t é s d o l g o z z u k f e l a . 
b e l ő l ü k a d ó d ó ö s s z e s l e h e t s é g e s s z e r k e s z t é s i f e l a d a t o k a t . E z ö s s z e s e n 

= = f e l a d a t , m e l y e k k ö z ö t t k ö z i s m e r t f e l a d a t o k i s v a n n a k , d e 

e d d i g m é g f e l d o l g o z a t l a n o k i s a k a d n a k k ü l ö n ö s e n a z o k , a m e l y e k b e n w a s z e -
r e p e l . 

2 . M á s a d a t c s o p o r t i s m e g a d h a t ó , p é l d á u l r, R, ra, rb, rc, a, ma s t b . A f e l -
a d a t o k r e n d s z e r e z é s e é s h o g y a h a l l g a t ó m e d d i g t u d e l j u t n i e g y - e g y p r o b l é m a , 
t á r g y a l á s á b a n a z m i n d i g e n j ó f é n y t v e t s z o r g a l m á r a é s t e h e t s é g é r e . 

3 . M, S, O, I m e n n y i r e h a t á r o z z a m e g a h á r o m s z ö g e t ? P e r s z e c s a k h á r o m 
a d a t o t j e l e n t e z a n é g y n e v e z e t e s p o n t . E z k ü l ö n b e n m á r i g e n n e h é z p r o b -
l é m a é s a b e l ő l ü k v a l ó s z e r k e s z t h e t ő s é g k é r d é s e k ü l ö n ö s e n . V e g y ü k p é l d á u l . 
M, O é s I-t, a k k o r i s m e r e t e s , h o g y 

OI2 = R2—2Rr 

M02 = R2( 1 — 8 c o s a c o s /? c o s y) 
v i s z o n t A í / - r e n e m t a l á l t a m ö s s z e f ü g g é s t a z i r o d a l o m b a n . E l ő s z ö r e z t 

k e l l e n e m e g k e r e s n i é s a z u t á n v i z s g á l h a t ó l e n n e a f e l v e t e t f p r o b l é m a . 
4 . H a a h á r o m s z ö g ú n . s z i m é d i á n j a i t i s b e v e s s z ü k a z a d a t o k k ö z é , a k k o r 

k ü l ö n ö s e n s o k ú j e s e t ü n k l e s z . ( S z i m é d i á n a s ú l y v o n a l n a k a s z ö g f e l e z ő r e 
v o n a t k o z ó s z i m m e t r i k u s a . ) A h á r o m s z i m é d i á n i s e g y p o n t b a n m e t s z i e g y -
m á s t é s h o s s z a 

hr , 

a s z ö g f e l e z ő é : 

m í g a s ú l y v o n a l é 

- = y . f 2 ( ö 2 + c 2 ) - a 2 

e z e k p á r o s í t á s á v a l i s s o k é r d e k e s e s e t a d ó d i k . P l . d a , w a é s s 0 - b ó l s z e r -
k e s z t h e t ő h á r o m s z ö g . 
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K ü l ö n b e n m e g í r á s r a v á r e g y n a g y m é r e t ű m o n o g r á f i a a h á r o m s z ö g e k r e 
v o n a t k o z ó a n . I g e n s o k a d a t t a l á l h a t ó a [ 2 ] , [ 6 ] é s [ 7 ] m ű v e k b e n , d e e g y i k s e m 

- e l é g í t k i m i n d e n i g é n y t . S z e r i n t e m e z t a m o n o g r á f i á t a f ő i s k o l á k n a k k e l l e n e 
m e g í r n i , m e r t a z a n y a g t e r m é s z e t e o l y a n , h o g y a m i o k t a t á s u n k b a n l e n n e l e g -
j o b b a n k i h a s z n á l h a t ó . 
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П Р О Б Л Е М Ы П О С Т Р О Е Н И Я Т Р Е У Г О Л Ь Н И К А 

E. Беркеш 
Статья резюмирует до сих пор известные случаи, когда треугольника нельзя по-

•с.тропть с циркулем и линейкой, между тем он излагает и новые случаи, эти следующие: 
1. Треугольника нельзя построить", если сданы отношения двух стороны и ра-

диуса внутреннего и внешнего круга. 
2. Треугольника нельзя построить, если сданы а,Ь и w = 2R co s у (w = чась вы-

сотной линии от высотного пункта до острия.) 
3. Он занимается и теми случаями, которые могут образозать из 1,1а,1ь,1с. 

•{/, / „ , Д , 1С = ценсры касательного круга.) 

PROBLEME DER DRE ÍECKKONSTRUIERUNG 
von 

J. BERKES 

Der Artikel fasst die bisher bekannten Fälle zusammen, in welchen das Dreieck 
mit Hilfe von Zirkel und Lineal nicht konstruierbar ist und bringt auch neue Fälle. 
Und zwar: 

1. Das Dreieck kann nicht konstruiert werden, wenn zwei Seiten und das Ver-
hältnis der Radien des eingeschriebenen und des umschriebenen Kreises gegeben ist. 

2. Das Dreieck kann nicht konstruiert werden, wenn igeben ist: a, b und w = 
= 2/?cos;', (w ist der Teil der Höhenlinie vom HöhenJ " bis zur Ecke, der Seite 
с gegenüber.) ' v -д ••, 

3. Der Verfasser behandelt auch jene Fälle, welche aus 1, h , h , h gebildet 
werden können. (/, /„, Д , /„ sind die Mittelpunkte der inneren und äusseren Be-
rührungskreise.) 
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