
A K Ü P S Z E L E T E K E L M É L E T E É S S Z E R K E S Z T É S E 
P R O J E K T I V G E O M E T R I A I M E G V I L Á G Í T Á S B A N 

Í R T A : L E R N E R K Á R O L Y 

A kúpszeletek definíciója és rendszáma. L e g y e n a d v a k é t p r o j e k t í v s u g á r -
s o r {aya2as.. .)l\{bxb2b3...) A h o m o l ó g s u g a r a k a , é s bi m e g h a t á r o z z á k P i 
p o n t o t , a m i t í g y j e l ö l ü n k ( Ö ; 6 Í ) = P , . A z í g y k e l e t k e z e t t P i p o n t o k h a l m a z á t 
n e v e z z ü k k ú p s z e l e t n e k . T e h á t a k ú p s z e l e t a k ö v e t k e z ő p o n t o k b ó l á l l : 
K(P1P2P3...), a m e l y e k a h o m o l ó g s u g a r a k m e t s z é s p o n t j a i . E z e n p o n t o k h a l -
m a z á t p o n t k ú p s z e l e t n e k n e v e z z ü k . K é r d é s , h o g y h á n y a d r e n d ű g ö r b e a k ú p -
s z e l e t , a z a z h á n y k ö z ö s p o n t j a v a n e g y e g y e n e s s e l . L e g y e n c e g y t e t s z ő l e g e s 
e g y e n e s . A c e g y e n e s e n a h o m o l ó g s u g a r a k e l e m p á r j a i p r o j e k t i v i t á s t l é t e s í -
t e n e k . H a c e g y e n e s n e k ö r v a l v a l ó m e t s z é s p o n t j á t , 4 , - n e k , ¿ ¡ - v e i v a l ó m e t -
s z é s p o n t j á t ß r n e k n e v e z e m , h o l i = 1 , 2 , 3 , . . . - n , a k k o r c e g y e n e s e n l é t r e j ö n 
c(AxA2A2.. .)j\c{BxB2Bz ...) p r o j e k t i v i t á s , m e l y n e k k é t k e t t ő s e l e m e v a n . 
U g y a n i s Ai l e g y e n a z c e g y e n e s e n , d e l e g y e n a k ú p s z e l e t n e k i s p o n t j a . H a 
e z t Á - b ó l é s fi-ből — a m i u g y a n c s a k a k ú p s z e l e t e n v a n — p r o i c i á l o m , A i 
é s t á r s a B i e g y b e e s n e k . M i v e l e z e n p o n t h o m o l ó g s u g a r a k m e t s z é s p o n t j a , 
a z é r t a k ú p s z e l e t n e k i s p o n t j a . A z e g y e n e s e n a h o m o l ó g s u g a r a k m é g e g y 
k e t t ő s p o n t o t l é t e s í t e n e k Ak = Bk. E z i s h o m o l ó g s u g a r a k m e t s z é s p o n t j a , m e l y 
a z c e g y e n e s e n , d e u g y a n a k k o r a k ú p s z e l e t e n i s r a j t a v a n . T ö b b k e t t ő s p o n t 
n i n c s e z e n a z e g y e n e s e n , m e r t t ö b b k e t t ő s p o n t o t c e g y e n e s e n n e m l é t e s í t a z 
A é s B t a r t ó j ú s u g á r s o r . T e h á t t ö b b m e t s z é s p o n t j a n i n c s e g y t e t s z ő l e g e s , a 
k ú p s z e l e t e t m e t s z ő e g y e n e s n e k a k ú p s z e l e t t e l . 

A k ú p s z e l e t e t a n n y i a d r a n g ú n a k m o n d j u k , a h á n y k e t t ő s p o n t v a n e g y , a 
k ú p s z e l e t e t m e t s z ő e g y e n e s e n a h o m o l ó g s u g a r a k á l t a l l é t e s í t e t t p r o j e k t i v i t á s -
b a n . M i v e l . e z c s a k k e t t ő v a n , a k ú p s z e l e t m á s o d r e n d ű g ö r b e . 

A kúpszeletek nevei. A k ú p s z e l e t m i n d e n e g y e n e s e n , t e h á t a v é g t e l e n 
t á v o l i e g y e n e s e n i s , l é t e s í t p r o j e k t i v i t á s t , a s z e r i n t , h o g y a z h i p e r b o l i k u s , 
e l l i p t i k u s v a g y p a r a b o l i k u s , h i p e r b o l á r ó l , e l l i p s z i s r ő l , i l l e t ő l e g p a r a b o l á r ó l 
b e s z é l ü n k . 

A h i p e r b o l á n á l o ; é s bi é s a v é g t e l e n t á v o l i c e g y e n e s a v é g t e l e n b e n 
m e t s z i k e g y m á s t E b b e n a z e s e t b e n k é t p á r h u z a m o s h o m o l ó g p á r v a n . 
H a c s a k e g y p á r h u z a m o s h o m o l ó g p á r v a n , a k k o r p a r a b o l a , h a e g y s i n c s , 
a k k o r e l l i p s z i s a k ú p s z e l e t . 

A kúpszelet érintőinek definiálása. H a k é t s u g á r s o r v a n a d v a , a m e l y e k -
n e k t a r t ó i A é s B, a k k o r a k é t s u g á r s o r t a r t ó j a , A é s B r a j t a v a n a k ú p -
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s z e l e t e n , m e r t e z e k í s h o m o l ó g s u g a r a k m e t s z é s p o n t j a i . T e h á t a k ú p s z e l e t P t 

p o n t j a i k ö z ö t t m e g v a n a k é t s u g á r s o r t a r t ó j a A é s B i s , m e r t m i n d e n ak s u g á r 
t á r s a bk s u g á r , d e e z e k h o m o l ó g t á r s a k é s A - b a n m e t s z i k e g y m á s t . D e h o -

m o l ó g t á r s a k m e t s z é s p o n t j a i a l k o t j á k a k ú p s z e l e t e t , t e h á t A p o n t j a a k ú p s z e -
l e t n e k . A z Ö; é s b i s u g a r a k 5 - b e n m e t s z i k e g y m á s t , t e h á t B i s p o n t j a a k ú p -
s z e l e t n e k . 

A z ak s u g á r n a k a z a s a j á t s á g a , h o g y r a j t a v a n a k ú p s z e l e t A p o n t j a é s 
r a j t a v a n ak é s bk h o m o l ó g s u g a r a k m e t s z é s p o n t j a i i s , d e e z e n k é t p o n t e g y -
b e e s i k : A é s ( a k b k ) = A p o n t . E z e n e g y e n e s e n v a n t e h á t e g y k e t t ő s p o n t . A z : 
i l y e n ak e g y e n e s t é r i n t ő n e k n e v e z z ü k , b -n i s v a n k é t p o n t , m e l y e g y b e e s i k : 
a k ú p s z e l e t B p o n t j a é s ( ü i b ) = B p o n t . E z i s é r i n t ő t e h á t . R ö v i d e n a z t 
m o n d h a t j u k , h o g y a k ö z ö s ö ^ - h o z t a r t o z ó t á r s a k é r i n t ő k . E b b ő l a z i s l á t -
h a t ó , h o g y a z é r i n t ő n e k , ak-nak é s 6 ; - n e k s a j á t s á g a a z , h o g y h o m o l ó g t á r s a i k 
e g y b e e s n e k . A é s 5 - h e z tartozó m i n d e n s u g á r h i p e r b o l i k u s . H a c e g y e n e s t 
ú g y v e s s z ü k f e l , h o g y a k é t é r i n t ő m e t s z é s p o n t j á n O - n m e n j e n á t , a k k o r e z e n 
a p r o j e k t i v i t á s i n v o l ú c i ó s l e s z . c - é n v a n e g y m e t s z é s p o n t , a h o l c m e t s z i a 
k e t t ő s e g y e n e s t . A - b ó l üí é s 5 - b ő l bi a z a - n a k t á r s a i n d u l k i . — c e g y e n e s t 
a z ö j é s bi h o m o l ó g s u g á r p á r Ait i l l . 5 , - p o n t o k b a n m e t s z i . — E z e n p o n t o k o n 
ö t , i l l . bk e g y e n e s i s á t m e g y , ak á t m e g y Brn é s bk á t m e g y Arn. E z e n s u g a -
r a k b ó l c e g y e n e s a z Ak é s Bk p o n t o k a t m e t s z i k i , a m e l y e k a z e l ő b b i p o n -
t o k k a l , Ak é s Bk-val r e n d r e ö s s z e e s n e k . T e h á t c - é n v a n e g y p o n t , m e l y n e k h o -
m o l ó g t á r s a u g y a n a z , a k á r m e l y i k p o n t s o r h o z s z á m í t j u k . T e h á t a p r o j e k t i v i t á s 
c e g y e n e s e n i n v o l ú c i ó . 

A z ö i ö f c A Ö A - , d e c á l t a l b e l ő l ü k k i m e t s z e t t p o n t o k AiAkJ\BiBk. M i v e l 
c - é n a p r o j e k t i v i t á s i n v o l ú c i ó , i g a z e z : 

(K1K2OP) = — \. (KiK2AÍBÍ) = — 1 = (K^KiPO) = — 1. 
{K,KoAkB,) = — 1 = {K,K.2OP) = — 1 = {K, K,PO) = — 1 
(K1K2AiBi) = — \. 
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T e h á t á l t a l á b a n a z t m o n d h a t j u k , h o g y ( K x K 2 A i B í ) = — \, a h o l Ai é s B t f e l 
i s c s e r é l h e t ő k . E z p e d i g a z t m o n d j a k i , h o g y h a O p o n t o n e g y t e t s z ő l e g e s -
c e g y e n e s t v e s z ü n k f e l , e z k i m e t s z a k ú p s z e l e t m e t s z ő e g y e n e s é b ő l P p o n t o t , , 
m e l y O - v a l e g y ü t t h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j a s z é t a k ú p s z e l e t n e k c e g y e n e s s e l 
v a l ó m e t s z é s p o n t j a i t . A z i l y e n O p o n t o t p ó l u s n a k é s a k ú p s z e l e t e t m e t s z ő 
e g y e n e s t a z O p o n t p o l á r i s á n a k m o n d j u k . K é t e g y e n e s t k o n j u g á l t n a k n e v e z ü n k , 
h a a z e g y i k á t m e g y a m á s i k n a k a p ó l u s á n . T e h á t c e g y e n e s a k ú p s z e l e t e t 
m e t s z ő e g y e n e s n e k k o n j u g á l t j a . 

A z AB e g y e n e s a z o n b a n n e m m á s , m i n t a z é r i n t é s i h ú r , a.k é s b, p e d i g 
a v é g p o n t j a i h o z t a r t o z ó é r i n t ő . E z é r t a m á r m o n d o t t a k a l a p j á n a z t i s m o n d -
h a t j u k , h o g y a z é r i n t é s i h ú r a v é g p o n t j a i h o z h ú z o t t k é t é r i n t ő m e t s z é s p o n t j a i -
n a k a p o l á r i s a , a k é t é r i n t ő m e t s z é s p o n t j a O p e d i g a z é r i n t é s i h ú r p ó l u s a , 
v a g y h o g y a k ú p s z e l e t m i n d e n s z e l ő j é n e k v a n p ó l u s a . H a A é s B k ö z e l e d n e k 
e g y m á s h o z é s h a m á r a h a t á r h e l y z e t b e n v é g t e l e n k ö z e l e s n e k , a k k o r AB h ú r 
m a g a a z é r i n t ő é s a k é t é r i n t ő m e t s z é s p o n t j a a z é r i n t é s i p o n t . E k k o r a z é r i n t ő -
a p o l á r i s é s a z é r i n t é s i p o n t a p ó l u s . 

A z O p o n t o n f e l v e t t c e g y e n e s e n a p r o j e k t i v i t á s i n v o l ú c i ó . A h o m o l ó g , 
s u g a r a k b ó l k i m e t s z e t t p o n t o k X é s Y. E z e k e t a k ú p s z e l e t r e n é z v e i n v o l ú c i ó s , . 
v a g y k o n j u g á l t p á r o k n a k n e v e z z ü k . H a Pi m o z o g , X é s Y i s m o z o g é s a z 
i n v o l ú c i ó t c e g y e n e s e n t e l j e s e n l e í r j a . PXAB k ú p s z e l e t p o n t j a i e g y , a k ú p -
s z e l e t b e í r h a t ó h á r o m s z ö g e t a l k o t n a k , m e l y AB o l d a l á n a k p ó l u s á n 0 - n l e v ő -
c e g y e n e s e k a m á s i k , k é t o l d a l b ó l k o n j u g á l t p á r o k a t m e t s z e n e k k i . E z Staudt 
t é t e l e . X é s Y a z c e g y e n e s e n k o n j u g á l t p á r o k . H a a z c e g y e n e s k o n j u g á l t p á r -
j a i t A - b ó l é s B-bői p r o i c i á l j u k , e p r o i c i á l ó s u g a r a k a k ú p s z e l e t e n m e t s z i k 
e g y m á s t . E z c e g y e n e s a k á r m e l y i k k é t k o n j u g á l t p á r j á r a i g a z . A k o n j u g á l t : , 
p á r o k a t p r o i c i á l ó e g y e n e s e k e t a k ú p s z e l e t b e í r h a t ó h á r o m s z ö g k é t o l d a l a a d j a . . 
( L á s d 1 . r a j z . ) 

AB s z e l ő p ó l u s á n l e v ő e g y e n e s e k e n a k ú p s z e l e t i n d u k á l t a i n v o l ú c i ó s 
t á r s a k a t , v a g y k o n j u g á l t p á r o k a t , 4 - b ó l é s B-bői p r o i c i á l ó e g y e n e s e k a k ú p -
s z e l e t e n t a l á l k o z n a k . E z Staudt t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k . 

H a m e g a d j u k a k ú p s z e l e t p o l á r i s á t é s p ó l u s á t , e z z e l a k o n j u g á l t p á r o k 
m e g s z e r k e s z t h e t ő k , v a g y i s e z z e l a d v a v a n a z i n v o l ú c i ó . M i n d e n . Y - n e k t á r s a ^ 
Y m e g s z e r k e s z t h e t ő . H a v i s z o n t i s m e r e m a z i n v o l ú c i ó s t á r s a k a t , e z z e l a k ú p -
s z e l e t i s a d v a v a n . N e h e z e b b e s e t , a m i k o r a s z e l ő n e m m e t s z i , d e n e m i s 
é r i n t i a k ú p s z e l e t e t . E k k o r i s l é t r e j ö n i n v o l ú c i ó , d e m á s t e r m é s z e t ű . E k k o r 
n i n c s k e t t ő s p o n t . H o g y a z i n v o l ú c i ó t e k k o r h o g y a n a d j u k m e g , a z t k é s ő b b 
t á r g y a l o m . 

. Vonalkúpszelet. L e g y e n a é s b e g y e n e s e n k é t p r o j e k t í v p o n t s o r r 
a(AxA2As)7\ b(B,B.2Ba) a h o m o l ó g p o n t p á r o k m e g h a t á r o z t a pi e g y e n e s e k h a l -
m a z á t n e v e z z ü k v o n a l k ú p s z e l e t n e k . A v o n a l k ú p s z e l e t o s z t á l y s z á m a a z a s z á m , 
a m e l y m e g m o n d j a , h o g y e g y f e l v e t t C p o n t o n a k ú p s z e l e t n e k h á n y e g y e n e s e 
m e g y á t . A f e l v e t t C p o n t a h o m o l ó g p o n t p á r o k k a l e g y p r o j e k t i v i t á s h o m o l ó g 
s u g á r p á r j a i t h a t á r o z z a m e g . C A i = a i é s C B i = b i . M i t j e l e n t e g y k e t t ő s e g y e -
n e s ? A z t j e l e n t i , h o g y ak = CAk = bk = CBk e g y e n e s , d e a k k o r Ak é s Bk r a j t a 
v a n ak = bk e g y e n e s e n . E z a k e t t ő s e g y e n e s m é g C p o n t o t i s k e l l h o g y t a r -
t a l m a z z a . T e h á t AkBkC=pk h o m o l ó g p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő e g y e n e s , v a g y i s a . 
k ú p s z e l e t n e k e g y e n e s e . A p r o j e k t i v i t á s n a k k é t k e t t ő s e l e m e v a n , t e h á t k é t : 
e g y e n e s r a j z o l h a t ó C p o n t b ó l a k ú p s z e l e t h e z é s í g y a k ú p s z e l e t m á s o d r e n d ű , 
g ö r b e . 

267. 



A p o n t o k o s z t á l y o z á s a : a v o n a l k ú p s z e i e t a s í k ö s s z e s p o n t j a i t o s z t á -
l y o z z a . E g y p o n t o t o l y a n n a k m o n d u n k , a m i l y e n a r a j t a l e v ő p r o j e k t i v i t á s . H a 
a p o n t o l y a n , h o g y b e l ő l e k é t é r i n t ő v o n h a t ó a k ú p s z e l e t h e z , a k k o r a z a p o n t 
h i p e r b o l i k u s p o n t . H a a p o n t o l y a n , h o g y b e l ő l e c s a k e g y é r i n t ő v o n h a t ó a 
k ú p s z e l e t e n , a k k o r a z i l y e n p o n t o t p a r a b o l i k u s p o n t n a k n e v e z z ü k . H a a p o n t 
o l y a n , h o g y b e l ő l e e g y é r i n t ő s e m v o n h a t ó a k ú p s z e l e t h e z , a k k o r a p o n t 

• e l l i p t i k u s p o n t . E s z e r i n t a k ú p s z e l e t e n k í v ü l l e v ő p o n t o k a h i p e r b o l i k u s p o n -
t o k , a k ú p s z e l e t e n l e v ő p o n t o k a p a r a b o l i k u s p o n t o k é s a k ú p s z e l e t e n b e l ü l 
l e v ő p o n t o k a z e l l i p t i k u s p o n t o k . 

A pont kúpszeletet öt pontja határozza meg. E n n e k i g a z o l á s a c s a k a 
Steiner t é t e l s e g í t s é g é v e l l e h e t s é g e s , m e l y í g y s z ó l : H a a k ú p s z e l e t k é t t e t s z ő -
l e g e s - p o n t j á b ó l , a k ú p s z e l e t t ö b b i p o n t j a i t p r o i c i á i j u k , a k k o r a h o m o . l ó g s u g á r -
p á r o k e g y p r o j e k t i v i t á s t h a t á r o z n á k m e g . 

L e g y e n a d v a ö t p o n t : ABCDE. M e g h a t á r o z n a k - e e z e k é g y k ú p s z e l e t e t ? 
A z ö t p o n t k ö z ü l k i v á l a s z t u n k k e t t ő t : A é s ő - t é s e z e k b ő l p r o i c i á i j u k a m á s i k 
h á r o m p o n t o t . í g y h á r o m s u g á r p á r t n y e r ü n k , e z m e g h a t á r o z e g y p r o j e k t i v i -
t á s t é s a h o m o l ó g s u g a r a k m e t s z é s p o n t j a i e g y k ú p s z e l e t e n l e s z n e k . A(CDE) = 
= B(CDE). E z e g y K k ú p s z e l e t , m e l y n e k p o n t j a i ABCDE. H a C é s £ > - b ő l 
p r o i c i á i j u k a m á s i k h á r o m p o n t o t C(ABE) = D(ABE). E k k o r i s m é t k é t p r o -
j e k t í v s u g á r s o r t n y e r ü n k . E z e k m e t s z é s p o n t j a i k ú p s z e l e t e t h a t á r o z n a k m e g . 
L e g y e n a k ú p s z e l e t A " k ú p s z e l e t , m e l y n e k p o n t j a i CDABE. E z u g y a n a z a 
k ú p s z e l e t , m i n t K k ú p s z e l e t , m e r t A " k ú p s z e l e t p o n t j a i t t a r t a l m a z z a K k ú p -

s z e l e t , c s a k m o s t a s o r r e n d m á s . 

A kúpszeletek megadási módjai. A d v a v a n ABCDE, ö t p o n t . D l e g y e n 
• e g y e n l ő E. 

K é r d é s , m e g s z e r k e s z t h e t ő - e a k ú p s z e l e t ? 
A k ú p s z e l e t k é t p r o j e k t í v s u g á r s o r m e t s z ő p o n t j a i b ó l t e v ő d i k ö s s z e . K é r -

d é s , m e l y i k p o n t o t v á l a s s z u k a s u g á r s o r o k t a r t ó j á n a k ? V e g y ü k D - t é s E-i. 
D(ABC)7\ E(ABC). E z í g y n e m h a t á r o z m e g k ú p s z e l e t e t , m e r t a k é t s u g á r -

k o r e g y b e e s i k . L e g y e n a t a r t ó D é s C . E k k o r D(ABE)7\C{ABE). E b b ő l 
l á t h a t ó , h o g y DE s u g á r a k ö z ö s s u g á r n a k C £ - n e k h o m o l ó g t á r s a . T e h á t DE 

. k e t t ő s p o n t b e l i é r i n t ő . — E z z e l a d v a v a n a p a r a b o l i k u s i n v o l ú c i ó é s h á r o m 
• e g y e n e s n e k t á r s a . H a t e h á t e g y e g y e n e s e n a d v a v a n a p a r a b o l i k u s i n v o l ú c i ó é s 
m é g h á r o m p o n t , a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . 

E s s é k m o s t ö s s z e BC é s ED. E k k o r a d v a v a n k é t é r i n t ő . E z e n a d v a 
v a n a p a r a b o l i k u s i n v o l ú c i ó . A d v a v a n m é g A. E z ö t p o n t . T e h á t a k ú p s z e l e t 
m e g s z e r k e s z t h e t ő . 

P a r a b o l i k u s a z é r i n t ő n a z i n v o l ú c i ó , m e r t m i n d e n p o n t t á r s a fi C - b e n , 
i l l e t v e DE-ben v a n . 

L e g y e n a z e g y e n e s e n e l l i p t i k u s a z i n v o l ú c i ó . E n n e k a k ú p s z e l e t t e l k é t 
k é p z e t e s m e t s z é s p o n t j a v a n . M e g a d o k m é g h á r o m p o n t o t , ABC. E z a e q u i -
v a l e n s a z z a l , h o g y h a a k ú p s z e l e t n e k h á r o m , v a l ö s é s k é t k é p z e t e s p o n t j a " v a n 
a d v a . E z ö t p o n t , a - k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . 

A d v a v a n a z e g y e n e s e n a h i p e r b o l i k u s i n v o l ú c i ó é s ABC p o n t o k . A k ú p -
s z e l e t e k k o r á t m e g y a z e g y e n e s n e k a k ú p s z e l e t t é l v a l ó m e t s z é s p o n t j á n é s a z 
a d o t t h á r o m p o n t o n . E z ö t p o n t , a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . 

A d v a v a n k é t e g y e n e s e n a z i n v o l ú c i ó , p l . e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó . M e g a d o k 
m é g e g y A p o n t o t . E z z e l n é g y k é p z e t e s m e t s z é s p o n t o t a d t a m m e g é s e g y A 
p o n t o t . E z ö t p o n t , a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . 
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A d v a v a n a k ú p s z e l e t n e k ABC p o n t j a é s a v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s e n 
a z i n v o l ú c i ó , t e h á t a d v a v a n a z e g y e n e s e n k é t k e t t ő s p o n t . E z e k l e g y e n e k - f - i 
é s — i . A v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s e n t e h á t o l y a n i n v o l ú c i ó t a d t a m m e g , m e l y -
n e k k e t t ő s p o n t j a i + / é s — i . E z ö t p o n t , a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . E z 
a k ú p s z e l e t k ö r l e s z . 

A d v a v a n a v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s e n a z i n v o l ú c i ó é s e g y Á p o n t , m e g -
s z e r k e s z t e n d ő a k ú p s z e l e t . L é n y e g é b e n a d v a v a n k é t k e t t ő s p o n t , a h o z z á j u k 
t a r t o z ó é r i n t ő k , d e m e t s z é s p o n t j u k a v é g e s b e n v a n é s e z a v é g t e l e n t á v o l i 
e g y e n e s n e k a p ó l u s a . H a a d v a v a n a v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s e n a z i n v o l ú c i ó 
é s e n n e k p ó l u s a , a k k o r a k é t k e t t ő s p o n t n é g y p o n t n a k s z á m í t , h a m é g e g y 
p o n t a d v a v a n , e z ö t p o n t é s í g y a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . 

A kúpszeletek szerkesztése. A k ú p s z e l e t e k s z e r k e s z t é s e a z o n a l a p s z i k , 
h o g y a BC h ú r é s k o n j u g á l t j á n l e v ő i n v o l ú c i ó m e g h a t á r o z z á k a k ú p s z e l e t e t . 
A s z e r k e s z t é s h e z ö t p o n t k e l l . 

1 . A d v a v a n p e g y e n e s e n a z e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó , e n n e k a z e g y e n e s n e k 
P p ó l u s a é s m é g A p o n t , m e g s z e r k e s z t e n d ő a k ú p s z e l e t . H a p - é n a d v a v a n a z 
i n v o l ú c i ó é s m é g a z e g y e n e s p ó l u s a P, e z a k ú p s z e l e t n é g y p o n t j á t j e l e n t i . 
P-bői m e g h ú z h a t ó a k é t é r i n t ő . E z e k a z a d o t t i n v o l ú c i ó k é t k e t t ő s p o n t j á n 
m e n n e k k e r e s z t ü l . E g y é r i n t é s i p o n t k é t p o n t n a k s z á m í t é s í g y a k é t é r i n t é s i 
p o n t , a z a z a z a d o t t i n v o l ú c i ó k é t k e t t ő s p o n t j a a k ú p s z e l e t n é g y p o n t j á t a d j a . 
M e g j e g y z e n d ő a z o n b a n , h o g y c s a k a k k o r s z á m í t n é g y p o n t n a k a z a d o t t i n -
v o l ú c i ó k é t k e t t ő s p o n t j a , h a a d v a v a n p e g y e n e s p ó l u s a i s . H a m é g a d v a v a n 
a k ú p s z e l e t A p o n t j a , e z ö s s z e s e n ö t p o n t s í g y a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . 
A z t a z e s e t e t t á r g y a l o m , a m i k o r a z e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó v a n a d v a p e g y e n e s e n 
( l e h e t n e h i p e r b o l i k u s v a g y p a r a b o l i k u s i s ) . P p o n t o t ö s s z e k ö t v e a z i n v o l ú c i ó 
k é t k é p z e t e s k e t t ő s p o n t j á v a l , a P p o n t b a n a k ú p s z e l e t h e z h ú z h a t ó k é t k é p z e t e s 
é r i n t ő t n y e r j ü k . 

A s z e r k e s z t é s í g y t ö r t é n i k : P - é t ö s s z e k ö t j ü k j 4 - v a l . PA e g y e n e s m e t s z i 
p e g y e n e s t P' p o n t b a n . PP' p o n t o k h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t A é s t á r s á t 
A'-kt. í g y 4 - n a k t á r s a A' m e g s z e r k e s z t h e t ő . 

H a A A' h ú r v é g p o n t j a i b ó l , A - b ó l é s A'-bői p r o i c i á l j u k p e g y e n e s e n l e v ő 
i n v o l ú c i ó h o m o l ó g t á r s a i t , — m i v e l A A' h ú r n a k k o n j u g á l t j a p. e g y e n e s — , 
a p r o i c i á l ó s u g a r a k a k ú p s z e l e t e n m e t s z i k e g y m á s t . B p o n t j a a k ú p s z e l e t n e k . 
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2 . A d v a v a n a v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s e n a k ö r ö s i n v o l ú c i ó , p ó l u s a P 
é s A p o n t . E z ö s s z e s e n ö t p o n t . A k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . E z e n i n v o -
l ú c i ó n a k a z a s a j á t s á g a , h o g y a t á r s a k a t p r o i c i á l ó s u g a r a k m e r ő l e g e s e k e g y -
m á s r a . A s z e r k e s z t é s a z e l ő z ő s z e r k e s z t é s a l a p j á n t ö r t é n i k . P - é t ö s s z e k ö t j ü k 
A - v a l . E z e n e g y e n e s k i m e t s z i pa-bb\ P' p o n t o t , m e l y P p ó l u s n a k h o m o l ó g 
t á r s a . 

/ 

/ 
A. 

A 

/ 
' x \ 

A V A' 
/ 

•P* 

P é s P' h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t A é s t á r s á t , A ' - ö s t , í g y A ' m e g -
s z e r k e s z t h e t ő . P a , k o n j u g á l t j a A A' h ú r n a k . A é s , A ' - b ó l p r o i c i á l j u k P c o - e n a d o t t 
i n v o l ú c i ó i n v o l ú c i ó s t á r s a i t . E z e n p r o i c i á l ó s u g a r a k a k ú p s z e l e t e n m e t s z i k 
e g y m á s t . 

M i v e l a z i n v o l ú c i ó n a k a z a s a j á t s á g a , h o g y a h o m o l ó g t á r s a k a t A é s . 
A ' - b ó l p r o i c i á l ó s u g a r a k m e r ő l e g e s e k e g y m á s r a , a z é r t e z a k ú p s z e l e t k ö r , 
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m e l y n e k c e n t r u m a P é s a k e r ü l e t i s z ö g e k 9 0 ° - o s a k . H a A p o n t o t m á s h o l 
v e s z e m f e l , e g y m á s i k k ö r t n y e r e k , a m e l y n e k k ö z é p p o n t j a u g y a n c s a k P l e s z . 
í g y n y e r e m a k o n c e n t r i k u s k ö r ö k e t , m e l y e k n e k a z a s a j á t s á g a , h o g y + / é s 
— / - b e n k ö z ö s é r i n t ő j ü k v a n . 

3 . A d v a v a n e g y e g y e n e s e n a z e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó é s h á r o m p o n t , A B C, 
m e g s z e r k e s z t e n d ő a k ú p s z e l e t . A z i n v o l ú c i ó k é t k e t t ő s p o n t j a a k ú p s z e l e t n e k 
k é t p o n t j a : M e g k e l l j e g y e z n i , h o g y e g y i n v o l ú c i ó b a n a k e t t ő s p o n t o k c s a k 
a k k o n s z á m í t a n a k n é g y p o n t n a k , h a a d v a v a n a z i n v o l ú c i ó t t a r t ó e g y e n e s 
p ó l u s a . T e h á t j e l e n e s e t b e n a z i n v o l ú c i ó n a k k é t k e t t ő s p o n t j a e g y k ú p s z e l e t n e k 
c s a k k é t p o n t j á t k é p v i s e l i . K e l l e t t e z é r t m é g - h á r o m p o n t , A B C , e z ö s s z e s e n 
ö t p o n t , a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . A s z e r k e s z t é s t a z e l ő b b i r e v e z e t j ü k 
v i s s z a : 

BC-én á t h ú z z u n k e g y e g y e n e s t . E z m e t s z i p e g y e n e s t , a m i n a z e l l i p -
t i k u s i n v o l ú c i ó v a n a d v a A x p o n t b a n . A , p o n t n a k m e g s z e r k e s z t j ü k B ; C - r e a 
h a r m o n i k u s t á r s á t , l e g y e n e z A',. L e g y e n A j - n a k a z i n v o l ú c i ó s t á r s a Dt. H a 
A í - ö t A - e 1 ö s s z e k ö t j ü k , n y e r j ü k e g y e n e s t , a m i a z A j - n e k p o l á r i s a . K ö s s ü k 
ö s s z e A - á t fi-vel. AB e g y e n e s m e t s z i p e g y e n e s t C i p o n t b a n . C i - n e k h a r -
m o n i k u s t á r s a C í a z A; B-re v o n a t k o z ó a n m e g s z e r k e s z t h e t ő . C - n e k p-én l e v ő 
i n v o l ú c i ó s t á r s a i s m e r e t e s , m e r t a z i n v o l ú c i ó a d v a v a n , l e g y e n e z E u T e h á t 

C - n e k C í i s é s E, i s t á r s a . T e h á t C^E, e g y e n e s p o l á r i s a C , - n e k : C Í £ ' 1 = C i . 
E n n e k a k é t A í D í = a x é s C Í £ = Ci e g y e n e s n e k m e t s z é s p o n t j a P. E z e n P p o n t -
n a k C , é s Et i s k o n j u g á l t j a , t e h á t P p ó l u s a p e g y e n e s n e k . E z z e l a s z e r k e s z t é s 
a z e l s ő s z e r k e s z t é s r e v a n v i s s z a v e z e t v e . B-ét' ö s s z e k ö t j ü k P - v e l , n y e r j ü k BP 
e g y e n e s t , m e l y e g y e n e s p - b ő l P' p o n t o t m e t s z i k i . P é s P' h a r m o n i k u s a n 
v á l a s z t j á k s z é t BB' p o n t o k a t . T e h á t fi-nek t á r s a B' m e g s z e r k e s z t h e t ő . BB' 
k ú p s z e l e t n e k e g y i k h ú r j a é s p e g y e n e s BB' h ú r n a k k o n j u g á l t j a . H a B é s B'-bői 
p r o i c i á l j u k p - é n l e v ő i n v o l ú c i ó t , a k k o r á z i n v o l ú c i ó s t á r s a k a t p r o i c i á l ó s u g a -
r a k a k ú p s z e l e t e n m e t s z i k e g y m á s t . 

4 . L e g y e n a v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s e n a d v a a k ö r ö s i n v o l ú c i ó é s m é g 
h á r o m p o n t : ABC, ez ö s s z e s e n ö t p o n t , a k ú p s z e l e t m e g s z e r k e s z t h e t ő . A s z e r -
k e s z t é s a z e l ő z ő s z e r k e s z t é s a l a p j á n t ö r t é n i k : 
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B-ét ö s s z e k ö t j ü k A - v a l , e z m e t s z i pa-et C i p o n t b a n . C j - n e k h a r m o n i k u s 
t á r s - í r C í a BA s z e g m e n t u m f e l é b e n v a n . C í - b e n m e r ő l e g e s t e m e l v e BA-ra, 
n y e r j ü k C j i n v o l ú c i ó s t á r s á t pm-en. BC m e t s z i pm-et A ] - b e n . E n n e k h a r m o -
n i k u s t á r s a B C f e l é b e n A í - b e n v a n é s A í - n e k i n v o l ú c i ó s t á r s á t , p c - b ő l A J - b e n 

\ 
\ 

\ . 
J Í J - -

•V 
/ 

4 * 

- l í ' 

\ 
X 
c \ 

\ 
\ 

tó 

fi C - r e e m e l t m e r ő l e g e m e t s z i k i . A k é t m e r ő l e g e s e g y e n e s m e t s z é s p o n t j a 
j D c o - n e k p ó l u s a . M o s t m á r m e g v a n a pm p ó l u s a , a s z e r k e s z t é s a z e l s ő s z e r -
k e s z t é s a l a p j á n t ö r t é n i k . E z a k ú p s z e l e t i s — m i n t l á t h a t ó — k ö r l e s z . 

5 . A d v a v a n k é t e g y e n e s e n a z e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó , e z a k ú p s z e l e t n é g y -
p o n t j á t h a t á r o z z a m e g . M e g k e l l a d n i m é g e g y . P p o n t o t . T e h á t o l y a n k ú p -
s z e l e t e t k e l l s z e r k e s z t e n i , m e l y á t m e g y a k é t a d o t t i n v o l ú c i ó k e t t ő s p o n t j a i n 
é s a z a d o t t P p o n t o n . 
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(ab) = C p o n t o t , h a a p o n t s o r h o z s z á m í t o m , v a n i n v o l ú c i ó s t á r s a i C a . . 
H a C - é t b p o n t s o r h o z S z á m í t o m , t á r s a Cb. 

A Ca Cb m e g h a t á r o z t a e g y e n e s C - n e k p o l á r i s a , m e r t C - n e k k é t k o n j u g á l t -
t á r s á n m e g y á t . CP e g y e n e s CaCb e g y e n e s t m e t s z i T p o n t b a n . C é s T h a r -
m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t P - é t é s t á r s á t P ' - ö t . í g y P' m e g s z e r k e s z t h e t ő . . 
P é s P' a k ú p s z e l e t n e k p o n t j a . P P ' é s CaCb e g y e n e s e k k o n j u g á l t a k , m e r t 
e g y i k á t m e g y a m á s i k p ó l u s á n . P P ' a k ú p s z e l e t e g y i k h ú r j a . H a e n n e k CaCb. 
k o n j u g á l t j á n i s m e r j ü k a z i n v o l ú c i ó t , a k k o r a z t P é s P ' - b ő l p r o i c i á l ó s u g a r a k 
a k ú p s z e l e t e n m e t s z i k e g y m á s t . M e g k e l l t e h á t C a C b - é n a k ú p s z e l e t á l t a l i n -
d u k á l t i n v o l ú c i ó t s z e r k e s z t e n i . E z é r t P - b ő l p r o i c i á l j u k a é s 6 - é n l e v ő i n v o l ú c i ó -
k a t CaCb-re. E z z e l e z e n k é t e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó t n y e r ü n k , m e r t h a e l l i p t i k u s 
v o l t a z i n v o l ú c i ó a é s 6 - é n , a k k o r P - b ő l v a l ó p r o i c i á l á s u t á n C„Cb-tn i s e l -
l i p t i k u s i n v o l ú c i ó k a t n y e r ü n k . E n n e k a CaCb-én l e v ő k é t e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó -
n a k v a n k ö z ö s p o n t p á r j a : XY. P r o i c i á l j u k X - e t é s K - o n t P - b ő l , í g y n y e r -
j ü k : MNMiN-l p o n t o k a t . A z X - e t p r o i c i á l ó s u g a r a t x - n e k , a z F - o n t p r o i c i á l ó 
s u g a r a t y - n a k n e v e z z ü k , x é s y a k ú p s z e l e t P p o n t j á b a n m e t s z i k e g y m á s t . 
T e h á t r a j t u k a p r o j e k t i v i t á s p e r s p e k t i v i t á s . A z x e g y e n e s M p o n t j á n a k k o n -
j u g á l t j a y e g y e n e s N p o n t j a é s x e g y e n e s A f j p o n t j á n a k y e g y e n e s A/| p o n t j a , 
k o n j u g á l t j a . T e h á t a p e r s p e k t i v i t á s c e n t r u m a MN=b é s A f 1 y V 1 = ö e g y e n e s -
n e k m e t s z é s p o n t j a (ab) = C, d e a k k o r C - á n á t m e n ő e g y e n e s e k x é s y e g y e -
n e s e k b ő l k o n j u g á l t p ó r o k a t m e t s z e n e k k i . K ö s s ü k ö s s z e x e g y e n e s n e k é s CaCh 
e g y e n e s n e k m e t s z é s p o n t j á t C - v e l . E z a z e g y e n e s y-ont m e t s z i Y' p o n t b a n . 
Y' k o n j u g á l t j a X - n e k , d e C i s k o n j u g á l t j a X - n e k , e z é r t CY' e g y e n e s p o l á r i s a . 
X - n e k , a m i k e r e s z t ü l m e g y X o p o n t o n , t e h á t X a k ú p s z e l e t n e k p o n t j a . U g y a n -
í g y b e l á t h a t ó , h o g y Y i s p o n t j a a k ú p s z e l e t n e k . D e e k k o r C„Cb e g y e n e s e n 
a z i n v o l ú c i ó h i p e r b o l i k u s , m e l y n e k k e t t ő s p o n t j a X é s Y. H a P é s P ' - b ő í 
p r o i c i á l j u k CaCb-én l e v ő i n v o l ú c i ó t , a p r o i c i á l ó s u g a r a k a k ú p s z e l e t e n m e t s z i k 
e g y m á s t . E z z e l a k ú p s z e l e t e t m e g s z e r k e s z t e t t ü k . 

C é l u l a z t t ű z t e m k i , h o g y a l é n y e g e t f e l ö l e l ő e l m é i é t i á t t e k i n t é s u t á n a 
s z e r k e s z t é s i f e l a d a t o k m e g o l d á s á v a l r á m u t a s s a k a k ú p s z e l e t e k s z e r k e s z t h e t ő s é -
g é n e k m ó d o z a t a i r a . 
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ТЕОРИЯ И ПОСТРОЕНИЕ КОНИЧЕСКИХ СЕЧЕНИЙ ПРИ СВЕТЕ 
ПРОЕКТИВНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

К. Лернер 

После установления дефиниции и порядкового числительного конических сечений 
автор занимается названиями и определением касательных конических сечений. Потом; 
он трактует о понятии линейного конического сечения. После трактата о способе за-
дания конического сечения он изучает различные случаи построения конических 
сечений. 
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THEORIE DER KEGELSCHNITTE UND DEREN KONSTRUIERUNG 
IN PROJEKTIV GEOMETRISCHER BELEUCHTUNG 

von 
K. LERNER 

Nach der Definition und der Bestimmung der Ordnungszahl der Kegelschnitte 
beschäftigt sich der Verfasser mit den Namen der Kegelschnitte und der Definition 
ihrer Tangenten. Nun folgt die Behandlung des Begriffs der Kurve zweiter Klasse. 
Nach Behandlung dessen, wie der Kegelschnitt angegeben wird, untersucht der Ver-
f a s se r verschiedene Fälle der Konstruierung von Kegelschnitten. 
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