AZ N-ED RENDU ALGEBRAI GURBEK PONTJAINAK_V]ZSGALATA
Irta: LERNER KAROLY

Azon X pontok halmazat, amelyeknek koordinatai egy n-ed fokd egyen-
letet elégitenek ki n-ed rend{i algebrai gorbéknek nevezziik, az egyenletet
pedig az n-ed rendii gorbe egyenletének mondjuk, mely homogen koordma-
takban ilyen alaku:

by e 2 i -1 -1
F)= 2D @,a,a,XixEXE =au00%; + GuorioX " Xo - @y 101X} x5 -0 =
Tytigtiy=u

Polarozas miivelete

f of of
f(x)-nek x szerinti ax T
. . e o Of of
juk rendre egy tetszéleges Y pont y,3,y; koordinatdival : I y1+ax Yo+
) 1 2

+ 60)]: Vs= ( J N —l—i yo—{— i ys)f(x) = Ny f(x). (Ez csak jellési mod.)
3

Ezt a muveletet polarozas muveletenek nevezziik, A,f(x) pedig Y pontnak
az f(x)-re vonatkoztatott els6 poldrisa.

Ny f(x)y= 2_, ; f y: az x-ben n—1-ed foku, tehat ennek is képezhetjiik els6

i=l1
‘poldrisat ¥ pontra vonatkozolag' Dy (Dof(x)= A, f(x):—a@—i(f)—) n+

0(Aayxf(x))y +6(Ayf( ))y EZ lgy lS lrhato Ayf(X)'—Z;leax éfx ykyi.
Végezzitk el A, f(x)- en a polarozas miiveletét :
A2 °f i o°f )
Dyf (x) = ( x2y1 0x10x2y2+axlax3y‘°’ N+
f 0 *f ) ( o*f o f 0 f )
+(0x 9%, n+ 2y2+0x26x3y3 Yo+ ax30x1y1+axsax2y2+ 2y5’ Ys.

Ez teljes négyzet, amit akkor latunk, ha elvégezziik a szorzast és azt megfelelden
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. S ) af 6f
rendezziik : Ayf(x)——(axg yi+2 5%, 0% Ny + 6X2 y2+ 9%, 0% ——— Vst

Ebbél azt latjuk, hogy minden polaris elsd polar;sa teljes négyzet. igy is
jelolhetnénk: Agf(x)—(i yl+—a— ¥ +—0— ) £(0), ahol A2 azt jelenti,
hogy f(x)-re kétszer kell alkalmazm a polarozas miiveletét.

2 . 2
Vezessitkk be a kovetkezd jelolést: 6f <f) f“’axf gxz =fix, fx= fui,
akkor Ayf(x)= o+ 2fup ot Fodit 2fishiJs+ 2fupys +Fis¥i. Ez egy kiip-
szelet egyenlete, mely az Y pontnak f(x)-re vonatkoztatott masodik polarisa.
“Tehdt f(x) gorbének masodik poldrisa kiipszelet, vagy a gorbe elsd polarisa-
nak elsd polarisa kipszelet.
Az f(x) gorbe harmadlk polansat ugy nyerjiik, hogy a mésodik polarisat

Ayf(X)= ( o Bt on y2+ X f (x) mégegyszer poldrozzuk : ( Vo

A+a—a,gy2+@%ya)agf<x)=(5&:yl+ ) 100 = oo

Ezek utan felirhatjuk f(x)-nek k-adik polargorbéjét: Ayf(x)—( n+
kU f(a V(o) |
+ gt =3 A ) () (520 =

1,1+12+zs
- K 6 f (x? y“yﬁ y’a, ahol i, +i,+i,=n. Ez x-ben n—k-ad,
ll' 12! 13' ('}X1 0X 6.’(33
.y-ban pedig k-ad fokd, vagyis ez n—k-ad rendii gorbe.
Tehat 6sszegezve a kovetkez8t mondhatjuk: f(x) = f(x;, xQ,xs)—O gor-
bének

-lsé poldrisa Ay f(x)—O x-ben n—1-ed fokd, y-ban elsé fokiu. Ez
az f(x)=0 gorbe elsd polargorbéje.
masodik polarisa A f(x)=0 x-ben n—2-ed, y-ban masod foka. Ez

: . f(x)=0 gérbe masodik polargorbéje.
k-adik polarisa AL f(x)=0 x-ben n—#k-ad, y-ban k-ad foki. Ez
; " .1 f(x)=0 gorbe k-adik polargorbéje.
n—2-dik polarisa AN 2f(x)—=0 x-ben mdsod, y-ban n—2-ed foki. Ez
:  f(x)=0 gorbe n—2-dik polargorbéje,
' a polarkupszelet.

n—1-dik polarisa. A} f(x)=0 x-ben elsb,r y-ban n—1-ed foki. Ez
f(x)=0 gorbe n=1-dik polargorbéje,

a polaregyenes.

Tehat egy n-ed rendii gorbének n—1 polargorbéje van.
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Polargiorbék egyenletének x szerint valé rendezése -

Az f(xi, xs, x3) fiiggvénynek x;+4y; helyen Taylor. sorba fejtett alakja

L St 1) =S +-Lof g D@ Oy AR

1. f(y-+ i) =f)+-Lxl D LDy +-A—,{,(-’i) Pt Aif‘!(y)ln

I-ben y-nak f(x)-re vonatkoztatott polarisai szerepelnek, Il-ben x-nek -f(y)-ra
vonatkoztatott poldrisai vannak. Ha 1=1, akkor I=Il. Ebbdl kovetkezik,
hogy az x-ben n-ed foku tagok egymassal megegyeznek ugyanis az n—1- ed
foku tagok is megegyeznek s.i.t. :

. I-bén x-ben n-ed foku tag f(x), ll-ben az n-ed fok tag l'Azf(y)
I ben x—ben n—1-ed foki tag A, f(x), ll-ben n—1 ed foku tag( )'Ag ie)

I ben x-ben n— k-ad foku tagk' Ayf(x) II-ben n—k-ad ,, ,, @ k)l LAYy ).

n-k

Tehat altalaban ezt nyertuk Ay f(x) = 3 O« f(»). Ha ezt nullava

(n— k)
“tessziik: k' Ay (X)'— (n— k)' A; kf(y)_O azaz Ayf(x)—O A:'kf(x)_
Ez a két egyenlet ugyanazon gorbének az egyenlete Ha X pont kielégiti az
els6t, akkor kielégiti a masodik egyenletet is. Igy a polargorbék egy mas,
x-ek szerint rendezett alakjat kaptuk. . :

PL Ay 'f(x)=0. Itt f(x)-et n—1-szer kellene polarozni, ehelyett
A=f(y)==0 is irhat6, mely x-ben els6fokii, igy mint A, 'f(x)=0, de az
elébnye az, hogy A.f(y)=0-ndl f(y)-t csak egyszer kell poldrozni. Vagyis

-jelen esetiinkben ahelyett, hogy f(x)-et n—1-szer poldrozndnk y-ra, elég f(y)-t
egyszer polarozni x-re. Ez most x-ben els6foki, tehdt a polaregyenes egyen-
of L of  , of

. 32 s 0Ys

Ezek utdn a polargorbék- x illetve y szerint rendezett alakja:

-elsé polargdrbe L\,, fx)=0 vagy AXf( )—
masodlk polargorbe Ay f(x)=20 vagy vl =

lete, melynek x,, X,, x; szerint rendezett alakja: x;=0.

k-xk polargsrbe Ay f(x)—O vagy A: hf(J’)=

n——2-ik polargorbe AT ’f(x)—=0 vagy Az J()=

9 9 s Y
=0(6y1 X1+a—y2x2+5£xs)f(x)=
=0 polarkupszelet.
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n—1-ik polargorbe A} 'f(x)=0 vagy A. f(¥)=

—of-L x4y _
—0(6])1 R L X_s)f(X)——
=0 polaregyenes.

Az n-ed rendii gorbék egy tetszéleges e-gyenessel valé mefszéspontjai
Az egyenes egy tetsz6leges pontja y4-4Ax. Ez a pont rajta van a gorbén,
ha a pont koordinatai kielégitik a gorbe f(x) =0 egyenletét, azaz f(y+ 1x)=0.
2
Ezt 4 hatvanyai szerint rendezziik: f(y +Ax)=f(y)+ Af(¥) ]i' + A () %_-}—

n

+ 4 NS (y)% —0. Az egyenletnek annyi pontja van a gorbén, ahdny i-ra

ez az egyenlet teljesiil. Egyenletiink 4-ban n-ed foku, gyokei 4,4,...4,, igy
egy n-ed rendii gorbének n kozos pontja van egy egyenessel. Az egyenesnek
a gorbével valé metszéspontjai: y-4-4x;=1,2,...,n. Ezért azt a gorbét,
mely a koordindtdkban n-ed foki, n-ed rendii gorbének nevezziik.

Az n-ed rendii gorbe pontjainak vizsgalata
Az n-ed rendii gorbe egyszeres pontjai :

Ha egy YX egyenes Y pontja a gérbén van, akkor f(y)=0. Az egyenes-
nek a gorbével vald metszéspontjait meghatdrozo egyenlet

O+ = Daf () DTONe 4 BN+ -+ n27 YA =0,

Ebbdl 4 kiemelhet6 :

Fy+12) =4 SO + B20) gk SOV g+ B0V o) =0, 1.
' of of of

Ha Y olyan pontja a gor'bének, hogy IR
kor /Axf(y)=%)f—xl+ 66}{ x2+%x3$0. Ha A.f(y)=E0 ez azt jelenti, hogy
1 2 3 .
nem minden X pont koordinataja elégiti ki. Az Y X egyenes az X helyzetét6l
fiigg. Ha Y-t mas és mas X-el kotjiik ossze, akkor Y ponton sugarsor jon
1étre, melynek van egy nevezetes pontja. Ha Y pont a gorbének tagja, akkor
az Y pontnak minden polarisa atmegy az Y ponton, mint poluson. Tehat
az Y pontnak a poldregyenese is atmegy az Y ponton, vagyis a gorbe egyik
Y pontjahoz tartozo sugirsornak van egy egyenese, mely az Y pontnak polar-
egyenese. Azt mondhatjuk, hogy a gorbe egy Y pontjahoz tartozé sugarsor-
ban benne van az Y pont polaregyenese is.
Vegyiink fel egy X pontot. Ez vagy rajta van a polaregyenesen, vagy
nincs rajta.

nem mind nulla, ak-
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«) eset: X nincs rajta a polaregyenesen, akkor a koordinatdi a poldr-
egyenes egyenletét nem teszik nullava, vagyis ekkor A.f(y)==0. Hatirozzuk
meg egy ilyen nem a pollaregyenesen levd X ponton és a kupszeleten levd
Y ponton atmené egyenesnek a gorbével valé metszéspontjait. Ekkor f(y) =0

A=f(¥) =0 és a metszéspontokat meghatarozo egyenlet I. lesz. Ennek egyik
gyoke 4,=0, mely csak egyszeres gyok, mert A.f(y)=3=0 és igy 4 csak az
elsé hatvanyon emelheto ki, a tobbi 4, 4, ..., 4, gyokok egyike sem egyenlb
nullaval. Az elsd metszéspont y—l—l xX=y,a masodik metszespont y+Aox, .

. az n-edik metszéspont y -+ 4.x. Ez pedig azt mondja ki, hogy a sugdr-
sorban azon sugaraknak, melyek nem esnek Ossze a polaregyenessel csak
egy metszéspontja esik Y-ba.

F) eset: X rajta van a polaregyenesen. Nézziik milyen sajatsiga van
ezen egyenesnek. Hatarozzuk meg ezen egyenesnek, azaz a polaregyenesnek
a gorbével val6 metszéspontjait. Ekkor f(y)=0, mert ¥ pont a gorbén van,
és A.f(y)=0, mert X rajta van a polaregyenesen Ekkor 1. egyenletunkbol
2* kiemelheto.

n-2
( zf(y)z, + NIFY) a7 3T NN +A2f(y)'l ) 0. Itt az egyik tényezd

a mdsodfoki 4>=0, melynek két gyoke 4, =0 és 4,—0. A masik tényez6nek -
(n—2) gyoke van: 4, 44, ..., A,. Ezekr6l nem mondhatjuk, hogy mind kiilon-
bozik nullatdl, mert lehet, hogy a polarkipszelet két egyenessé degenerdl és
ekkor 4; is kiemelhetd és igy lehet 4;... 4, kozott is nulla.

Lehet azonban, hogy ezek mind kiilonbdznek nullatdl; a polaregyenes-
nek a gorbével vald metszéspontjai: y-+A4x=y; y+ix=y; y+4ix;---

0 0

--+y+4.x. A polaregyenesnek mint lathat6 a gorbével valé metszéspontijai
koziil legalabb kettd egybeesik Y-nal. A gorbe olyan Y pontjat, melyen levo
sugéarsorban egy egyenest — a polaregyenest — leszamitva minden sugarnak
n metszéspontja koziil egy esik 0ssze az Y ponttal és ezen egyetlen egy
.egyenesnek (poldregyenes) még legaldbb két metszéspontja esik ossze Y-nal,
a gorbe egyszeres pontjanak, és ezt a kivételes egyenest ti. a poldregyenest
pedig a gorbe egyszeres pontjadhoz tartoz6 érintdnek nevezziik. Egy egyszeres
pontra nézve f(y)=0, de A.f(y)==0, vagyis egyszeres pont esetén f(y) =0,
de ennek els6 differencidlhanyadosa nem nulla.

Az n-ed rendi gorbe kétszeres pontjai

Ha egy Y pont olyan, hogy ranézve f(y)=0, és 6}{ ; J{ 60 }{
2 3
ez azt jelenti, hogy Nf(¥)=0. Legyen Y a gorbének olyan pontja, hogy

af of . *f
Nf(¥)=0, de 01’ IR mind nulldk, de 370 nem mind nullak,

akkor AZf(V) = fuXi + 2fx1% -+ fux8+ -+ + fasXs 3£ 0. Ebben az esetben polar-
egyenes nincs, de polarkupszelet van. Most a polarkipszelet jatszik nagy sze-

’
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repet. Most f(¥)=0, N\.f(¥y)=0, de A* egyiitthatéja A2f(y)==0. Tehat:

10+ 09=22(L30) g+ B O) oo+ B30V o | =00

Oldjuk meg ezt az egyenletet. X-et kétféleképpen valaszthatjuk meg;
vagy rajta van X a polarkapszeleten, vagy nincs a poldrkupszeleten.

1. X nincs rajta a polarkapszeleten.. Milyen tulajdonsiga van akkor
az YX egyenesnek? Mivel X nincs a polarkupszeleten AZf(y)==0, tehat
egyenletiinkben az els6 tag nem nulla és igy csak 4> emelhetd ki. A gyokok
A=0,2,=0, de 4;... 2, egyike sem nulla. Az Y ponton van egy sugarsor,
melynek van olyan X pontja, mely nincs a polarkupszeleten, akkor az ilyen
egyenes metszéspontjai koziil kettd esik Ossze ¥V ponttal

2. Az X pont a polarkapszelet pont]a akkor A,f(y) 0. Ekkor 2% emel-
het6 ki és az egyenlet ilyen lesz:

# (Axf()’) 37 8=£(3) Z;'!—_Jr A A2f(D) ;n—,) =0.

Oldjuk meg az egyenletet: 2,=0,4,=0,1;=0, a tobbi gyok 4,,4s,...,4..

Az ilyen egyenesnek, melynek Y pontja a gorbén, X pontja pedig a
polarkipszeleten van, a gorbével vald metszéspontjai koziil legalabb harom
esik Y pontba. Ha YA egyenesen felvesziink valahol egy X’ pontot, ezzel az
YX egyenes ugyanaz marad, és ugyancsak érvényes lesz, hogy YX egye-
nesnek a gorbével harom metszespont]a esik ossze Y-ban. Ebbol az kovet-
kezik, hogy ennek az egyenesnek minden pontja kielégiti a polarkapszelet

A2f(3) =0 egyenletét. Tehataz YX egyenes része a polarkipszeletnek. Beldt-
haté, hogy van még egy egyenes, mely ugyancsak része a polarkipszeletnek.
Tehat a polarkapszelet az Y ponton atmend két egyenessé degeneral (ha a
polaregyenes megszfinik). Azt is mondhatjuk, ha ¥ a gorbének olyan pontja,

hogy f(y)==0 és a—;f~ =0, hol i=1,2,3..., akkor a polarkiipszelet két egye-

‘nessé degenerdl. Az Y ponton van tehat egy sugarsor, benne két nevezetes
egyenes, mellyé degeneralt a kipszelet. A sugdrsor mindazon egyenesei,
melynek pontjai kiilonboznek a degenerélt kiipszelet két egyenesétél, a gorbét
n pontban metszik, mely metszéspontok koziil kettd Y-ba esik, de a polar-
kupszelet egyenesei metszéspontjai koziil harom esik 6ssze Y-nal. Az ilyen
Y pontot kettés pontnak nevezziik. Van két olyan sugdr, melynek harom met-
széspontja esik Ossze Y-nal. Ezt a két egyenest a kettds pontokhoz tartozd
érintének nevezziik. Lehet, hogy a poldr kupszelet két képzetes egyenessé
esik szét, de a metszéspontjai mindig val6ésak. Tehat kettés pontrél akkor

beszéliink, ha f(¥) =0, A.f(3)=0, ALf(y)==0.

Az n-ed rendii gorbék k-szoros _pontjai

Ha Y olyan pontja a gorbének, hogy nemcsak f(¥)=0, hanem ennek
els6, masodik ... (k—1)-edik differencidlhdnyadosai mind eltiinnek, ami azt

jelenti, hogy Amf(y)z'O, P f(P)=0... AT f(5)=0, de A’;f(J’)$Ox
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akkor az YX egyenesnek a gorbével valé metszéspontjait meghatarozo egyen-
let 2* kiemelése utan

f+a)=2 (Axf(y)k: T A“k;_lf(y)(“k%l)—'Jr ) ﬁ)zo

Ennek az Y pontnak az a sajatossaga van, hogy nincs polaregyenese nincs
polarkiipszelete, de k-ad rendii polargorbé]e azonban mar van.

1. eset: X ne legyen rajta a k-ad rendil polargdrbén, ezt azt jelenti,
hogy Asf(y)=£0. Ebben az esetben 4* kiemelhet6 az egyenletbél. Igy egyen-
letiink két tényezére bomlott, ha az-elsb tényezbt A*-t nulld tessziik, gyokei

M=Ayg=-r=l==0, a masodik tényezd n—k-ad fokii. Ennek n—k-ad nul-
latol kiilonb6z6 gydke van: Awii, As2. .., 4. A metszéspontok: y;+4;x, hol
i=1,2,...,n Ekkor az egyenesnek a gorbével valé n metszéspontjdn k esik

Ossze az Y ponttal.

2. eset: Ha X rajtavana polérg(‘)rbén,’akkor Asf(y)=0, (mert A%f(»)=0
a k-ad rendii polargorbe egyenlete.) Ekkor 2-dk meghatarozésira szolgalo
egyenlet:

k41 H—lf(y) k+2f(y) &2f(y) 11;k—1 .
e e (R )

Ezen egyenlet gyokei: 4y —=As—-++=A="2Ap1=0, Ay ... 4;. Lehet, hogy ezek
egyike sem nulla. Ez azt jelenti, hogy k kivételes egyenes mindegyikének a.
gorbével valé6 metszéspontjai-koziil k-1 esik 0ssze Y-nal. Ezeket az egye-
neseket a k-szoros pontbeli érint6knek nevezziik. Nézziik mik lesznek ezek
az érintdk, azaz, hogy mi az a k kivételes egyenes és mivé lesz a k-ad rendii
polargdrbe. Egy tetszOleges egyenes a k-ad rend{i polargdrbét & pontban
metszi. Ezen X metszéspontok mindegyikét kossiik Ossze Y-nal. gy egy
sugdrsort nyeriink, melynek k sugara van, és mindegyiknek az a sajatsiga,

hogy minden egyes sugar része a k-ad rendii polargdrbének és ezen sugarak
mindegyikének k41 metszéspontja esik Y-ba. Ezt konnyen belathatjuk, mert
ha X pont az érint6 egyenesen mozog, akkor azért az érintd egyenes (V.X)
nem valtozott meg, a metszéspontjai koziil azért csak k-1 esik Y-ba. Ha
YX egyenes k-1 pontja esik Y-ba, ez azt jelenti, hogy az egyenletiinknek
k-1 zérus gyoke van, akérhol is van X az érint6 egyenesen. Hogy egyen-

letiinknek k-1 null gyoke legyen, sziikséges, hogy X akarhol is van YX

érinté egyenesen Azf(y) =0 legyen, mert ha volna YX egyenesnek egy olyan

X pontja, melyre nézve ALf(y)==0, akkor az YX egyenes nem lehetne érintd
a k-szoros pontban, mert csak & nulla gyoke van. Ez azt mondja ki, hogy az
YX egyenesnek minden pontja rajta van a k-ad rendii polargorbén, és igy
az egész YX egyenes része a k-ad rendil poldrgdrbének. Ezzel igazolva van,
hogy ha a k-ad rendli polargérbét-egy tetszbleges egyenessel metszilk, €s
ezen metszéspontok mindegyikét Osszekotjiik Y-al, minden igy nyert egyenes
része a polargdrbének. Tehat a k-ad rendii polérgﬁrbe egy az Y ponton at-
mend k sugéarbol allé sugédrsorrd degenerdl. Ennek a k-ad rendii polargdrbé-
nek csak & pontja van, mert tegyiik fel, hogy volna még egy pontja, akkor
ezen ponton.egy egyenest fektethetnénk, és igy_ az egyenesnek a gorbével
k-1 metszéspontja lenne, ami abszurdum, mert egy k-ad rendii gorbének egy
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egyenessel csak k kozos pontja lehet. Igy mondhatjuk, hogy ha Y a gbrbének
olyan pontja, hogy reanézve:

ASN=0 Af(»)=0,... A" f()=0, de Af(¥)==0,

akkor a gorbe ilyen Y pontjdt k-szoros pontnak nevezziik és akkor a k-ad
rendii polargbrbe a k-szoros ponthoz tartozé k érintévé degeneral. Legyen
k= n, akkor n-szeres pontja van a gérbének. Milyen ez a gorbe? .

Ha ezen gorbének n-szeres pontja van, ez azt jelenti, hogy

AfP)=0 ASf()=0... AT f(3)=0, de ALf(y)==0.

Ekkor a gorbének csak n-edik polargorbéje létezik, ami maga a gorbe.
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WUCCAEIOBAHUE TOYEK AJTEBPAMYECKON KPUBO#M
,H“-OBOT'0 MOPSKA

K. Jiepuep
. :

Orta paboTa 3anumaercs C pAellCTBHEM TNOASPH30OBAHMS W YPABHEHUSIMH MNOISPHBIX

kpuBBIX. [1OTOM CaenawTCcsl BHIBOAB NPH NApaJleNbHOM C MOMAPHBIMM KPHBBIMH HMCCEn0-
BAHUM TOYEK ANreGpPaMyecKux KPHUBLIX ,H“~OBOTO MOpSiAKa.

UNTERSUCHUNG DER PUNKTE DER ALGEBRAISCHEN KURVEN
- DER POTENZORDNUNGEN

Von
K. LERNER

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Konstruierung der. Polaren, mit den Gleichun-
gen der Polarkurven. Dann werden die Punkte der algebraischen Kurven der Potenzord-
nung n parallel mit den Polarkurven untersucht und die Schilisse gezogen.
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