A TUBBSZURUSEN TUKELETES SZAMOKROL
Irta: SZEP JENO

Jeloljik az n (egesz) .szam osztoinak Osszegét o(n)-nel. ahol az oszték
kozé szamitjuk az 1-et és magat n-et is. Ismeretes, hogy ha n= p;‘xp B

(y) Py» - - -, D, Kiilonbozd primszamok), akkor

m prtt—1
1 Y LA
M o) =11~ —
-0(10)——0(2 -5)=18, 0(60)=0(2*-3-5)=168. Vannak olyan szdmok,
amelyek osztdinak Osszege a szdm kétszerese, pl. o(6) =12, 0(28)—56
Az olyan szamot, amelyre

) o(n) = 2(n)

EUKLIDES {tdkéletes szdmnak nevezte (EUKLIDES VII konyve 22. definicid:

tokéletes szdm az olyan, amely a részeinek Osszegével egyenld. ,Rész“-en itt

EUKLIDES osztdt ért, magdt a szdmot nem szdmitja az osztok kozé).
EUKLIDES igazolja, hogy ha 2*—1 [drzsszdm, akkor

3 . 1= 212k —1)

szdm tokéletes szdm.

EULER bebizonyitotta, hogy megforditva, minden pdros tokéletes szdm
(3) alaku.

Mind madig nincsen azonban eldontve, hogy a) véges sok, vagy végte-
len sok paros tokéletes szdm van e? b) van e pdratlan tokéletes szam? Az
elsé kérdés azzal fiigg Ossze, hogy véges, vagy végtelen sok 2*—1 alaku
torzsszam van e? Azt tudjuk, hogy ha 2*—1 tbrzsszam, akkor £ maga is
torzsszam. Ez megforditva nem igaz pl. az elsé k torzsszam, amelyre 2¢—1
nem torzsszdm k=11, ugyanis 2"—1=2047=23-809. Tud]uk pl. hogy
k=2,3,5,1,13,117, 19, 31 61, 89, 107, 127 értékekre 2¥—1 torzsszam. '

Tobbszorosen s—1-szeresen . tokelez‘es szdmnak nevezziik az olyan szdmot,
amelyre

@) ' | o(n)=sn,

ahol s egész szam. s=2 esetén (4) a tokéletes szamok definicidjat adja
s = 3-ra példat szolgaltat n=120=2°.3.5, 0(120) =360 =3-120.
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A tobbszorésen tokéletes szamokrol még nagyon keveset tudunk, még
kevesebbet a paratlan tobbszorosen tokéletes szamokrol. A tobbszorosen toké-
letes szamokban el6fordulé torzsszamokra azonban bizonyos becsléseket
tehetiink.

Ha n=p&pgs...pon paros tokéletes szam, akkor fennall

©)

1_1

Ez (2) és (3) felhasznalasaval konnyen igazolhato.
De az is igazolhatd, hogy ha n paratlan tokéletes szamot jelent, akkor
érvényes

(©6)
Ennek elemi bizonyitasa megtalalhato Mat. Lapok, IV, (1953), 139 o. Az ott

kovetett eljarast fogjuk most alkalmazni tobbszdrosen tokéletes szamok esetére
és igazoljuk, hogy ha

om)—sn (1= pspie--pm),
akkor pdros n esetén

m

()

pdratlan n esetén pedig az erdsebb

m

- ® S<H .

=1

<s]/§

egyenlotlenség érvényes.
A7) és (8) egyenldtlenség elsd fele egyszeriien addédik abbél hogy
parl-l

SPS T - - POm == U 7 , tehat

=1

m pa,+l__1 N ‘ m p?i+l » pi
s=11— = .
gp" {(p,—1) .gp;'i(p,-—l) gpi—l

(7) masodik felének igazoléséhoz el6szor megmutatjuk, hogy fenndll
’ ' 1
pa+1 (p——l 6 pa+1_1
prt—1 p ) p(p—1)°

©

azaz fennall
) 1

D 6
o pop=h)_(p=1)"
(10) =iy ~\ p
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Ha p=2, akkor -

2a+1 _ _
(11) f’(pa+f,’.’_ ] )12) —
- _——+ "a+1
a=1 esetén veszi fel legnagyobb értékét. Azt kell tehdt csak igazolni, hogy
1 :

P(p—1) ( 1)“
12 <
(12 @=1¢ {7
fennall. (12)-b6l kis atalakitdssal nyerjiik a

1 7 1 12

13 ' (1 —-—) <(1 —) =2
(13) +o=3) <|t+5) @=2)

egyenlftlenséget, amelynek helyességét a bindm tétel felhaszndldsdval és az
egyenlbtlenség két oldalan szereplé tagok Osszehasonlitisdval egyszeriien
belathatjuk.

Most mér (7) igazolasa (9) felhasznalasaval a ktwetkezdképpen torténik :

m m p l+1__1 p e, +1

U5~y =i
1 1

m ¢_15+1__1 ’ {ri+l_1 D — ] 6 m ___1 s
B e

=1 pri(p,—1) pri(p,—1) =1\ D,

ebbdl
. 7
P \*
adédik, amibdl (7) kozvetleniil leolvashaté.
(8) masodik felének igazolasdhoz eldbb a

1

p (p—l)? pri—1 ,
14 =3
(4 p*—1 p ) p(p—1) (P=3
egyenidtlenséget -igazoljuk.
Minthogy
pip—=l)__ p—=1 _ p—l
(pori—1)2 2 1 2’
: p_ﬁ PPt p—Fz
ezért a
. 1
— —1\?%
(15) p—] <(" 1)
p—2 NP
pa

egyenlétlenség fennallasabol mar kovetkezik (14).
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Minthogy P _12 legnagyobb értékét « =1 esetén veszi fel, tovabba

P

egyszerii szamolds mutatja, hogy
1

_ 1\
p—l1 <(P 1)
2 p

=

egyenldtienség fenndll és igy (14) is, ezért most (az elBbbihez hasonléan)
mar igazolhatjuk a (8) egyenl6tlenség ‘masodik részét:

m paﬁ-l_l p"i“

gpl—l—np i(p,—1) pti—

pritt—1  prtl—] (p‘—l)? m (p.—l)
< i - : = s - .
1 pp,—1) pri(p,—1) \ p; 4

Ebbél pedig (8) azonnal leolvashato.
Természetesen a (7) és (8) egyenldtlenségek még nem a legjobbak,
tehat az 4ltaldnossdg megszoritasa nélkiil tovabb finomithatok. Ehhez nem

kell mast tenni, mint a fenti % ill. % kitevoket javitani. Az egyenl6tlenségek

meég tovabb is javithatok, ha pl. s-re, vagy n-re bizonyos feltételeket szabunk ki.
Pl n legyen paratlan és s>3 torzsszam.

Minthogy a sziikséges szamitdsok az elmondottak mmta]ara elemi aton
elvégezhetok, ezért ezek a kérdések jol felhasznédlhatok a f01skolakon is mate-
matikai szemindriumi anyagként.

A tobbszorosen tokéletes szamokra vonatkozélag legijabban Haws-
JoacHim KanoLD-nak jelent meg két érdekes dolgozata, amelyek a kérdéssel
lényegében elemi uton foglalkoznak : Uber mehrfach vollkommenen Zahlen I,
Journal fiir die reine und angew. Math., 194, (1955), 218—220 és I, u. ott
197, (1957), 82—96.

O MHOI'OKPATHO COBEPLUEHHBIX YHMCJAX

Mene Cen

Yncno n MHOrokpartHo (s—1 KpaTHO) Ha3blBA€M COBEPILEHHBIM, €C/n
o(n)=sn (s > 1 nenoe uucao)

nefcTBuTENLHO, rae o(n) oGosHavyaeT uTor peauteneit uucna n.
YmocToBepsiem CIEAYIOIIME ABE HEPOBHOCTH :

a) ecim n=pipdr ... po (P, Pas . .-s P,, PA3HBIE NEPROHAYANbHBIE YHCIA) MHOLO-
KPATHO COBEPLIEHHOE YHMC/IO, TOIAA AEHCTBHTENBHO
m
s< H o < sVs”

1:1 i
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6) ecnu n HenapHOe MHOrOKPaTHO COBEPILEHHOE YNCIO, TOrAa AefiCTBUTENLHO

”
Pz

i1 P

IIpumeHeHHbIM METOOM MOMHO TaKKe J[aibllie HCHOPABJSTb BHILIENPUBEACHHBIE
HEePOBHOCTH.

UBER DIE MEHRFACH VOLLKOMMENEN ZAHLEN
Von ]. Sztp

Man nennt eine ganze Zahl n mehrfach (s—1 fach) vollkommen, wenn fiir die Summe
der Teiler o(n) von n
o(n)=sn (s>1 ist ganz)
gilt. (Ist s=2, so ist n vollkommen).
Es werden die folgenden Ungleichungen elementarweise bewiesen :
a) Ist n=py'p3*-+ -pym (P, Ps, . .., P, Sind verschiedene Primzahlen) eine mehrfach
(s—1 fach) vollkommene Zahl, so gilt

m

s<H

=1 Pi—

;< sV,

b) Ist n eine ungerade mehrfach volkommene Zahl, so gilt

m

s<H

i=1 Pi—

<sV§.

Es ist moglich aber mit der angewandten Methode die obigen zwe1 Ungleichungen
noch weiter zu verfeinern.
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