HALMAZOKNAK RESZHALMAZCGKKAL VALO BEFEDESEROL

irta: SZEP JENO

A. csoportok, félcsoportok és gyiiriik elméletében tobben foglalkoztak
olyan problémakkal, amelyek a nevezett struktirdknak részstruktdrdikkal valo
befedésével kapcsolatosak. Ezekben a vizsgalatokban tobbek kozott olyan
befedések is szerepeinek, amely befedések a befedd komponensek sorrendjé-
t6l eltekintve egyértelmiien vannak meghatarozva. Minthogy valamely strukti-
ranak részstrukturdkkal vald befedése olyan jellegii ,felbontas”, amely egész
altalanosan tetszbleges halmazok esetében is értelemmel bir (valamely hal-
maznak bizonyos részhalmazokkal vald befedése), ezért kézenfekvd a gondolat,
hogy a kiilonboz6 struktarakndl mutatkozo felbontds és egyértelmii felbontas
tekintetében egy kozos alap utdn kutassunk.

Az alabbiakban néhany elegendd feltételt mutatunk be halmazoknak
bizonyos részhaimazokkal vald befedésére és egyértelmii befedésére. A kimon-
dott tételek és a bizonyitdsuk megértéséhez a halmazelmélet elemeiben val6
csekély jartassag mar elegendd, ezért alkalmas lehet arra, hogy a fdiskolai
oktatdsban szemindriumi, vagy tudoményos -didkkori anyagként is felhaszndl-
hat6 legyen.

Legyen H tetszOleges elemekbdl allé véges, vagy végtelen halmaz. Ha
egy A halmaz minden eleme H-ban van, akkor A-t A részhalmazanak nevez-
ztik és igy jeloljik: ASH. Az Ac H viszony valddi tartalmazast jelol. Két A
és B halmaz kozos elemeinek (metszetének) halmazanak jeldlésére az AnB
(An B lehet iires is), egyesitési halmazdnak jelolésére pedig az AU B jelolést
hasznaljuk. Tobb Ay halmaz (ahol y atfut valamely véges, megszamlalhato,
vagy nem megszamlalhaté 2 indexhalmazt) egyesitesi halmazat igy jeloljiik:

y -

Egy H halmazrél akkor mondjuk, hogy az
(M Ay

(ahol y atfut valamely X indexhalmazt) halmazokkal befedhets, ha H béarmely
~ eleme az (1) alatti részhalmazok legalabb egyikében megtalihato, azaz fennall

2 H={ 4.

1€3

1€2

Az A, részhalmazokat a befedés kompdnenseinek nevezziik. Ha H nem iires
halmaz, akkor a komponensek koziil az tires halmazok torolhetdk anélkiil,
hogy a befedés ténye megvaltoznék. H befedését valddinak nevezziik, ha a
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befedés egyik komponense sem egyezik meg H-val, tovabbd minimalisnak
nevezziik, ha a komponensek koziill egyik sem tor0lhetd, azaz a kompo-
nensek koziil barmelyiket elhagyva a visszamaradok méar nem fedik be H-t.

Jelolje A a H részhalmazainak (nem sziikségképpen mindegyiknek) vala-
milyen tulajdonsagat. Egy A tulajdonsagii halmazt roviden A-részhalmaznak
neveziink. Egy H halmaz (2) befedésérél akkor mondjuk, hogy A-befedés, ha
a komponensek mindegyike A-tulajdonsdgh. Végiil egy A halmazrél akkor
mondjuk, hogy A-irreducibilis, ha nincsen (részhalmazokkal vald) valodi
A-befedése.

Ezekutan tekintsiink egy olyan A halmazt, amelyben barmely két A-rész-
halmaz kozos része is A-részhalmaz (az iires halmazt megallapodasszeriien
A-halmaznak tekintjiik). Egy ilyen halmazt Hj-val ]elolunk

Ervényes a kovetkezd

1. Tétel. Tekintsiink egy H, halmazt. Ha
HA: U Aa
acZ

a H, halmaznak A-irreducibilis komponensekbdl 4ilé minimalis A-befedése,
akkor H, ilyen befedése a komponensek sorrendjétol eltekintve egyértelmiien
van meghatarozva.

Bizonyitds. Tekintsik a H, halmaznak két felbontasat, amelyek eleget
_tesznek a tétel feltételeinek

(3) C CHa= | A
acs
(4) . Ha= U4
rex
ahol X és X' egy-egy mdexhalmazt jelol, amelyet e ill. y &tfut.

Megmutatjuk hogy a (3) befedés barmelyik komponense megtaldlhato
(4)-ben és viszont.

Tegyiik fel ugyams hogy A,(0€2) nem komponense (4)-nek. Tekintsiik
Ag-nak (4) komponenseivel valdé “A,N Ay =B, (y €2’) metszeteit. A B, hal-
mazok nyilvan befedik A,-t; ’rovabba ezek a felteves ‘szerint A- tulajdonsaguak
Fennall '
®) Ay= U_By.

1€EY

Mmthogy A, A-irreducibilis, ezért az (5) befedés nem lehet valédi. Van

tehat (5)-ben egy B, .komponens, amelyre

A,=B,CA, (s€X).

Igazoljuk, hogy A,—= A;. Ugyanis, ha A,c A, dllana fenn, akkor Ag
nem lehet része (3) egyik komponensének sem, sét meg sem egyezhet vala-
melyikkel, mert ekkor (3) befedés nem lenne minimalis (azaz A, torolhetd
lenne (3)-bol). fgy azonban Aj-nak a (3) komponensekkel valo metszeteit
képezve A;-nak egy valédi befedése keil eldalljon, ami ellentmonddshoz vezet,
hiszen A, A-irreducibilis. Ezzel igazoltuk, hogy (3) minden komponense meg-
talalhaté (4) komponensei kozott. Hasonloan mutathato meg, hogy (4) bar-
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melyik komponense megtalalhaté (3) komponensei kozott Ezzel az 1. tételt
bebizonyitottuk.

2. Tétel. Ha egy H, halmaznak van minimalis A-befedése:

6) - T Ha= U 4y
. /{E‘ P
tovabba ha (6)-ban létezik olyan A,(¢€'X) komponens hogy
(M - S=_U (B,nA)EA, - (x+0)
x1niex

- akkor . H, minden olyan Trészhalmazanak is van minimalis (legfeljebb egy
komponenst6l eltekintve) A-befedése, amelyre 7= A, (y€2) fennall.

Bizonyitds. Tekintsiik a 7 részhalmaznak a-(6) komponensekkel valo
metszeteit. Ezek 7-nek egy A-befedését adjak.

®) T=\UB  (B=TnA)
Megmutatjuk, hogy (8) befedése - minimdalissa tehetd. Ehhez eldszor azt
mutatjuk meg, hogy (8) minden torolhetd komponense része S-nek. Ugyanis
ha B, (e € X) (8)-bol torélhets, ez azt jelenti, hogy B. (6)-nak legalabb két
komponensében megtaldlhaté és igy B. < S. Minthogy a (8)-bdl - torolheté B,
(0e2’S X) A- halmazok egye31te51 halmazara fennall U B, =S ezért (8)-ban

anem torolheto halmazokhozlegfel;ebb az U B, halmaz hozzavetelevel ‘T-nek

egy minimalis befedését nyerjiik, amelyben legfel]ebb J B, nem A-részhal-
ccl’
maz. Ezzel a 2. tételt is igazoltuk.

Legyen H, egy halmaz, amelynek van olyan
Hy= U A,

’ €2
befedése, amelyre A nAc-—D fennall barmely két =~ indexre, (E CE ).
AD halmaz specidlisan lehet az {ires halmaz is. Az ilyen befedést D magu
A-befedésnek nevezziik. Ha a H, halmaz valamely A részhalmazénak nincsen
D magu valodi A-befedése, akkor A-t a D magra nézve A-irreducibilisnek
nevezziik. Az 1. tétel ’ blzonyltasaban kovetett gondolatmenettel 1gazolhat0 a
kdvetkezd.

3. Tétel. Ha egy H, halmaznak van minimdlis D magt A-befedése
(Dc H,) és a befedés valamennyi komponense a D magra nézve A-irreduci-
bilis, akkor a befedés a komponensek. sorfendiétdl eltekintve egyertelmuen
Xan meghatarozva azaz H,-nak nincsen két kiilsnb6z6 D magi minimalis

befedése.

4. Téfel. Legyen egy H, halmaznak

{9 Hy= | Ay
=

egy minimalis A-befedése és

(10) ' R  Ha= U A:
ac X
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egy A-irreducibilis A-befedése. Ekkor 3’ szamossadga nagyobb vagy egyenld
mint X szamossdga.

Bizonyitdsa. Tekintsiik (10) egy tetszéleges A; (¢ € 2’) komponensének a
(9) komponensekkel valé metszeteit. Ezek lefedik Ag-t. Minthogy Ag A-irreduci-
bilis komponens, ezért a befedés nem lehet valodi és igy Ag része (9) vala-
melyik komponensének. Igy (10) minden egyes komponense megtalalhato
(9) valamelyik komponensében. (9)-nek viszont nem lehet olyan komponense,
amelyik (10) egyetlen komponensét sem tartalmazza, ugyanis ez akkor torol-
heté lenne (9)-b6l, ami ellentmond annak, hogy (9) minimélis befedés. Ezzel
allitdsunkat igazoltuk.

A 4. tétel kivetkezménye. Legyen (9) és (10) véges sok komponensbol
all befedés. (9)-ben a komponensek szdma legyen n és.(10)-ben m. A 4.
tétel szerint m = n. Ha m=n all fenn, akkor a (10) befedés egyszersmind
minimdlis. Ugyanis ha (10)-b6l az egyik komponens elhagyhat6 lenne, akkor
m—1 >n miatt ellentmondashoz jutnank.
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O MOKPBITUM -MHOYECTB MOAMHOKECTBAMU
E. Cen

B cayuae cneumanbHbix anreGpamyeckux cuctem (rpynm, noayrpynn, koneu) Onum
NPOBEAEHBI IPYTUMA HCCAEN0BAHUSI OTHOCHTENHHO MOKPHITHS YIOMSIHYTBIX CNCTEM MOACHCTE-
Mamu. OTn paboTHl MOGYAMIM aBTOPA K MOUCKAM 33 TEOPETHKO- MHO){(eCTBBHHbIe TEOPEMBI
AOKPBLITHST BO BCEH 0GLIHOCTH,

. Msl roBopuM, 4TO MHOKECTBO H MOKPHIBAETCS MOAMHOXECTBAMH

M ' Ay A
rae y npoGeraeT HEKOTOPOE MHOXKECTBO MHJAEKCOB, ecau Mo6Gol anemeHT u3 H copepskutcs
X0Ts1 6bI B OJHOM H3 NOAMHOKECTB B (1), T. €, eCin UMEeT MecTo
2) H=| A
xex
ToamuoskecTra AI Oyfem HasbBATh COCTABNSKLUMMH NOKPHITHS., [lOKpBITHE HA30BEM

MCTHHHBIM, €CIM BCE COCTABSIOIUME OTAHYHBI OT H, H MHHMMANBHBLI M, €CIH HU OfHA
H3 COCTaBASIOLIMX HE MOMET OBIThb OmyileHa.

O6oanauum uepes A kaxkoe-unGyab CBOWCTBO. MOAMHOMECTB MHOMecTBa H (ne 06’s13a-
TEeNbHO BCeX). MRowecTso, o6na11arou1ee CBOHCTBOM A, HAa30BEM KOPOTKO A-MHO3JKE€CTBOM.
O noxpbiTun (2) muOxectBa H OyaeM rOBOPUTh, YTO OHO A-TOKPHLITHE, €CIM BCE €ro
cocrapasiiomipe — A-muoxkectra.- Hakoneu, muoxectso H Ha3oBeM A-HENMPHBOJHMBIM,
€CIM OHO HE MMECET MCTMHHOTO A-NMOKPHITHS. - -

Paccmorpnm nocne aroro rtaxkoe muoxecTBO H,'B KOTOpOM nepeceuenne nr6hIX ABYX
A-TIOAMHOKECTB SIBASIETCS TOXE A-I10 ] MHOYECTBOM (nycwoe MHOKECTBO YCTOBUMCS CUMTATh
A-muoskectsom). Takoe MHONECTBO 0603HAYAETCA uepes H,.

UmeroT mecto caepyioluue TEOpeMmsl:

Teopema 1. Ecnu

H=A
A. aéJZ «
MHMHMMAIbHOE A-MOKPBITHE MHOXECTBA HA, cocTosiulee.-u3 A-HenpuBOA M-

MBIX COCTaAaBASAKNUKX, TO TAKOE DOKPBITHE MHOXECTBA HA OnNpefenedHo ¢
TOYHOCTHIO NOpPAAKA COCTABAAKINX OAHO3HAYHO.

Teopema 2. Ecam muoxecTBO Hy mmeer MUHHMaNLbHOE A~ noxpeiTHE
8 : Hy=U A, - °
: ‘ - M ex ™t

u B (3) umeercs Takasd cocTapasiouias Ae,vp,.rm KOTOPOil HMeeT MecTo
e . _ S=.U (Ayndpc4, . N (X))
xrtex . ! '

TO BCAKOE TAKOE NOAMHONKECTBO T MHOKECTBRA HA, ang xoroporo TCZ Az
TOXE MMEET MUHHMATBLHOE A-NOKPHITHE (C TOYHOCTHIO 10 ORHOM COCTAaBJISIIOLLIEI).
Teopema 3. ECOu MHOKECTBO H, umeer Taxkoe MHHUMAIBHOE
NOKpHITHE . . )
H, ngAx
A8 KOTOpPOro A nAc_D(x;eC), HO HHUO onHa uscocrasnﬂmmux He

o6napaeTtT TakuMm CBOMCTBOM, TO noxmeue ONHO3H&YHO C TOYHOCTHIO
nopsaxka CoOCTaBaAAOHUX,
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Teopema 4. Mlycts

z€3 *

ABASAETCH MUHUMANbHBIM, a
= A’
HA aEUE' ¢

Henpnsonummm A-nokpbiTHem MHOXMecTBAa H,. Torna momuocts 3’
6o0nblle mau paBHa MmomHocTtu 3I. :
Cnepcteue ua teopemnl 4. Ecau uncia cocrasasiomux B 060HX NMOKPLITHAX
KOHEYHbI M PaBHB! APYr APyry, To nokpuite H, = Uz A, ABASETCS TAIOKE MHHHMAIbHBLIM.
acl’

UBER DIE BEDECKUNG VON MENGEN MIT UNTERMENGEN

von
J. SZEP

Im Fall von speziellen algebraischen Strukturen hatten sich mehrere Ver-
fasser . mit gewissen Bedeckungsproblemen beschiftigt. Diese Probleme hatten
uns den Grund geboten nach ganz allgemeinen mengentheoretischen Bedeckungs-
sdtzen zu forschen.

Eine Menge H ist mit den Untermengen

&) _ 4,

dan bedeckbar (y durchliuft irgendwelche Indizesmenge ), wenn Jedes Element
von H in einem von (1) vorkommt, das heisst gilt :

' : H= | A,
@ e

Die Untermengen A, sind die Komponenten der Bedeckung. Die Bedeckung (2) .
von H ist eine echte Bedeckung, wenn keine Komponente von (2) mit H gleich

ist, ausserdem ist eine minimale Bedeckung, wenn man keine Komponente in (2)
streichen. kann.

Es bezeichne A irgendwelche Eigenschaft der Untermengen (nicht notwendi-
.gerweise jeder Untermenge) von H. Eine Menge mit A-Eigenschaft ist eine
A-Menge. Die Bedeckung (2) ist eine A-Bedeckung, wenn jede Komponente die
A-Eigenschaft hat. Endlich nennt man eine Menge A-irreduzibel, wenn sie keine
echte A-Bedeckung hat.

Es bezeichne H, eine Menge, in der der Durchschnitt von zwei A-Unter-
mengen wieder eine A-Menge ist.

Es gelten die folgenden Sitze:

Satz 1. Ist
H=UA
LIS
eine minimale A-Bedeckung von H, mit A-irreduziblen Komponenten, dann ist

die Bedeckung (von der Reihenfolge der Komponenten abgesehen) eindeutig
bestimmt.

Satz 2. Ist

(>4

H,—U 4
A esr

eine minimale A-Bedeckung von H,, existiert ausserdem in (3) eine Kompo-
nente A, (e€3X) mit

“ S= (A,NA)E A #{
) “Léz,g 04, (@#)

>
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so hat jede Untermenge T von H, eine minimale (hoéchstens von einer einzigen
Komponente abgesehen) A- Bedeckung, fiir die T CI2 Ay gllt
~Satz 3. Hat H, eine minimale A-Bedeckung
zng" -
fir die AZﬂAf—D (x+#9) fir jede y, ¢ gilt, aber keine von der Komponenten
eine solche Eigenschaft hat, dann ist die Bedeckung (von der Reihenfolge deér
Komponenten abgesehen) emdeutlg bestimmt.

Satz 4. Es sei
"Hy,= U A
A res
eine minimale A-Bedeckung von H,, und

Hy=_U 4.

eine A-irreduzible A-Bedeckung von H,. Dann ist die Maichtigkeit von X

grosser (oder gleich) als die Michtigkeit von 3.
Ein Korollar des Satzes 4. Ist die Anzahl der Komponenten endlich und gleich.
miteinander, dann ist die Bedeckung H,— U A/ zugleich minimal.
ac)’ -
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